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1959~1961 年 ,南开 大 学 数学 系 学 习 ， 毕 业 后 留 校 
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革 金 项 目 , 并 担任 项 目 负责 人 . 


《大 学 数学 科学 丛书 》 编 委 会 
(以 姓氏 笔画 为 序 ) 


顾问: 
主 编 : 
副 主 编 : 
编 ” 委 : 


主 元 
李 大 潜 
龙 以 明 
王 维 克 


谷 超 豪 


姜 伯 驹 


叶 其 孝 
吴 喜 之 
姜 礼 沿 


内 容 简介 


本 书 是 具有 鲜明 特点 的 专著 兼 教材 . 其 创新 之 处 是 把 赋 范 空间 、 赋 准 范 
空间 和 赋 拟 范 空间 结合 起 来 深入 讨论 (特别 是 创造 出 了 许多 有 趣 的 反例 说 明 
它们 的 差异 点 )， 这 样 的 做 法 不 仅 是 理论 上 、 并 且 也 是 实际 问题 的 需要 

本 书 共有 两 部 分 . 第 一 部 分 的 主要 内 容 可 以 作为 泛 函 分 析 的 入 门 教材 . 
我 们 在 前 两 章 介 绍 和 讨论 了 赋 范 、 赋 准 范 和 赋 拟 范 空 间 及 其 上 的 线性 算 子 的 
基本 概念 , 第 三 章 介 绍 和 讨论 了 所 谓 “ 线 性 泛 函 的 三 大 原理 ”， 即 
Hahn-Banach 定理 、 开 映像 与 闭 图 像 定理 以 及 共鸣 定理 (一 致 有 界 原理 ), 最 后 
介绍 了 Hilbert 空间 的 基本 内 容 . 

本 书 的 第 二 部 分 以 及 第 一 部 分 全 部 (特别 是 一 些 * 号 部 分 和 附录 ) 则 可 作 
为 高 校 的 相关 研究 生 教材 . 在 第 二 部 分 中 , 除了 介绍 著名 的 可 分 空间 ( 改 范 ) 
等 价 于 Cla, 四 以 及 严格 凸 空间 外 ,还 介绍 和 讨论 了 (作为 上 述 空 间 推广 的 ) 拓 
扑 问 量 空间 的 基本 而 有 用 的 一 些 概 念 和 特性 . 

本 书 既 可 作为 泛 函 分 析 ( 本 科 生 和 研究 生 ) 的 教材 ,也 可 作为 需要 此 专门 
知识 的 读者 的 一 本 参考 书 . 本 书 含有 较 多 的 例 、 反 例 和 注 记 ， 并 在 每 章 后 均 附 
有 习题 (并 在 最 后 附 有 提示 )， 且 在 最 后 附 有 参考 材料 . 对 于 自学 者 以 及 启发 
和 培养 创造 思维 也 是 很 有 利 的 . 
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《大 学 数学 科学 丛书 》 序 


按照 恩格斯 的 说 法 ,数学 是 研究 现实 世界 中 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 .从 
恩格斯 那 时 到 现在 ， 尽 管 数 学 的 内 涵 已 经 大 大 拓展 了 ， 人 们 对 现实 世界 中 的 数量 
关系 和 空间 形式 的 认识 和 理解 已 今 非 萌 比 , 数学 科学 已 构成 包括 纯粹 数学 及 应 用 
数学 内 含 的 众多 分 文学 科 和 许多 新 兴 交 又 学 科 的 庞大 的 科学 体系 , 但 恩格斯 的 这 
一 说 法 仍然 是 对 数学 的 一 个 中 肯 而 又 相对 来 说 易于 为 公众 了 解 和 接受 的 概括 ， 科 
学 地 反映 了 数学 这 一 学 科 的 内 涵 . 正 由 于 忽略 了 物质 的 具体 形态 和 属性 、 纯 粹 从 
数量 关系 和 空间 形式 的 角度 来 研究 现实 世界 ,数学 表现 出 高 度 抽象 性 和 应 用 广泛 
性 的 特点 ， 有 具有 特殊 的 公共 基础 地 位 ， 其 重要 性 得 到 普遍 的 认同 . 

整个 数学 的 发 展 史 是 和 人 类 物质 文明 和 精神 文明 的 发 展 史 交融 在 一 起 的 . 作 
为 一 种 先进 的 文化 , 数学 不 仅 在 人 类 文明 的 进程 中 一 直 起 着 积极 的 推动 作用 ,而 
且 是 人 类 文明 的 一 个 重要 的 支柱 . 数学 教育 对 于 启迪 心智 、 增 进 素质 、 提 高 全 人 
类 文明 程度 的 必要 性 和 重要 性 已 得 到 空前 普遍 的 重视 . 数学 教育 本 质 是 一 种 素质 
教育 ， 学 习 数 学 , 不 仅 要 学 到 许多 重要 的 数学 概念 、 方 法 和 结论 ,更 要 着 重 领会 
数学 的 精神 实质 和 思想 方法 . 在 大 学 学 习 高 等 数学 的 阶段 ,更 应 该 自觉 地 去 意识 
并 努力 体现 这 一 点 . 

作为 面向 大 学 本 科 生 和 研究 生 以 及 有 关 教师 的 教材 ， 教 学 参考 书 或 课外 读物 
的 系列 ， 本 丛书 将 努力 贯彻 加 强 基础 、 面 向 前 沿 、 突 出 思想 、 关 注 应 用 和 方便 阅 
读 的 原则 ,力求 为 各 专业 的 大 学 本 科 生 或 研究 生 《〈 包 括 硕士 生 及 博士 生 ) 走 近 数 
学 科学 、 理 解数 学 科学 以 及 应 用 数学 科学 提供 必要 的 指引 和 有 力 的 帮助 ， 并 欢迎 
其 中 相当 一 些 能 被 广大 学 校 选用 为 教材 ， 相 信 并 希望 在 各 方面 的 支持 及 帮助 下 ， 
本 从 书 将 会 愈 出 愈 好 . 


李 大 洪 


2003 年 12 月 27 日 


序 


定 光 桂 教 授 的 新 著 《 泛 函 分 析 新 讲 》 是 一 部 有 鲜明 特色 的 泛 函 分 析 专著 兼 孝 
材 .和 传统 的 泛 函 分 析 著 作 以 赋 范 空间 为 主线 不 同 , 该 书 把 赋 范 空间 、 赋 准 范 空间 和 
赋 拟 范 空间 结合 起 来 进行 深入 的 讨论 ,特别 是 列举 了 许多 反例 说 明 它们 之 间 的 差异 
点 , 这 些 结果 中 有 许多 是 定 光 桂 教授 和 他 的 学 生 们 做 出 的 . 正如 作者 在 前 言 中 所 说 
以 赋 准 (所) 范 空间 为 切入 点 ,不 仅仅 是 一 种 理论 上 的 推广 ,更 是 实际 问题 的 需要 . 众 
所 周知 , 在 讨论 常 微分 方程 初 值 问题 在 无 穷 区 间 上 整体 解 的 存在 性 时 , 要 用 到 无 穷 
区 间 上 连续 函数 组 成 的 空间 , 这 不 是 赋 范 空间 , 而 是 赋 准 范 空间 (如 作者 前 言 中 通过 
可 数 个 拟 范 数 所 定义 的 准 范 数 ), 当然 更 是 拓扑 线性 空间 . 这 时 , 要 对 对 应 的 积分 算 
子 在 此 空间 中 应 用 Tychonoff 不 动 点 定理 . 由 于 此 空间 中 元 素 列 的 收 伍 相 当 于 函数 
列 在 任何 有 限 区 间 上 的 一 致 收敛 , 故 检验 起 积分 算 子 的 紧 性 来 很 容易 , 所 以 使 用 起 
来 十 分 方便 . 

定 光 桂 教授 是 我 国 泛 函 分 析 方面 一 位 资深 的 学 者 , 科研 成 果 卓 著 . 早年 他 在 共 
鸣 定 理 及 其 应 用 方面 做 出 了 出 色 的 工作 . 近年 来 , 他 对 等 距 拟 等 距 、 渐 近 等 距 ) 映 
射 进行 了 系统 而 深入 的 研究 , 获得 了 许多 深刻 的 结果 , 这 方面 处 于 国际 领先 水 平 . 近 
十 几 年 来 , 我 经 党 邀请 他 主持 我 的 博士 生 的 论文 答辩 , 他 也 经 常 邀 请 我 主持 他 的 博 
士 生 的 论文 答辩 , 所 以 , 我 对 他 和 他 的 学 生 们 的 工作 比较 熟悉 . 在 我 们 的 交往 中 , 我 
深 感 他 学 风 严 谨 , 一 丝 不 苟 、 踏 踏实 实 做 学 问 .同时 , 他 为 人 直率 、 真 诚 , 深 得 学 生 们 
的 尊敬 

该 书 可 作为 大 学 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 的 教材 或 教学 参考 书 . 该 书 内 容 十 分 丰 
富 , 论述 详细 , 特别 是 书 中 有 大 量 的 例子 , 这 可 加 深 读者 对 概念 的 理解 和 对 定理 意义 
的 认识 . 书 中 每 一 章 后 附 有 习题 , 书 末 还 有 习题 提示 , 这 些 都 能 帮助 读者 掌握 该 书 的 
内 容 . 除 大 学 生 和 研究 生 外 , 该 书 对 从 事 泛 函 分 析 方向 和 微分 方程 方向 研究 的 学 者 ， 
也 是 很 有 益处 的 . 


郭 大 钓 
2005 年 10 月 10 日 于 山东 大 学 南 院 
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1986 年 在 陈省身 先生 的 努力 下 , 南开 大 学 数学 系 开设 了 “试点 班 "( 现 称 ( 理 科 )" 基 
地 班 ”) 的 招生 , 每 年 从 全 国 高 中 奥林匹克 数学 竞赛 的 优胜 者 中 挑选 30 名 左右 学 生 
免试 入 校 学 习 . 从 那 时 至 今 ( 除 三 年 在 美 任教 外 ), 十 几 年 来 , 我 一 直 担任 该 班 的 “ 谤 
函 分 析 ” 的 教学 . 由 于 该 班 学 生 数学 素质 好 , 每 届 均 有 不 少 十 分 优秀 的 学 生 , 因此 我 
们 能 够 超越 原来 的 教学 大 纲 , 大 胆 地 引进 和 介绍 一 些 技巧 性 高 的 和 加 新 的 教学 内 容 . 
这 样 一 年 又 一 年 地 改进 、 充 实 、 创 新 , 最 终 形成 了 今天 的 这 本 书 . 

这 是 一 本 新 的 泛 函 分 析 的 书 . 说 它 “新 ”, 是 因为 它 完全 不 同 于 现今 国内 外 的 “ 汽 
函 分 析 ” 专著 和 教材 . 在 本 书 中 , 我 们 的 切入 点 不 是 从 赋 范 空间 来 讨论 问题 , 而 是 从 
赋 准 ( 拟 ) 范 空间 来 开始 我 们 的 讲述 . 我 们 之 所 以 这 样 来 讲述 , 并 不 仅仅 是 一 种 理论 
上 的 推广 ,更 是 实际 问题 的 需要 . 例如 ,在 各 种 微 ( 积 ) 分 方程 中 ,人 们 常常 需要 在 整个 
实 复 ) 数 域 上 连续 的 函数 中 去 求解 , 但 对 于 这 样 的 函数 所 组 成 的 空间 , (从 拓扑 向 量 
空间 理论 可 知 ) 其 是 不 能 组 成 赋 范 空间 的 . 然而 , 其 却 可 以 构成 一 个 赋 准 范 空间 . 即 ， 
我 们 可 以 先 定 义 可 列 个 拟 范 数 如 下 : 


zl = Dall )| (vn €N). 


_ | zl。 
la -二 去 37 1+ zl 


可 以 证 明 : 对 于 在 数 域 上 连续 的 函数 列 {zn, zo0} 而 言 , ||zx 一 zol 一 0 等 价 于 : 对 
于 任意 me N, 均 有 |zx 一 zol 一 0 (k 一 00). 也 即 :在 任何 闭 球 Bu 人 {t: |t| < n} 
上 mm 人 均 是 一 致 收敛 于 zolt) 的 . 而 这 样 的 定义 正 是 求解 方程 的 人 所 期 望 的 性 质 . 
然而 , 当 讲述 是 从 赋 准 范 空间 出 发 时 , 许多 问题 就 出 现 了 . 例如 , 与 赋 范 空间 完 
全 不 同 的 是 , 在 赋 准 范 空间 中 , 非 空 的 球面 5; 全 {x : |zl* = 5} 可 以 有 “ 洞 "(甚至 
对 于 二 维 的 赋 准 范 空间 , 其 某 个 非 空 球面 可 以 有 无 穷 个 “ 洞 "); 又 如 , 当 赋 准 范 空间 
单位 球面 是 紧 集 时 , 其 仍 可 能 是 无 穷 维 的 . 特别 出 人 意料 的 是 : 在 一 个 完备 的 赋 准 范 
空间 中 , 可 以 有 一 列 闭 球 套 {B4}, B; 2 B。 2 …, 当 球 的 半径 7 -* 0 时 , 可 以 出 现 
mc .， B= 2( 空 集 ) 的 情形 ， 赋 准 范 空间 中 的 单位 开 球 的 闭 包 并 非 必 为 其 单位 闭 球 ， 
以 及 赋 准 范 空间 的 单位 球面 可 含有 内 点 , 并 且 也 可 以 由 两 个 凸 集 组 成 等 . 就 是 由 于 
与 赋 范 空间 的 这 些 差异 性 , 使 得 我 们 的 新 的 讲述 出 现 了 许多 困难 , 但 它 也 正 是 机 遇 
一 提供 了 我 和 基地 班 学 生 讨论 和 研究 的 课题 . 因此 , 在 本 书 中 , 一 些 有 关 赋 准 范 空 


.Vi. 前 


mt 


间 特 性 的 新 内 容 是 1995 年 以 后 一 些 基 地 班 学 生 的 研究 成 果 (它们 有 的 分 散 于 一 些 
论文 中 ). 这 里 特别 值得 提出 的 是 , 现在 美国 加 州 大 学 伯克利 分 校 做 博士 后 工作 的 詹 
大 朋 博 士 和 我 的 博士 生 张 伦 及 刘 锐 同志 的 一 些 工作 (此 外 , 在 本 书 的 各 章 中 , 也 有 一 
些 我 们 的 工作 , 特别 是 在 共鸣 定理 部 分 , 许多 都 是 我 们 甚至 是 近 几 年 论文 的 结果 ). 

衷心 感谢 郭 大 钧 教授 在 百 忙 之 中 抽出 时 间 认 真 地 阅读 本 书 , 并 且 为 本 书 作 序 . 
本 书稿 是 由 我 的 学 生 陈 东阳 博士 、 侯 志 彬 博士 和 博士 生 李 舌 录入 , 并 由 修志 彬 和 李 
舌 仔 细 校 对 而 成 , 此 中 修志 彬 和 李磊 同志 均 做 了 大 量 创造 性 的 工作 , 特此 对 他 们 表 
示 囊 心 的 感谢 . 

此 书 可 作为 大 学 本 科 生 和 研究 生 的 教材 及 参考 书 . 作为 本 科 生 只 要 学 习 本 书 的 
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第 一 章 ” 赋 范 空间 、 赋 准 范 空间 和 赋 拟 范 空间 
81.1 赋 ( 准 、 拟 ) 范 线 性 空间 的 定义 以 及 基本 特性 


在 线性 代数 及 微分 方程 的 学 习 中 , 我 们 熟知 , 如 果 把 线性 齐 次 代数 方程 组 的 解 ， 
线性 齐 次 微分 方程 的 解 等 视 为 一 个 元 素 的 话 , 那么 它们 的 集合 和 欧 氏 空间 中 的 某 些 
集合 (例如 比较 直观 的 二 维和 三 维 矢 量 空间 所 成 的 集合 ) 具有 某 种 共同 的 性 质 , 而 
不 考虑 这 些 具体 问题 本 身 特 点 时 , 我 们 便 得 出 了 抽象 的 线性 空间 的 概念 . 

然而 , 要 对 从 实践 和 理论 中 抽象 出 来 的 数学 的 线性 问题 做 深入 的 探讨 , 仅 有 线 
性 空间 的 概念 还 显得 不 够 . 例如 , 为 了 扩大 收敛 性 的 概念 , 在 理论 上 和 方法 上 进 一 
步 研 究 线性 问题 , 都 得 对 线性 空间 中 的 元 素 按 一 定 的 规则 赋予 相应 的 数值 , 即 向 量 
的 长 度 , 例如 对 每 个 Lebesgue 可 积 函 数 赋予 一 个 数值 , 即 函 数 的 积分 等 , 这 样 便 导 
出 了 抽象 的 赋 范 ( 准 范 、 拟 范 ) 线性 空间 的 概念 . 

定义 1 设 瓦 为 线性 空间 , 如 果 在 瑟 上 定义 了 一 个 ( 非 负 ) 函数 , 记 为 ||z||, 其 
满足 

Gi) |lzl|0 且 有 ||zl|=0 < 全 7 一 0( 零 元 ); 

说) ||z 二 yl| < zl| 十 ||yll (三 角 不 等 式 )( 次 加 性 ); 

(者 ) ||lazl| = |al| :||zl| (绝对 齐 次 性 ) Vz,y € E,a€ KK, 

这 时 我 们 称 ||z|| 为 元 z 的 范 数 , 而 定义 了 范 数 的 空间 称 为 赋 范 线性 空间 . 

定义 2 如 果 上 面 的 ||z|| 满足 (i 和 ( 及 

(i) (8) 1 一直 = lell 

(b) llanzl| 一 0 (如 an — 0), 
(©) |laznl| 一 0 (4° ||znl| 一 0)， 
VzizZn € PF; aan € 区 (n € N) (这 里 , 区 为 数 域 , 其 可 为 实数 域 及 , 也 可 为 复数 域 
C), 则 称 ||z|| 为 准 范 数 . 而 (E,||zl|) 称 为 赋 准 范 空间 . 
定义 2 如 果 上 面 的 ||z|| 满足 (i) 和 (i 及 
( 道 )* 存在 数 6 > 0, 使 得 ||az|| = |alzllzll，Yz € 已 ,ae 下， 
则 称 ||z|| 为 8 范 数 , 而 空间 (EB,||z||) 称 为 赋 6 范 空间 . 
定义 3 如 果 上 面 的 ||z|| 满足 (i 和 ( 首 ) 及 
(i) ||zl| z 0( 即 去 掉 条 件 ||z|| = 0 过 z=0)， 
则 称 ||z|| 为 拟 范 数 , 而 (5, ||zl|) 称 为 赋 拟 范 空间 . 


“4: 第 一 章 ” 赋 范 空间 、 赋 准 范 空间 和 赋 拟 范 空间 


定义 4 如果 上 面 的 ||z|| 满足 (i)” 和 (过 及 (让 , 则 ||zl| 称 为 拟 准 范 数 ， 而 
(Ez, ||zl|) 称 为 赋 拟 准 范 空间 . 

注 显然 范 数 必 为 准 范 数 和 拟 范 数 ， 准 范 数 和 拟 范 数 必 为 拟 准 范 数 . 反之 均 未 

注意 在 泛 函 分 析 中 , 我 们 均 不 讨论 使 所 有 元 的 ( 准 、 拟 ) 范 数 恒 为 0 的 空间 . 

回忆 一 下 , 满足 下 面 三 条 公理 的 空间 (五 ,q) 称 为 距离 空间 ， 

(i) d(x,y) > 0, dz 功 =0 兮 2 一 东 

(i) d(z,9) < da 二 de 人 

(iii) d(x,y) = d(y, x2); Vzx,y,z EE 
(这 三 条 公理 与 下 面 两 条 公理 : 

(i) d(x,y) 20; d(x,.y) =0 人 Orz=Y. 

(ii)* d(x,y) < d(z,z) + d(y, z) 
是 等 价 的 ). 这 时 d 称 为 距离 . 

当 上 面 (i) 中 去 掉 d(x,y) = 0 台 7x =y 时 , 则 a 称 为 拟 距 离 . 而 相应 的 空间 
(Z,qd) 就 称 为 拟 距离 空间 . 

性 质 1 如 果 互 为 “ 准 范 ” 空间 , 令 


d(2， y) = lz 到 yl|， Vz,Y € Lb, 


则 da 为 一 个 距离 . 如 果 为 “ 拟 准 范 ” 空 间 , 则 d 为 一 拟 距 离 . 
而 且 此 距离 具有 “平移 不 变性 ”, 即 


d(x,y) = d(z+2z,y+2z), Vz,y,z ED. 
此 外 , 当 互 为 “( 拟 ) B 范 空间 ”时 , 此 ( 拟 ) 距离 空间 对 0 点 具有 有 绝对 齐 性 , 即 
d(a 7x,0) = lalsad(z, 0); Vz7,y,z€ E,a€ KK. 


已 作为 距离 空间 , 便 可 以 由 其 距离 定义 极限 . 设 马 是 赋 范 线性 空间 , {zn, zol CE. 
我 们 称 元 列 {Tn} 收敛 于 zo 是 指 


lim ||zn, — zol| = 0， 
nOO 


即 
Zn 一 Z0 < d(zn 70) 一 0 (> ||zn — zol| 一 0). 


这 种 收敛 称 按 范 数 收敛 . 
注意 到 从 “ 拟 准 ” 范 数 的 三 角 不 等 式 (让 ) 必 可 导出 


zl 一 llzolN < llz ~ zoll, Vz,zo E 五， 


81.1 赋 ( 准 、 拟 ) 范 线性 空间 的 定义 以 及 基本 特性 ‘5. 


因而 得 到 下 面 的 结果 : 

性 质 2 “ 拟 准 ” 范 数 ||z|| 必 为 z 的 连续 函数 . 

为 了 说 明 赋 范 线性 空间 的 另 一 基本 特征 , 我 们 先 给 出 下 面 关 于 抽象 空间 中 “ 线 
有 段 ” 与 “ 凸 集 ” 的 定义 . 设 五 为 线性 空间 , zx 和 yy 是 BB 中 的 任意 两 个 元 , 则 集合 
{Xz 十 (1 一 和 )y: 0 < 入 < 1} 就 称 为 由 z 和 y 所 组 成 的 线段 , 记 为 [z,gj. 类 似 的 , 当 
以 上 线段 中 不 含有 z 或 不 含有 y 时 , 或 同时 不 含有 z 和 y 时 , 则 分 别称 其 为 半 开 半 
闭 线段 或 开 线段 , 记 为 (z,y], fz,y) 和 (zx,y). 线性 空间 中 的 集 VV 称 为 凸 集 是 指 对 
任意 的 z,y EV 均 有 [zx,y| EV. 

性 质 3 ”在 “ 拟 范 ”空间 互 中 , 任意 “ 球 ” 


B(xo, 7) = {zx EE: ||z—zol|l<r7} 


必 为 凸 集 . 
其 实 , 对 任意 的 x,y e B(zo,7), 由 于 llz - zoll 和 my 一 zol < 根据 拟 范 数 的 
性 质 立 即 推 得 : 当 0 < 入 < 1, 和 eR 时 ,有 
[Xz + (1— Ny— zollg|A(z — 2z0) + (1—N(y— zo 
<AM|lz — zoll+ (1— Nlly— zoll 
r+(l ANA)r=7, 
即 Az+(1— ANy € B(zo,7). 
性 质 4 设 p(x) 为 线性 空间 互 上 的 “次 加 ” 泛 函 , 则 
(a) 当 p(z) 为 “对 称 * 污 函 时 ( 即 p(-z] = p(z)，VYz E 辐 , 必 有 p(z) > 0 
(b) 车 p(z) 不 恒 为 0, 则 当 存 在 6 > 0, 使 得 
2 (7) < (5) (7), VT EE (1.1.1) 
时 , 必 有 B < 1. 特别 地 , 由 此 可 知 , 当 ||z|| 具有 上 面 范 (ii) 和 范 ( 道 ) 性 质 时 , 其 必 为 
拟 范 ; 而 当 其 为 6 范 时 , 必 有 BB<1. 
事实 上 , 当 p(x) 为 次 加 泛 函 时 , 我 们 有 
p(0) = p(0 +0) < p(0) +p(0) = 2p(0). 
由 此 得 出 p(0) > 0, 从 而 
0 < p(0) = p(x +(-—7)) < p(7) +p(—7). (1.1.2) 


故 由 p(z) 的 对 称 性 知 (a) 是 成 立 的 . 
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此 外 可 以 断言 , 必 存 在 一 元 zo e EB, 使 得 p(zo) > 0. 事实 上 , 反之 若 p(z) 
0 (Vz € B), 则 从 式 (1.1.2) 便 可 得 到 p( 一 x) = -2p(Z) (Yz € EE), 从 而 得 到 p(z) 
0 (vz e 万 ). 矛盾 ! 

故 当 p(z) 满足 式 (1.1.1 ) 时 , 由 


0 < plzo) <z( 子 2 +p( 2 < 2(3) zleo) 


< 


则 知 6 < 1， 

性 质 5 在 赋 “ 拟 范 ” 空 间 媚 中 , 任意 “ 原 心 球面 " 8 全 {z € EB: ||z|| = 
均 为 非 空 集 ， 对 于 赋 “ 准 范 ” 空 间 马 而 言 ， 若 其 满足 对 任意 元 0 关 7x EB, 均 有 
limA_ ,+oo || 和 zl| = +oo, 则 其 任意 球面 均 是 “完整 ”的 (无 洞 的 ) ( 即 对 于 空间 忆 中 任 
意 原 心 球面 9 必 有 以 下 性 质 : V9 了 关 XE EB,3 和 A >0, 使 得 | 和 zl =7). 由 此 可 知 , 赋 
拟 范 空间 中 任意 球面 均 是 完整 的 . 

事实 上 , 由 空间 的 约定 可 知 , 对 于 任意 拟 范 空间 E, 必 存 在 元 zo , 使 得 ||zol| 冯 0， 
由 此 , 从 ||Xzl| = |A| :lzl| 可 知 , 必 有 5- 才 (v7 > 0). 

而 当 赋 准 范 空间 具有 上 述 假设 条 件 时 , 对 任意 元 z 关 0( 则 ||z|| 关 0), 我 们 令 


p(A) = | zll, vA E Rt. 

由 前 面 性 质 2 可 知 p( 和 ) 为 入 的 连续 函数 , 故 由 gp(9) = 0 和 假设 lima- +o 2(A) = 
十 oo, 从 连续 函数 的 “中 间 值 定理 ” 则 可 导出 EB 中 任意 原 心 球面 均 是 完整 的 . 

性 质 6* 对 于 准 范 数 而 言 , 其 “ 数 乘 ” 必 为 二 元 连续 函数 , 即 准 范 || 和 z|| 为 (和 ,7) 
的 二 元 连续 函数 ( 例 , 可 参见 文献 [1]p.63~65.) 

$1.2” 赋 范 空间 的 例子 
例 1 仅 “ 有 限 项 ” 非 0 的 数列 的 全 体 
(co0) 全 人 {mj 二 EKK,ne N,{} 仅 有 有 限 项 非 0}， 


lizll = IHén}| = suplénl, Vz = {én} € (co 
例 2 收敛 于 0 的 数列 的 全 体 
(co) 人 { {én}: én = 0, én, 二 K,n € N}, 


llz|| = IH{é%}| = Sup én|, Vz = {én} € (co 


§1.2” 赋 范 空间 的 例子 
例 3 收敛 数 列 的 全 体 


(QO) 全 {{ 人 oj}， im 全 极限 存在 , 6 eK,ne N}， 


llzl| = Il{én}| = up én|, Vz = {én} € (9 
例 4 有 有 界 数列 的 全 体 


(ke)( 或 记 为 (m)) 全 {En}: suplén| < o0,én <KneRN| 


llzl| = IH{én}|| = sup lén|, Vz = {én} € (6 ). 
例 5 7z 守 绝对 可 和 数列 的 全 体 (p 之 1) 


(2)E{{én}: Dlénl? < 00,én eK,neN), 


lol = {és = (Dh), ve = {én} e (0) 


i 其 范 数 (i 性 质 将 在 本 节 最 后 验证 ). 
注 1 按 岐 范 空间 有 下 面包 含 关系 ; 


(coo) C (co) C (c) C (L2 
注 2 按 “代数 空间 ”有 下 面 集合 的 包含 关系 : 
(4?)C(co), (£71) C (£7), Vp>1, 1<gp1<p2. 


注 3* 直面 不 等 区 是 有 起 的 
(Dr) < (DH) vp >p1 >1 


' 由 此 不 等 式 可 导出 后 面 赋 准 范 空间 (46), 0 < B<1, 所 需 的 不 等 式 ). 
为 证 明 上 面 的 不 等 式 , 我 们 给 出 下 面 的 引 理 : 
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引 理 1* 对 于 任意 非 负 实数 列 {an}, 以 及 任意 两 个 正 数 pi 和 po 必 有 关系 式 
(Te)™ < (DS)™, Vp2 之 pl > 0. 
(此 即 , 函数 玉 (z) = ( az)s 在 有 Rt 内 是 “单调 下 降 ” 的 .) 
证 明 ”我 们 给 出 两 种 证 法 . 
证 法 1 分 两 种 情形 来 验证 : 
(1) 如 果 江 > ap: = 1, 那么 , 因 设 an > 0, 故 有 op < 1 (Ye N). 于 是 注意 
到 假设 ps > Di > 0, 就 可 得 到 
QaP? = (ap 到 <at!, vneN. 
从 而 , 由 开始 的 假设 可 导出 
(De)™ < (Te)” = 53 


(2) 如 果 nt a #1, 则 令 


Qn 


bn = (vn € N), 
(5 oP) 


便 有 2, 好: = 1. 于 是 , 对 于 非 负数 列 {b%}, 由 于 上 段 (1), 则 可 导出 
(FR) < (FR) = 
而 当 注 意 到 如 的 取 法 , 从 上 关系 式 则 有 
(PR/(Fe))* < 
从 而 得 到 e 
(2) ?2 < (Fo)™ 
证 法 2 仅 须 证 


lan|?! 
2 上 i 
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事实 上 , 当 令 ch = 二 和 (Vne NN) 时, 则 由 于 ao =1 知 0<ch<l, 从 
而 导出 
Sn 一 1. 口 
由 引 理 1, 我 们 便 可 得 到 下 面 的 引 理 : 
引 理 2* 对 于 任意 的 非 负 实数 列 {an} 及 正 数 D, 必 有 以 下 两 关系 式 : 


(三 中) 4 ( 当 0 < p< 1 时 ) 


及 
(Dm) > 30 ( 当 p 之 1 时 ). 

证 明 ”事实 上 , 只 要 在 上 面 引 理 1* 中 令 : pl =p (< 1) 和 po = 1, 就 可 以 直接 
得 到 上 面 的 第 一 个 不 等 式 ; 而 当 令 : pl EN p (> 1) 时 , 则 可 得 到 第 二 个 不 
等 式 . 口 

下 面 给 出 注 3 的 证 明 : 

验证 ”我们 只 要 在 引 理 1* 中 令 on = |&%| (ne N) 即 可 得 到 所 需 结论 . 0O 

例 6 [a,b| 上 的 连续 函数 全 体 

Cl[a, 会 {z(t): z(t) 在 [a,0] 上 连续 }， 
范 数 定义 为 


||z|| = ee :| z(t)|, Vz= 72(t) € Cla,dl 


(类 似 可 定义 C(Q), 其 中 Q 是 紧 To 空间 ). 
例 7 [a,6] 上 p 容 绝对 可 和 澶 数 的 全 体 (p > 1) 


L?la, 中 全 o, 人 [z(t)|?dt < +o0), 


1 


Te (Fs jz(OlPat)”, vz = z(t) € LP[o,d 


(其 范 (ii) 在 本 节 最 后 验证 ). 
例 8 [o, 引 上 “ 概 >” 有 界 函 数 的 全 体 


Lx[a, 可 (M[a,0]) 会 {z(t): z(t) 为 [a,0] 上 “ 概 ” 有 界 可 测 函数 }， 
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|lzll = inf sup |z(t)|; Vz= z(t) € L™la, db]. 
LH(Eo)=0 te[a,b]\ Eo 


验证 我 们 将 [a,4] 换 为 更 一 般 的 测度 空间 (9, B,y) 来 验证 . 
GD llzl| > 0 是 显然 的 . 此 外 zx 关 9, 故 存在 EC 9,p(E) 关 0 以 及 eo > 0, 使 得 


Iz(t)| > 80, Vvte®E, 


从 而 对 任意 的 Bo C 9, p(Bo) = 0, 注意 到 忆 \ Eo 关 2, 则 有 


sup |z(t)| sup |z(t)| > eo, 
tEN\ Eo t€EE\Eo 
故 由 ||z|| 的 定义 知 ||z|| > so. 由 此 可 知 : |lzl|=0 之 z=40. 


(i) 验证 
llz+yll < |lzll+ llyll, Vz,y e L™ (0). 
事实 上 , 对 任意 s > 0, 由 定义 可 知 存在 丽 , 确 CQ，HA( BE) = ACE) = 0, 使 得 
sup |z(| <|lzll+e, sup |z(t)| < |lyl|+e. 
tEQN\ EL tEQN\EY 
当 注 意 到 y(BOU 6) < p( 嫩 ) 十 kK(B20) = 0 时, 则 有 
lIz+ylls< sup |z(t)+y(d)| 


tEQ\ (Eo U Ee) 


< sup (|z(t)| 十 | 的 |) 
tEOANCEO U BE0) 


< su z(t)|+ su Ily()| 
tEQ\(ESU Ev) tEQN\(E0U EO) 

< sup |z(t)|+ sup ly(t)| 

tEQ\ EL tEONEO 

和 |lzl| + Ilyll + 2e. 


由 此 , 从 的 任意 性 便 得 到 了 所 需 结 论 . 
(过 ) llaz|| = |alllzl| 是 显然 的 . 
综合 上 面 三 点 则 知 L%(Q) 是 Banach 空间 . 口 
注 在 义 上 两 例 中 , 两 个 函数 相等 是 指 此 两 个 画 数 “ 概 ”相等 . 以 后 , 对 于 这 样 
的 空间 也 是 这 样 理解 . 
例 9 [wb 上 有 界 画 数 的 全 体 


Bo, 引 会 {zG 的 ，z 人 为 [o 避 有 界 函 数 }， 
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lzll = sup Iz(D)l, vz= z(t) € Blo,d. 
tE[a,b] 
更 广泛 地 有 空间 
pe(T) 会 和 {z()}，{z(m)} 在 上 有 界 } 
(其 中 工 为 任意 “指标 集 ”), 范 数 定义 为 
llzll = suplz(m)，Yz= {z(W} ee 
YET 


为 了 证 明 (7) 与 Ze, > 1) 的 三 角 不 等 式 , 需要 介绍 下 面 三 个 引 理 : 


引 理 3 
0 


:n+ (p,qg > 1), 
ee (p ) 


(其 中 9 为 数 p 的 “对 偶数 ”, 即 满足 + =1.) 
证 明 此 引 理 有 三 种 证 明 方 法 : 积分 法 、 微 分 法 和 代数 法 . 


(1) 积分 法 . 考虑 函数 y = z? (zx > 0). 比较 
图 1.1 的 面积 可 以 得 到 


€:n7 & 51+ 2. 
利用 定 积 分 的 几何 意义 , 可 知 


é p 
S1 =|/ ZP-1dz = 2 
0 p 


由 此 立即 可 以 得 到 引 理 的 结论 . 品 
(2) 微分 法 . 考虑 函数 


易 知 , 其 在 z = 1 处 取 到 最 小 值 0, 即 有 y(z) > 0 (Vz > 0). 特别 地 , 令 z= 笠 则 
可 得 出 引 理 结论 . 口 


人 


(3) 代数 法 . 由 下 面 一 个 代数 不 等 式 : 
rz-1<g<pr-1), vrz1(0gp8<g!1), 

不 妨 假设 从 > 对 令 z = 于 及 6= :1 代入 上 式 后 两 边 同 乘 以 6, 并 注意 p 和 4 的 
关系 , 则 : 
人 
最 后 , 令 &* = &?,17r* = 7 则 可 导出 引 理 结论 . 口 
引 理 4 (H6lder 不 等 式 ) (1) 级 数 形式 . 对 任意 数列 {4}, {mk} C 区 , 均 有 


3 ms (Dar) (Sm) (>1 z+-=1). 


(2) 积分 形式 . 对 于 [a,9] 上 任意 p 办 绝对 可 和 ( 复 ) 函数 z(t) 与 4 窜 绝 对 可 和 
( 复 ) 函数 y(b， 均 有 


[ 0 -vo < (f eta) ( (f vkeat) ’ (p>1 = 十 二 了 


证 明 (1) 在 引 理 1 中 , 令 
=|éx|/ .3 区 = hu/(> ne) 


然后 , 按 ke N 作 “ 和 ”, 整理 后 便 得 到 结论 (1). 
(2) 类 似 地 , 令 


1 


=|zW1/( egopa 9= wo/ ( [ ola 


使 用 引 理 1 后 对 t 进行 “积分 ”再 整理 便 得 到 了 (2). 品 
注 在 引 理 4 中 , 当 p 二 g=2 时 , 那里 的 结论 (1) 便 是 熟知 的 Cauchy 不 等 式 ， 
结论 (2) 便 是 熟知 的 Schwarz 不 等 式 . 
引 理 5(Minkowski 不 等 式 ) (1) 级 数 形式 . 对 于 任意 数列 {6&4}{mk} C 区 , 均 
有 


(Dé + mp)” < (DéxP)® 十 (Dm )®, p>1. 
k k k 
(2) 积分 形式 . 对 于 [a,0] 上 任意 Dp 畸 绝 对 可 和 ( 复 ) 函数 z(t) 和 y(t) 均 有 


Va iD + v(t) ” <(f (DPat)” :(f vOPat)”, p>1 
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证 明 (1) 显然 
> 你 十 大 要 和》 各 十 大 Pi 十》 各 十 大 |， 
k k k 


注意 到 (p - 1)g =p, 对 上 式 右边 两 项 分 别 用 引 理 2 便 得 到 了 结论 (1). 


(2) 注意 到 当 函 数 |z()| 是 p 宕 可 和 时 , |z(t)lP™! 必 为 q 医 可 和 , 完全 类 似 地 用 


上 面 引 理 2 的 积分 形式 , 便 得 到 了 本 引 理 的 结论 (2). 
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例 1 
(29) {{éx}: Dl < o0,ér Kk EN), 
k 


这 里 0<B<1. 其 上 定义 准 范 


lel = IHérH = > lérl, vz = {ér} € (0). 
k 


验证 ” 范 (i) 与 范 (省 )' 均 是 容易 验证 的 . 下 面 仅 来 验证 范 (ii), 也 即 证 明 
|én|s 十 mls 之 [én 十 nn vn E SS. 


下 面 用 两 种 方法 来 证 明 : 
证 法 1 不 妨 假设 5 和 7 不 全 为 0, 此 时 , 注意 到 


上 | In| 
a 0 
Ié| + 四 | 必 十 9| 


故 有 


Ié| _\# In| _\# 上 nl 
(i (Hi 
由 此 立即 得 到 
le+ nl > (全 十 lnD)2 > E+ oe. 


口 


证 法 2 令 pg(€) = (E+)5 一 66 (其 中 : 和 7 > 0,0 <B<1), 则 由 yp'(&) = 
B(EHN)E -BER =B((EHn) e111) < 0, 得 到 wp(€) < yp(0), 也 即 (€+n)s < 和 + 口 


例 2 


Lila, 9] 宇 {z : 人 |z(t) lsat < +oo} (0<B8<1), 
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其 准 范 定义 为 
b 
lel = / lz(Dladt，vz= z(t) € Lola,d). 


验证 ”从 上 面 例 1 中 的 不 等 式 , 显然 容易 验证 这 里 的 结论 . 口 
例 3 


(s) 全 {{&%}: {En} 为 任意 数列 }， 
其 准 范 定义 为 


1 én 
al = DT ve {tn} (5) 


n=1 


验证 ” 先 来 验证 范 (让), 也 即 验证 


. |én + nl [én mn| 
DARE /Ah vn €N). 
le le 


证 法 1 直接 由 下 面 不 等 式 导出 : 


上 十 9| 


1 
1 十 发 十 咱 1 十 长 + 川 “ ， 工 + 全 +n| 
+ 
1 十 | 十 风 | 


E nl 
和 vé,ne K). 
re PS 


证 法 2 定义 在 Rt 上 的 函数 f(A) = 坟 的 导 函 数 f(A) = ryz 是 非 负 的 ， 
故 其 为 单 增 的 , 从 而 


lE+n -全 + 加 人， 网 
1+|é+n 1+lél+lnl 1+lél 1+Il 


(vVé,7n € K). 


其 次 , 验证 范 (iii)'(b). 事实 上 , 对 任意 元 x = {zx(n)} e (s) 及 am 一 0 (这 里 
{am} C 区 ), 不 难得 知 : 对 于 任意 s > 0, 存在 no € N, 使 得 


此 外 , 由 设 可 知 : 存在 mo € N, 当 m > mo 时 有 


1 lonz(n)| _e 
n=1 2" 1 + lamz(n)| 2 
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因而 导出 


1 lamz(n)| 
水 ith mm 
Iamzll 2 | 


2 _ lamz(m)| 
< 三 二 一 2 
2 二 


<E, ee 


此 即 ||lamzjl* 一 0 (如 am 一 0). 
最 后 , 我 们 来 验证 范 ( 阁 )' (c). 事实 上 , 如 la| < 1, {zm} C (s), 则 由 上 面 验证 () 
时 已 知 : Tx 在 R+ 上 是 单 增 的 , 故 有 


1 |ar | _|zm(| 
* ER ?7 2 4 
llazmll > {1 27 1 + |azm(n 1 27 1 + |zm(n)| 


又 从 范 i 可 知 , lnzm|F < nlzmll* (vn € N). 
由 上 可 知 , 对 于 任意 的 a € K, {zm} C (s), 当 llzml]* 一 0 时 , 由 上 两 不 等 式 则 
导出 


* 


lazmll* = (al +») 


[ial +1 ™ 
< (a+ Dap eisml < (ol + Dllemlh 


一 0 


(这 里 [a] 表示 a 的 “整数 部 分 ”). 口 
注 在 (s) 空 间 中 , 利用 “ 优 级 数 ” 2 ol 亦 的 分 (两) 段 法 , 可 以 证 明 , 其 内 的 
点 列 “ 收 敛 ” 的 特征 是 


Tk To0 > TEN) 2 Zon) (ko 00), vneN. 


(其 中 zo = {zo(n)},zk = {Zp(n)};kk 二 1,2,…). 此 即 “ 元 列 的 收敛 等 价 于 其 各 坐标 
均 收敛 ”. 
例 4 


5S[a 引 全 {la, 引 上 所 有 几乎 处 处 有 限 的 “可 测 ” 函数 z(t) 之 全 体 }， 
其 准 范 数 定义 为 


b 
la = / Ts 何 此 Vx = 7(t) € Sla, dol. 
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验证 ”从 例 3 中 的 不 等 式 容易 验证 . 口 
注 ” 可 以 证 明 , 在 S[a,b] 空间 中 , 其 元 列 “ 收 敛 ” 的 特征 是 
Zk 一 20 和 全 Zk(t“ 依 测度 收敛 ”于 zo 人 
( 即 : YIO>0OAEE [a,bl: |zx(t) — zo(t)| 2 6}) = 0(k = 00) ). 
为 了 认识 赋 准 范 空间 的 作用 , 我 们 注意 下 面 的 例子 . 在 微分 方程 和 一 些 实际 问 
题 中 , 我 们 常常 关心 的 是 在 “整个 ” 实 直线 (或 复 平面 ) 上 定义 的 连续 函数 , 而 这 样 


的 连续 函数 全 体 是 不 能 赋 范 的 , 然而 它们 却 是 可 以 赋 准 范 的 , 例子 如 下 : 
例 5 


C(K) 全 { 数 域 区 上 的 连续 函数 的 全 体 ] (其 中 区 二 及 或 C)， 
其 准 范 定义 为 


Re 1 ||z||， ~ A 
isl = > 元 + (这 里 |lzlln = hax lr, vneN) 


n=1 


验证 ”由 拟 范 列 {||zlln} 及 (s) 空间 的 三 角 不 等 式 的 性 质 不 难 验证 上 面 定义 的 
lz|F 的 范 (i 性 质 , 至 于 范 Qi) 及 范 (过 )” 则 是 容易 验证 的 . 口 
注 ”对 于 数 域 区 (实数 域 民 或 复数 域 C) 上 定义 的 连续 函数 , 由 上 面 范 数 定义 的 
收敛 性 质 , 只 要 注意 例 3 后 面 的 注 则 知 , 对 于 任意 元 列 {Th;k==0,1,2,…} CC( 了 )， 
Zk 一 Xo 就 等 价 于 对 任意 的 n E N, zx(t) 在 闭 集 | 则 二 n 上 均 “一致 收敛 ”于 zo(t). 
例 6 空间 (a0)) 会 (R,||zl|*), 其 中 准 范 数 定义 为 (如 图 1.2 所 示 ): 


llell* = |z|， 当 |z| < 1 时 ; 
1， 当 |z| > 1 时 . 


图 1.2 


验证 ” 仅 来 验证 范 (ij), 我 们 也 给 出 两 个 证 法 : 

证 法 1 仅 分 两 种 情形 来 讨论 : 

(1) 当 |zil, jzz| < 1 时 , 从 定义 , 此 时 有 |lzillz = |zil(i = 1,2). 显然 ||zlli < 
zl(Vz e R), 从 而 有 


||zi + zz||z < |z1 + zz| < |zi| + |z2| = ||zills + lz2lls. 
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(2) 当 max{]zil, |z2|} > 1 时 , 由 |z||z 定义 立即 可 得 


llzi + z2lla < 1 < llzilla + llz2llo. 


为 了 得 到 其 另外 的 一 种 证 法 , 我 们 来 介绍 一 个 命题 . 此 命题 可 分 段 地 用 数学 分 
析 中 的 “中 值 公式 ”整理 之 后 而 得 . 
命题 ”如果 函数 p(z) 在 [zi;z2] 内 除 “ 有 限 ” 个 点 外 均 可 导 , 且 其 导数 值 有 界 
于 p, 那么 必 有 
|p(z1) — p(x2)| < plz2 — zil. 


下 面 给 出 例 6 的 另 一 证 法 : 

证 法 2 ”也 分 两 种 情形 来 验证 ; 

(1) 当 |zil, |zz| > 时 , 由 范 数 ||zx||* 的 定义 , 立即 可 得 

zi + z2lls < 1 < lzills + llz2lls. 

(2) 当 min{|zil,|z2|} < 却 时 , 不 妨 设 |z1| < 3. 由 定义 知 ||zil = |zil. 令 

ep(z) = ||zll*, 注意 此 时 除 有 限 个 点 外 均 有 |w'(z)| < 1, 利用 上 面 所 给 命题 便 得 到 
||z1 + zz||2 — |lzzlls = pz1 + x2) — p(x2) < |z1| = ||zills, 

从 而 证 得 所 需 结论 . 口 

使 用 上 面 所 给 命题 , 我 们 还 能 简洁 地 证 明 下 面 的 例子 : 

例 7* 空间 


(b0)) 全 (R, llzll), 
其 中 准 范 ||z|| 定义 为 


lz， 当 |z| < 1 时 ; 
lzlli = 2 一 lzl， 当 1 < lz| < 5 时 ; 
1 3 


(如 图 1.3). 


@ 此 例 为 南开 大 学 数学 系 “基地 班 ” 同学 做 出 来 的 , 故我 用 英文 “brain” 的 第 一 个 字母 标记 之 ， 
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验证 ”注意 此 时 的 函数 p(z) = |lzll; 除 有 限 个 点 外 , 其 导数 均 以 1 为 界 , 因此 
利用 上 面 命题 , 完全 如 上 例 6 的 证 法 2, 可 导出 范 (让) 性 质 , 从 而 不 难 导出 其 为 一 赋 
准 范 空间 . 口 

注 1 利用 上 面 所 给 命题 , 可 以 给 出 更 一 般 的 形状 类 似 于 ||zllz 的 图 形 的 准 范 
空间 . 例如 , 当 ||zl|* 的 图 形 在 区 间 [一 2,2] 中 时 与 ||z||* 相同 , 在 其 外 , 仅 以 “ 常 值 ” 
或 “斜率 为 土 1” 的 直线 变动 , 且 保证 其 值 不 小 于 专 的 对 称 连续 曲线 , 则 完全 用 上 面 
相同 的 方法 可 知 其 亦 必 为 准 范 (图 1.4). 


图 1.4 


注 2 如 p(T) 在 民 t 上 定义 , 且 2 为 “不 增 ” 的 函数 (Z 天 0), 则 p(z) 必 为 
“次 加 ”函数 . 由 此 可 知 , 当 p(zZ) 是 了 + 上 的 “四 函数 ”， 且 “wp(0) = 0” 时 ( 当 wp(Z) 
连续 时 , 亦 可 将 p(0) = 0 换 为 p(+0) = 0), 则 p(z) 必 为 “次 加 ”函数 . 

事实 上 , 在 R+ 内 , 当 2e) 为 不 增 函 数 时 , 可 考虑 关系 式 


p(T1 十 Z2) 


2(zl 十 Z2) 三 本 (zl 十 Z2) 
_ p(T1+ Z2) 2(Z1 十 72) 
Z1 十 Z2 Z1 十 T2 


即 可 导出 . 而 当 w(z) 是 止 冰 数 时 , 注意 到 关系 式 


3 Ct Z2) 十 i | > 人 
因此 ( 当 pg(0) = 0 时 , 可 取 l = 0; 否则 , 可 令 9' 一 0), 不 难 导 出 2 2 是 “不 增 ” 
函数 . 

下 面 我 们 给 出 赋 准 范 空间 的 两 个 特性 : 

性 质 1 赋 准 范 空间 的 单位 球 未 必 是 凸 集 . 

反例 ”对 于 实 二 维 平面 RR2. 上 的 赋 8 范 空间 (6) 其 单位 原 心 球面 即 为 “ 数 
学 分 析 ” 中 著名 的 “ 星 形 线 ”, 显然 , 其 所 围 成 的 集合 不 是 一 凸 集 . 作为 对 比 , 我 们 回 
忆 在 81.1 中 , 任意 赋 范 空间 中 的 球 必 为 凸 集 . 从 图 1.5 中 , 我 们 亦 可 以 看 到 赋 范 空 
间 (6 名), (6%)), (C3)) 的 单位 原 心 球 的 图 形 . 


性 质 2 ”在 赋 准 范 空间 中 ,“ 开 球 ” 的 闭 包 未 必 为 相应 的 “半球 ”. 


% op(zi 十 za) 二 一 过 一 pg 
ZI1 十 Z2 
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反例 “在 前 面 的 赋 准 范 空间 (acj( 见 例 6) 中 原 心 单位 开 球 的 闭 包 就 不 是 原 
心 单位 闭 球 . 这 可 由 下 式 看 出 : 


O1=[-1,1)#(-%,%)= Bi. 


性 质 3 ”在 赋 准 范 空 间 中 , 其 球面 可 能 会 含有 此 球 的 “内 点 ”在 赋 范 空间 中 ， 
其 任意 一 个 球 BP(z0,60) 的 球面 9(zo, 60) 必 不 合 有 此 球 的 内 点 . 
验证 ”事实 上 , 在 赋 范 空间 中 , 对 任意 点 ye 3S(zo,jo), 由 于 ly 一 zol| = 50, 故 
知 对 于 任意 s > 0, 当 令 z=y++e(y 一 20) 及 yo = 二 Yy 一 el(y 一 Zo0) 时 (如 图 1.6 所 示 )， 
必 有 
||z— zoll= |I(1 +e)(y ~ zo)||= (1+e)60 > 00， 
及 


llyo — zoll = ||(1 ~— ea)(y — zo)l| = (1 ~ e)éo0 < 00. 
也 即 z 4 B(xo,60) 及 yo # B(xo,50), 从 而 知 y 不 是 球 B(xo,60) 的 内 点 . 
然而 , 对 于 赋 准 范 空间 却 未 必 是 这 样 , 我 们 可 见 下 面 的 反例 . 
6, 


图 1.5 图 1.6 


反例 ”在 前 面 的 赋 准 范 空间 (aa))( 见 例 6) 中 , 其 单位 原 心 球面 51 中 所 有 |z| > 1 
的 点 均 为 该 球 B1 的 内 点 . 

显然 , 51 = (co, 一 1) U [Loo) 为 两 凸 集 构成 . 

性 质 4 在 赋 准 范 空间 百 中 , 有 些 .( 原 心 ) 球面 可 能 是 空 集 . 即使 ( 原 心 )r 球面 
S, 会 {z Ee EB: ||lzl| = r} 不 是 空 集 , 其 球面 也 未 必 “完整 ” ( 即 可 能 有 “ 洞 ” ). 

反例 1 在 实 二 维 空间 (s(2)) 中 , 由 于 


|&1| 1 |é2| 


1+|&| 41+ |é2| V7 = (&1,é€2); 


1 
lial =3 
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注意 到 ||z||* 一 3(é1 一 oo) 62 一 00), 可 知 半径 为 3 的 原 心 球面 93 非 空 . 但 对 于 & 
轴 上 的 任意 元 Z, 均 有 


1 |xez| 过 


1 
入 + 
Xzll 41+|M2| ~ 2 


vA eRt, 


此 即 球面 33 有 “ 洞 ”. 
反例 2 在 实 三 维 空间 (s(3)) 中 , 由 于 


1 
21+l&| 41+lé2| 81+|ésl’ 
对 任意 的 了 = (&1,&2,é€3) € (s(3)), 知 
3 1 1 1 1 1 7 


==-+as< sup lz <= Dn 
8 4 8 sl | 4 8 8 


因此 , 对 于 任意 原 心 球面 Sio, 只 要 续 < ro < 了, 则 Sr。 关 2. 而 且 对 任意 的 工 一 
(0, 上 2, &3) < 3(3) 均 有 


1 |xea| 1 |Xésl 3 
二 < <ro, vAERt. 
41+|M2| 81+|Mél 区 


此 即 空间 (s(3)) 的 球面 Sr。 在 任意 了 = (0,61,62) 方向 均 有 “ 洞 ” ,从 而 共有 无 穷 个 
“ 洞 ” 

反例 3 ”类 似 可 知 空间 (s) 对 任意 正 数 ro < 1, 只 要 no E 玉 满足 六 。 击 < 
70, 则 原 心 球面 Sx。 沿 任 意 方向 


lzlh” = 


B=(0,.… ,0,énoénot1) (Vék € R,k > no) 


均 有 “ 洞 " 

为 了 介绍 一 个 在 二 维 空间 中 球面 有 无 穷 个 洞 的 赋 准 范 空间 , 我 们 从 上 面 反例 中 
总 结 出 如 下 命题 : 

命题 ”对 于 赋 准 范 空间 忆 , 如 果 准 范 数 具 有 性 质 


sup{|| 和 Az||: 和 A 和 ER,z€ EE} ro0(> 0)， 


那么 , 对 于 元 Zo € 一 , 若 supaer || 和 zol| < ro, 则 原 心 球面 Sr。 必 在 士 zo 两 个 方向 上 
有 “ 洞 ” 
有 反例 4 设 二 维 实 准 范 空间 (b(2)) = (R,||z||*), 其 中 准 范 数 定 义 为 


* 1 水 1 本 
lz = 31lé + alinlls, Vz= (é,m) € (bo))， 


81.4 “( 非 赋 范 的 ) 赋 拟 范 空 间 的 例子 . 21 . 


这 里 , || . | 表示 前 面 例 7 中 的 范 数 ， 那么 , 其 原 心 球面 53 除了 四 个 方向 : {2} = 
{(&D: 几 =Inl} 外 , 均 有 “ 洞 ”. 
验证 首先 , 从 前 面 准 范 |lzll; 的 定义 可 知 , 当 z = (1,1) 时 , 必 有 llzl* 一 
放 有 53 #2. 此外, 再 注意 到 准 范 llzl 的 定义 , 又 有 
1 1 3 
zl = 51 + 去) < 3 
3 
Da =7 © el = Dn =1, Vz= (6 € Go), MERt. 


由 此 , 同样 由 准 范 |lz| 导 的 定义 , 便 可 导出 |Mé| = | 和 | = 1, 也 即 得 到 | = |nl, 因此 
得 出 本 例 所 需 结果 . 


81.4 人 ( 非 赋 范 的 ) 赋 拟 范 空间 的 例子 
我 们 给 出 下 面 的 例子 : 
例 1 设 B6@ = (R?,||z|| 信 ), 其 中 , 拟 范 数 定义 为 
llzllS = I], vz = (€,7) € Ey. 
注意 , 此 时 对 于 n 轴 上 每 一 个 元 zo = (0,n) 均 有 
llzoll = 0 
(如 图 1.7). 
例 2 空间 (R?,||: 1) 其中, 拟 范 数 定义 为 
lz 和 = 长 -中 vz= (6,n) eB 


注 “此 时 由 于 任意 与 zl 全 = 0 平行 的 直线 , 其 上 的 点 之 拟 范 数 均 是 相同 的 . 
故 对 于 空间 内 任意 一 点 z, 其 拟 范 数 ||z|| 人 人 即 为 过 此 点 作 平 行 于 ||z| 人 二 0(n 轴 ) 的 
直线 与 上 轴 相 交点 的 绝对 值 (如 图 1.8). 

n 


xle=o| < lxlla=0 


22 第 一 章 。” 赋 范 空间 、 赋 准 范 空 间 和 赋 拟 范 空 间 


例 3 一般 地 , 可 设 
E = (R?,||z||S), 


其 中 拟 范 数 定义 为 
llzllS=|at+Bnl (+P #0), Vr= (nN) ER. 


注 * 此 时 空间 内 任意 一 点 Z, 其 拟 范 数 上 |z|| 今 即 为 此 点 到 直线 ||z|| 售 = 二 0 的 距 
离 与 Va2 十 B2 的 乘积 (如 图 1.9). 

例 4* 更 一 般 地 , 如 在 民 ? 平面 中 , 任 取 两 条 过 0 原点 的 直线 1 和 12, 并 将 拟 
范 数 用 以 下 方式 定义 : 

过 工 点 作 直 线 1 的 平行 线 , 当 其 与 直线 12 交 于 点 Z 时 , 则 可 定义 


llzll$ = do(z, 2’) 


(这 里 , do(7, 7 ) 表示 了 z 与 2 两 点 的 “欧式 距离 ”) (如 图 1.10). 

注意 , 这 里 的 范 (ii) 的 验证 较为 难 些 . 

注 ”对 于 非典 范 的 赋 拟 范 空间 妃 而 言 , 其 必 存 在 元 ze 天 0, 使 得 ||zell 人 = 0， 
则 对 于 任意 原 心 球面 5;, 由 于 ||Xzelle = | .ljzell =0 (YA E 及 ), 故 知 在 土 To 方向 ， 
球面 9 均 有 “ 洞 ” . 


6, 7) 


NA 
、 


图 1.9 图 1.10 


81.5” 赋 范 线 性 空间 为 有 限 维 的 特征 


为 了 得 到 用 单位 球面 的 “ 紧 性 ”(“ 自 列 紧 性 ”) 作为 赋 范 空间 是 有 限 维 的 特征 
的 判别 定理 , 我 们 首先 必须 介绍 两 个 引 理 . 

引 理 1 设 赋 范 空间 Etn) 是 n 维 的 (n 为 任意 自然 数 ), 则 Btn) 中 任意 元 列 
{Zm, Xo} 有 如 下 性 质 : 


Tm UW < Tm(k) = To(k) (mm 一 oo)) 1 < kgn. 
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即 : 其 内 任意 “元 列 ” 收敛 等 价 于 其 “各 坐标 ”收敛 ， 
证 明 设 
= zm(k)ek, zo= ,zo(k)er, 
k=1 k=1 


其 中 (e1,e2,… ,en) 为 空间 En) 的 一 组 基 . 
“< 一 ”. 我 们 只 要 注意 到 不 等 式 


[em — zoll=| Don)en — 于 ze 
k=1 k= 二 1 
二 | 2 (rm 人 三 zo(k))es|| 
a pe 
k=1 


则 由 条 件 
Tm(k) 一 zo(k), lk<n, 


不 难 导出 zm 一 Zo(m 一 00). 
=—>”. 对 任意 的 (&1, &2, oe jen) E K", 令 


P(é1,€2,.** ,én) = |lé1e1 十 es + + énenll. 


由 于 范 数 是 元 的 连续 函数 , 故 知 p 是 数 域 K 上 的 n 元 连续 函数 , 从 而 其 必 在 欧 氏 
空间 K" 的 有 界 闭 集 


Bs {Gt ty) er al- 
k=1 
上 达到 其 最 小 值 00. 而 且 ， 由 范 数 的 性 质 (i) 可 知 ， 如 果 (上 6， 下 jE ) E B ) 使 得 


时 , 由 于 jk_1 |éx| = 1 和 {e1,e2,… ,en} 线性 无 关 , 故 知 bo > 0 (注意 : 如 果 | -| 
为 “ 拟 范 ” 数 , 则 推 不 出 此 结论 ). 由 此 得 到 


pt 6) = | te 
k=1 


[ie >60>0 (Ye eK, 1<k<m Dll#0) (1.5.1) 
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而 由 范 数 性 质 (二), 则 可 导出 关系 式 


| 3 之 5 人 Iér|, Vvér EK(1l < kn). 
k=1 k=1 


一 来 , 我 们 就 可 利用 此 式 , 由 条 件 zm 一 zo 立即 导出 


Tm(k) 一 zo(k)(m— 00), 1 <k<n. 口 
注 1 车 Bl) 为 “ 拟 范 ” 空间 , 由 上 面 的 证 明 可 知 , 我 们 仅 可 得 到 ;“ 各 坐标 ， 


收敛 一 > 元 收敛 . 
注 2 车 El(n,) 为 “ 准 范 ” 空间 ， 引 理 结论 亦 成 立 (从 而 对 6B 范 记 空 间 El(n) 引 理 


亦 是 成 立 的 ). 
事实 上 ,“<” 与 原 证 明 类 似 . 
至 于 “一 >”, 首先 , 类 似 于 原 证 明 , 同样 得 到 


| rb >60>0 (vér eK, l<ke<n; Del#0) 


= 5 é ep 一 gm — 00), 则 
{>_ |"|} 是 有 界 数 集 . 事实 上 , 若 不 然 , 不 妨 假设 


nN 
pm = | 一 oo 一 oo 
k=1 


则 注意 zm 一 9, 由 准 范 对 数 乘 的 连续 性 , 有 


(m) 
0<60< | 立 生 er -| Ck 


从 而 矛盾 , 故 {x_1 tv" 是 有 界 的 . 

(2) {502_1 |éx" |} 无 非 零 聚 点 . 

反之 , 若 其 有 非 零 聚 点 , 不 妨 设 元 列 {zm}( zm = 并 ten)ek) 满足 pm 
于?_1 (| 一 po 关 0, 则 由 省- 1 对 数 乘 的 连续 性 可 知 


= ||( = jl 


Er 
po 


Em 


全 


* 


? 
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从 而 同样 可 以 得 到 


Tm 


po 
< 人 -< + 上 隆 人 0 (m0 


is<| 玛 | 
pm 


矛盾 . 故 (2) 成 立 . 
综合 上 面 (1) 和 (2) 我 们 就 导出 


nN 
lem =0= 》 HE 一 0 
k=1 


zm(k) = 0 (gkgn). 加 
注 3 上 面 引 理 1 对 于 无 穷 维 的 赋 范 空间 显然 未 必 正 确 . 
反例 ”在 ( 妈 ) 空间 中 , 取 元 列 


则 其 各 坐标 均 有 关系 式 


0 =(m 二 


但 当 令 zo = {} 时 , 由 于 zo 4 (41), 故 知 zm 忆 To(m 一 00). 口 

注 4 注意 “元 列 收敛 ”等 价 于 “各 坐标 收敛 ”不 是 “ 赋 准 范 ” 空间 为 有 限 维 
的 特征 . 可 见 以 下 反例 |. 

反例 ” 赋 准 范 空间 (s) 中 元 列 收敛 与 其 相应 各 坐标 收敛 等 价 ,但 其 显然 是 无 穷 
维 的 空间 . 

推理 1 对 于 任意 见 维 线性 空间 Eln) 而 言 , 其 上 定义 的 任意 “ 范 数 ”或 “ 准 范 
数 ” 的 收敛 性 是 相同 的 . 

证 明 ”对 于 E() 中 任意 一 元 列 {zm} 和 元 zo, 如 在 其 某 基底 下 有 


Tm = {Zm(k)}R=1, Lo = {zo(k)}k=1, 


则 由 引 理 1 (及 注 2) 的 必要 性 和 充分 性 , 我 们 立即 可 得 , 空间 中 定义 的 任意 两 个 ( 准 ) 
范 数 || ||f 和 | ||3, 必 有 关系 式 


tlls 


和 


由 此 立即 得 到 所 需 结 论 . 品 
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注 5 当 n 维 线性 空间 中 定义 了 两 个 范 数 (不 是 准 范 数 0), 由 上 面 的 推理 及 
以 后 要 讲 的 线性 泛 函 的 连续 性 及 有 界 性 的 关系 , 我 们 容易 知道 , 此 时 对 于 两 个 范 数 
上 和 | 用, 必 存 在 两 个 正 数 pl 和 pz, 使 得 下 面 关系 式 成 立 ; 


pillzlli < |lz|ll> < pzllzlli, Vz € En,). 
特别 地 , 从 上 式 可 导出 一 些 有 趣 的 不 等 式 , 例如 应 用 于 空间 (4?!) 和 (4??)(pi， 
D2 之 1), 则 存在 正 数 pl 和 和 102， 使 得 对 任意 的 {é1, &2, ee a} G K, 


pr (Den)™ < (Die)™ < a( 
k=1 k=1 k=1 


注 6 以 上 推理 对 于 无 穷 维 (即使 是 赋 范 空间 ) 显然 是 未 必 成 立 的 . 
推理 2 设 包 () 和 Fn) 为 两 个 n 维 赋 ( 准 ) 范 空间 , 则 必 存 在 一 个 “线性 ”的 
“1 一 1” 的 “ 满 ” 映射 了 , 使 得 对 任意 {Tm} C En,), 必 有 


llzmlli 一 0 T(rm)ll: 一 0, 


其 中 上 .| 和 .| 分 列 为 Bin) 和 到) 的 ( 准 ) 范 数 
证 明 对 任意 的 元 ze Bm), 若 z= jk_i 和 er, 则 令 


T(z) Es >》 Akdk, 


其 中 {ex}? 和 {dx}? 分 别 为 Bo 和 Fn) 的 一 组 基 . 由 引 理 1 直接 可 得 到 结论 ， 口 
推理 2” 任意 “ 维 数 相同 的 ”有 限 维 赋 ( 准 ) 范 空间 EB(n) 和 Fn 必 线 性 同 及 
( 即 存在 一 个 从 忆 (n) 到 Fln) 的 “线性 ”、“1 一 1”、“ 到 上 ”、“ 双 方 连续 ”的 映射 ). 
推理 3 对 于 任意 的 赋 ( 准 ) 范 空间 , 其 内 任意 有 限 维 子 空间 必 是 “ 闭 ” 的 . 
证 明 我们 给 出 两 个 证 明 方 法 . 
方法 1 设 马 为 赋 “ 准 ” 范 空间 , El 为 的 nn 维 线性 子 空间 . 设 {er}_i 
为 Btn,) 的 一 组 基 , 任 取 z e En), 则 必 有 元 列 {zm} C En), 使 得 zm 一 Z(m 一 和 
(其 中 zm = R11 人 ”er). 由 


lz ~— zall < llzp — zl| + Iza ~ zl| = 0(p,q — 0%), 
得 zp 一 Zzq 一 90(p,q 一 00). 由 引 理 1 及 其 注 2 可 知 
2 -e030 1<kgn, 
从 而 {4}m 是 Cauchy 数列 (1 <k < n). 设 


EW ED (mo 00), 1&kSn. 
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再 令 zo= 总?_1&(en e BE 由 引 理 1 及 其 注 2 可知 zm 一 zo. 再 由 zm 极限 的 唯 
一 性 , 可 知 z = zo € Bn), 从 而 (mn) C Bln), 即 Bln) 是 的 闭 线 性 子 空间 . 

方法 2 反之 , 设 zm 一 zo 而 zo 4 Bln), 故 zo 与 Bln) 的 基底 {exr}2_1 线性 
无 关 , 则 存在 nn 十 1 维 线性 子 空间 包 , 其 基 为 {e1,e2,*… ,en,7To}, 且 En) C Bi. 现 
在 将 {zm} 和 zo 视 为 Bi 中 的 元 , 由 设 zm 一 xo, 注意 到 zm 关于 El 上 面 的 基 之 
最 后 一 个 分 量 均 为 0, 应 用 引 理 1 及 其 注 2( 元 收敛 人 各 坐标 收敛 ) 于 Bi 时 , 便 得 
到 zo 的 坐标 的 最 后 一 个 分 量 亦 为 0, 矛盾 ! 由 此 得 到 zo e Em, 也 即 El i 
集 . 

注 7 对 赋 拟 范 空间 而 言 ,上述 推理 未 必 正 确 ( 见 本 书 81.6). ee 
空间 中 元 列 按 范 收敛 一 般 推 不 出 元 的 各 坐标 均 收 敛 . 

推理 4 设 En) 为 n 维 赋 ( 准 ) 范 室 间 , 则 其 上 定义 的 任意 线性 泛 函 f(z) 图 
是 连续 的 . 

证 明 设 {Tm, zo} C Eln,), 


n= De wo= Déh en 
k=1 


k=1 
其 中 {ek}2_] 为 Bo 的 一 组 基 . 设 zm 一 xo, 由 引 理 1 及 其 注 2 有 


EW ED) (mo 00), 1g<k<gn. 


由 f 是 E(n) 上 的 线性 泛 函 , 有 


f(zm) = (Da) = ef" flen) 0 0 flen) 
k= 
=f( Dé ex) = f(r0) (m— 0%). 
k=1 


此 即 f 连续 . D 

注 8 同样 地 , 此 推理 对 赋 拟 范 空间 未 必 正 确 ( 见 后 81.6). 

注 9* 推理 4 中 的 条 件 可 减弱 为 “次 加 ”、“B* 正 齐 性 (0 < PB* 入 1)2 泛 函 
(可 参看 文献 2] 第 0 讲 ). 

引 理 2 (Riesz 引 理 )” 设 马 为 赋 ( 拟 ) 范 空间 , Bo 为 已 的 真 、 闭 线性 子 空 间 ， 
则 对 于 任意 的 0<e<1, 存在 Zz ESi(E), 使 得 


A. 
d(z, Eo) = ipf llz — yl| > e. 
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证 明 由 于 Eo 为 忆 的 真子 空间 , 故 可 取 一 元 z1 €E B\ Bo. 由 Eo 是 财 集 , 故 
知 d(z1, Eo) > 0. 任 取 se (0,1), 由 d(z1, Bo) 的 定义 , 对 正 数 sl = 430, 必 存 在 
一 元 轨 € Bo, 使 得 d(x1, Eo) < ||zi1 一 训 上 <a1. 令 
I Yl 
llzi— wl 


(z 的 取 法 如 图 1.11 所 示 ). 显然 , ze 951 且 对 于 任意 ye€ Eo 有 
-yl|= | 


-中 
||z1 nl 
1 
=7—— ||z1 — [yi + (||z1 — ill)y)|| 
le lo + (les — gl 
d(zl， Eo) d(zl， 五 0) 
”za 一色]| El 


图 1.11 


d(z, Eo) 全 |Iz— yl| > <. 口 


注 1* 当 e==1 时 ,上述 结论 未 必 成 立 . 

(从 上 面 证 明 可 以 看 出 , 要 想 使 得 e = 1 时 引 理 结论 成 立 , 必须 能 找到 元 yi € Eo， 
使 得 ||zx1 一 加 || = d(x1, Eo), 这 一 般 未 必 可 能 . 但 当 dim Eo < co 时 , 或 当 五 为 Hilbert 
空间 时 是 可 以 的 ). 

反例 * 设 电 = {z(t)€ Cl0,1]: zx(0) = 0}， 


1 
Bo= {zl) eB 上 z(t)dt =0}, 
0 
则 Bo 是 忆 的 闭 真 子 空间 , 且 在 空间 忆 的 单位 球面 上 找 不 到 点 Zl, 使 得 
d(zl, Fo) 一 种 区 


验证 ”Eo 是 巨 的 真子 空间 是 显然 的 . 现在 若  € 忆 且 5 € Eo, 则 存在 
{zn} € Eo, 使 得 


lim, llen ~ = lim, gop len() — (0)| = 
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由 数学 分 析 的 知识 可 知 5(0) = 0, 且 


1 1 1 
上 z(t)dt = [ lim zn(t)dt = lim 上 zn(t)dt =0. 


故 亏 e Eo, 从 而 Eo 为 五 的 闭 子 空间 . 
反之 , 如 果 五 的 单位 球面 上 存在 一 元 zi, 使 得 


d(zl, Eo) = os llzi ~— yl|=1, 


则 对 任意 元 re B\ Bo, 由 于 万 z(t)dt 关 0, 可 令 


1 
二 二 ho 1d 
ho z(t)at 
并 取 奶 = 2 一 aiz, 则 有 2 e Eo, 从 而 由 归 雇 假设 可 得 ||z1 一 || > 1, 即 |aal||zl| = 
lloaz|| > 1. 由 此 导出 


1 1 
/ na- lall>| / z 的 对， vr eB\Eo. 
0 0 


今 取 zn = 垃 (0 < t < 1), 则 有 zn € EE\ Eo(Vn € N). 当 以 zn 替换 以 上 不 等 
式 中 的 z 时 , 易 知 | 户 zi1(t)dt| > 1. 由 数学 分 析 知 识 知 , 这 显然 与 zl e S1(E), 也 
即 : zl € C[0,1],7x1(0)=0 且 ||zil|= max{|zi1(t)| : 0<t<1}=1 巴 盾 . 口 

注 2 本 引 理 对 于 赋 6 拟 范 (0 < 6 < 1) 空间 也 是 成 立 的 . 事实 上 , 此 时 只 要 
在 上 引 理 的 证 明 中 将 相应 的 元 z 取 为 到 2 和 75, 则 可 类 似 导 出 结论 ， 

有 了 上 面 两 个 引 理 , 下 面 我 们 就 可 以 引出 本 节 的 主要 定理 ， 

定理 1 ( 赋 范 室 间 的 “有 限 维 ” 特征 ) ” 设 B 为 赋 范 空间 , 则 


dimE < co < 全 91( 媚 ) 为 “ 自 列 紧 ” 集 ( 紧 集 )， 


(其 中 S1(E) 表示 瑟 的 单位 球面 ). 

证 明 “<”: 若 S1(B) 是 紧 集 , 反 设 dimEB = oo. 任 取 zl e Si1(E). 令 El = 
span{Z1}( 全 {azi: a e 区 }). 由 引 理 1 后 面 的 推理 3 知 Bl 是 闭 集 . 因为 dimE = oo， 
Ei 为 真子 空间 . 取 so e (0,1). 由 引 理 2 得 : 存在 za e S1(B) 有 d(x2, EF1) > e0>0， 
故 d(zz,zi) > so. 再 令 Bo = span{71, zz}, 同样 Bz 是 真 闭 子 空间 . 又 从 引 理 2 可 
得 : 存在 zs e 51(E), 使 得 dza, BE2) > seo, 故 d(x3, zi) > eo(i = 1,2). 如 此 做 下 去 ， 
便 可 归纳 地 得 到 点 列 {zn} C S1(), 满足 


d(zmTn)>e0>0 (Vn,meN,nz#m). 
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显然 {zn} 不 含 任意 收敛 子 列 , 故 51(E) 不 是 列 紧 集 , 与 假设 矛盾 , 从 而 dimE < oo. 
僵 ”: 设 dimB < oo, 不 妨 设 dim EB = n. 对 任意 的 元 列 {zm} C S51(B), 设 
C1，C2 °° ,En 是 E 的 一 组 基 ， 则 Tm 可 表示 为 


= été"e. (El™ EK, vmeN). 
k=1 


从 不 等 式 (1.5.1) 我 们 得 到 : 存在 io > 0, 使 得 
llzmll = | Dd"ol > bo > | (vmeN,), (1.5.2) 


即 
3 < = 元 (vm e N). 


故 由 Bolzano-Weierstrass 定理 (有 界 数列 必 有 收敛 子 列 ) 从 {51”} 中 可 以 找到 收 合 
子 列 长 me) 从 长 ne 人 中 同样 选 出 收 敏 子 列 长 "和 )}。, 最 后 从 {Cne )] 
中 可 以 选 出 收敛 子 列 {8 )}. 根据 上 面 选 法 可 知 存在 个 数 £0，… ,E40, 使 得 
7 
令 zo = 于 ?ieex, 由 引 理 1 (此 时 点 列 各 坐标 收敛 按 范 收敛) 可 知 zmtm 一 

zo (k 一 00). 而 由 范 数 连续 性 有 ||zol| = 1, 即 zo e S1(E). 此 即 51 (五 ) 中 任意 点 
列 有 收敛 于 其 自身 的 子 列 , 故 S1(E) 为 “ 自 列 紧 ” 集 (在 度量 空间 中 此 等 价 于 “ 紧 ” 
集 ). 口 

注 1 本 定理 对 “ 赋 8 范 ”空间 仍 是 成 立 的 . 

只 要 注意 在 “<” 中 将 “ 引 理 2” 变 为 “ 引 理 2 的 注 2”. 在 “全 ”中 将 式 (1.5.2) 
变 为 


Se (ej Lj 


||zml| = | | 之 3 ge (vm € N) 


即 可 . 

注 2 上述 证 明 对 赋 “ 拟 范 ? 空间 均 失 获 ， 

“<” 的 证 明 中 用 到 有 限 维 子 空间 是 闭 的 结论 , 而 此 结论 对 赋 拟 范 空 间 是 不 存 
在 的 , 故此 证 明 对 赋 拟 范 空间 来 说 是 失效 的 . 此 结论 也 是 不 对 的 ( 详 见 下 市). 另外 ， 
由 于 “=>” 的 证 明 中 用 到 了 式 (1.5.2) (此 中 必 有 5 > 0), 而 此 对 拟 范 空间 也 是 失效 
的 , 但 相应 结论 却 是 对 的 ( 亦 见 下 节 ). 

注 3* 由 于 “二 ”的 证 明 中 用 到 了 引 理 2 (Riesz 引 理 ), 故此 证 明 对 于 “ 赋 准 
范 ” 空 间 而 言 , 是 失效 的 . 由 于 “过 ”的 证 明 中 用 到 了 范 数 的 “绝对 齐 性 ”或 “6 绝 
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对 齐 性 ”, 故此 证 明 对 于 一 般 赋 准 范 空间 而 言 也 是 失效 的 . 就 结论 而 言 , 一 般 是 不 成 
立 的 , 即 : 有 限 维 赋 准 范 空间 的 单位 球面 一 般 未 必 是 紧 的 (反例 见 81.3 中 例 6); 而 
当 一 个 赋 准 范 空间 单位 球面 是 紧 集 时 ,一般 也 未 必 可 以 导出 其 是 有 限 维 的 . 

注 4 至 于 原 结论 对 “ 准 范 ” 空 间 是 否 正确 , 从 下 面 81.7 可 见 ， 原 定理 对 “ 准 
范 ” 空 间 而 言 亦 均 不 成 立 . 

由 定理 1 及 其 注 1 可 得 下 面 的 推理 : 

推理 ” 设 万 为 赋 B* 范 空间 (0 <B* < 1), 则 

(1) dim < oo 之 Bro(0) 必 是 自 列 紧 ( 紧 ) 集 , 从 而 任意 有 界 ( 闭 ) 集 , 必 是 ( 自 ) 
列 紧 集 . 

(2) Si(B) 为 “ 列 紧 ” 集 之 dimE < oo. 

证 明 ” 仅 注意 到 (1). 事实 上 , 对 于 任意 元 列 {zw} c Bro(0), 由 上 面 注 1 中 的 
不 等 式 (1.5.2) 有 


op) < ee) = lan sr men 


因此 同样 由 数 域 中 的 Bolzano-Weierstrass 定理 和 引 理 1 及 其 注 2 导出 本 结论 . 口 
注 5** 对 于 赋 准 范 空 间 互 有 如 下 结论 ; 
(1) dimE < oo 全 存在 Bi,(0) 是 紧 集 . 
(2) Sw(B) 为 “ 列 紧 ” 集 且 存在 Z1 E 瑟 ,使 得 ||zi|ll| >7 仿 dimE < oo (参见 文 
献 [31]). 
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性 质 1 在 同 拟 范 空间 中 , 极限 的 唯一 性 不 能 保证 , 从 而 , 即使 在 有 限 维 空间 
时 , 元 的 按 范 收 敛 也 不 能 保证 其 为 每 个 坐标 均 收 敛 . 
反例 在 巨人 = (2,|| .1 和) 中 ,由 于 ||z|| 人 = 上 | (Vz = (&,m) € EGG) 当今 


Zn = (=,0) (vneN), z= (0,n) (vn € kK) 


时 , 则 有 四 
jo 
即 Zn 一 ZX) 故 {zn} 极限 不 唯一 . 而 且 当 Z= (0,7) 而 7 关 0 时 , zn 的 第 二 个 坐标 也 
不 收敛 于 z 的 第 二 个 坐标 . 
性 质 2 在 赋 拟 范 空间 中 , 其 内 的 有 限 维 子 空间 未 ' 必 是 闭 的 (与 上 节 引 理 1 的 
推理 3 相对 比 ). 
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反例 取 上 面 的 “ 拟 范 空间 | Eo 及 其 一 维 线性 子 空间 EBD = {z= (&,0): & € 
阴 },， 则 对 任意 的 元 Z= (&,7) € BE 当 取 y = (&,0) e Et) 时 , 对 于 任意 数 6 > 0 均 
有 

llz — yl = I(é,7) = (é&, MIS = (0, DI = 0， 

故 知 Zz E B(y,6)(V5 > 0), 即 人 € 琴 ,从 而 导出 6 = Bl(1). 由 此 立即 得 知 两 ) 天 
ED 也 即 Bt) 不 是 闭 集 . 

性 质 3 ”在 赋 拟 范 空间 中 , 其 “有 限 维 ” 线 性 子 空间 上 定义 的 线性 泛 函 未 必 连 
续 (与 上 节 引 理 1 的 推理 4 相对 比 ). 

反例 ” 仍 取 上 面 的 拟 范 空间 EB@. 

对 任意 了 = (&,) € EG， 令 fo(Z) = 则 当 取 zn = (0,n) (Yn € N) 时 ,由 于 
znl| 人 =0 (Yn EE N), 故 zr 一 90= (0,0). 然而 


fo(zn) = fol(0,7)] = 7 =» 0= fo[(0,0)] = fo0(0), (1 一 oo)， 


此 即 fo 不 连续 . 
性 质 4 ”在 赋 “ 拟 范 ” 空 间 中 ， 加 91“ 紧 ”, 未 必 有 dim(E) < oo. 
反例 ”在 无 穷 维 拟 范 线 性 空间 = 全 (R™, | 上 :| 人) 中 , 如 果 拟 范 上 :|| 售 定义 为 


zl 和 = = |&| (Vz = {ér} € BE), 


则 其 单位 球面 为 S1(E) = {(&,&2,… 名) 所 二 土 1, kp'€ 恨 ,k 之 2}. 下 面 我 们 
来 验证 51(E) 的 紧 性 . 

证 法 1 证 明 Si1(E) 是 “ 自 列 紧 集 ”. 对 于 任意 的 元 列 {zn} C S1(B), 由 单位 球 
面 的 性 质 可 知 : {zn} 中 第 一 个 坐标 为 +1 或 -1 者 至 少 有 一 个 为 无 穷 集 . 不 妨 假设 前 
者 成 立 , 则 存在 子 列 {zn。} c {znj, 使 得 zw 的 第 一 个 坐标 &"**) = 1(k = 1,2,…). 

令 z0 = (1,1,…), 则 ||zns 一 zol 人 =1-1=0 一 0. 此 说 明 {zo} 有 收敛 子 列 ， 
从 而 S1(B) 是 “ 自 列 紧 ”. 

证 法 2 证明 S51(E) 是 “ 紧 集 ”. 

事实 上 , 关 {Ga} 是 5S1(B) 的 开 覆 盖 , 由 于 zl = { 0 jza = {1,0,…}€ 
Si(E), 故 存在 G1, G2 e {Gaj}, 使 得 zi e G1,7z2 € G2. 对 任意 z = {6e 
Ss1(E), 则 |&|= all =1. 不 妨 设 扣 =1. 由 zeGh 且 Gi 为 开 集 知 存 在 6 > 0, 使 
得 开 球 O(z1,6) 全 {y: lly 一 zil| < bz € B} 有 性 质 : O(z1,6) < G1. 注意 到 


llz—-zill=|& 1=|1-1=0<5 


故 知 TE O(z1,0) CGIC G1 Gs. 以 上 说 明 Si1(E) EGI UG,, 故 S1(E) 为 紧 集 . 口 
注 互 也 可 取 为 (C,|| :|| 仿 )(| :|| 仿 定义 不 变 ), 则 结论 不 变 . 
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性 质 5* 在 典 “ 拟 范 ” 空间 BS 中 , 若 dim(B 信 ) < oo, 则 其 单位 球面 51 必 为 
自 列 紧 的 . 

证 法 1 设 Bo= {zx: ||zl| 信 = 0}, 由 拟 范 的 定义 可 知 Bo 为 五 ^ 的 线性 子 空 
间 . 因为 BS 是 有 限 维 的 , 由 线性 代数 知识 可 知 B 今 可 分 解 为 Bo 与 另 一 个 线性 子 
空间 Bi 的 直 和 : BA = Bo++ 有 Bi. 

注意 到 拟 范 的 定义 , 对 于 任意 元 ze E 仿 , 当 设 z = zo 十 Yi(zo € Eo,z1 € Fi) 
时 , 则 有 


人 
lei 人 = lleallS + llzollS 2 lzllS > ledl$ = llzoll$ = la 


且 当 注意 到 瓦 为 Eo 的 代数 补 子 空间 时 , 故 知 对 任意 的 元 z1 € i(z1 关 9), 必 

有 ||zill 信 关 0. 这 样 , 原 拟 范 数 “限制 ” 在 BE 上 时 , 便 成 为 “ 范 数 ”. 
由 于 对 任意 的 元 列 {zn} Cc Si(EA), 从 上 面 讨论 可 知 zn 可 分 解 为 zn = zi) 十 
zx, 其 中 z49 € 楞 ;zt e 5S1(E1). 在 有 限 维 赋 范 空间 EB 中 使 用 上 节 定 理 1, 则 知 
存在 子 列 {21"*} C (sh)} 与 点 z(0) e 5S1(1), 使 得 zt) 一 z0. 而 当 注意 到 上 式 ， 
| Wl 


ene =z = le — 2 = 0 


及 zi es S1(E 人 S) 时 , 便 知 {zn} 是 {zn} 在 S1(E 信 ) 的 收敛 子 列 , 故 3 = S1(E 信 ) 
是 自 列 紧 的 . 

证 法 2 令 Bo= {ze EB 人 :||zl| 人 =0}. 作 商 空间 台 = E/Eo. 由 后 面 $1.12， 
我 们 将 知道 Bo ， 必 为 闭 线 人 性子 空 s 间 , 从 而 商 空间 训 = E 人 /Eo 必 构 成 一 “ 赋 范 ”线性 
空间 (此 亦 为 将 “ 赋 拟 范 ” 空间 转变 为 “ 赋 范 ”空间 的 方法 ). 并 且 由 Eo 的 取 法 , 此 
时 还 有 

II2l|l=|lzlle (vz eZ eB). (1.6.1) 
这 样 一 来 , 由 于 商 空 间 名 是 有 限 维 的 赋 范 空间 , 由 上 节 定 理 1 可知 其 单位 球面 51() 
必 为 自 列 紧 集 . 

现在 任 取 点 列 {zw} C S1(E 信 ), 则 由 式 (1.6.1) 可 知 , 其 对 应 的 商 元 列 {En} C 

5S1( 司 ). 故 由 5S1( 镶 ) 的 自 列 紧 性 , 存在 子 列 {Zn,}C {Es} 及 点 Bo e 51( 天 ,使 得 


Ln. 一 To (k — 00). 


当 任 取 zo € 人 时 , 由 式 (1.6.1) 可 知 ||zo|l| = ||zol| 售 = 1 即 zo e S1(E 今 ). 而 且 再 由 
式 (1.6.1) 及 商 映 射 的 线性 可 知 


len 一 zol = (cn ~ 20) | = | 一 站 | = 0. 


即 说 明了 在 S1(E 信 ) 中 , 任意 点 列 有 收敛 子 列 , 故 其 必 为 自 列 紧 的 . 品 


.34 . 第 一 章 ” 赋 范 空间 、 赋 准 范 空间 和 赋 拟 范 空间 


81.7 。 赋 准 范 空间 的 一 些 特 征 


首先 , 我 们 注意 到 在 赋 准 范 空 间 中 , 81.5 的 Riesz 引 理 之 证 明 是 失效 的 . 而 且 , 在 
任意 的 赋 准 范 空间 中 , 单位 球面 未 必 存 在 ( 因 存在 赋 准 范 空 间 , 其 准 范 数 可 以 均 小 于 
1, 例如 空间 (s)). 因此 , 如 果 我 们 想 推 广 Riesz 引 理 , 并 且 保 持 其 在 该 节 证 明定 理 时 
的 作用 , 则 可 以 提出 如 下 问题 : 

问题 * ”对 于 赋 准 范 空间 妃 , 是 否 存在 两 个 正 数 co 和 60, 使 得 对 于 媚 中 任意 
的 闭 、 真 线性 子 空间 Eo, 均 存在 元 Z1 € S5u( 半 径 为 bo 的 原 心 球面 ), 使 得 


d(z1, Eo) 全 ,inf lle — yl > eo 
事实 上 , 对 于 一 般 地 赋 准 范 空间 ， 上 面 问题 的 回答 是 否定 的 . 我 们 有 下 面 的 
反例 : 
反例 * 在 赋 准 范 空间 (s) 中 , 对 于 任意 正 数 6, 均 存 在 一 个 闭 、 真 子 空间 Eo, 使 
得 对 于 空间 的 任意 元 Ze(s), 均 有 d(x, E0) < e. 
验证 ”对 任意 的 e > 0, 取 NeN, 使 得 六 <s, 则 当 取 线性 子 空间 


N 
Eo S { > xnen; ineK,1<ngN} 
k=1 


(其 中 en = (0,:… ,0， ' ,0,…),1 < n < N) 时 , 由 81.5 中 引 理 1 后 的 推理 3 可 


知 ，Eo 显然 为 (s) 中 一 个 闭 线性 子 空间 . 而 对 于 任意 元 z = {én} e (s), 当 取 y = 
(&1,*: , én, 0,.…) E Eo 时 有 


d(z, Eo) 乏 dz 人 三 lz 一 引 


k=N+1 
co 
1 1 
< >》 py 口 
天 一 入 十 1 


但 对 于 有 限 维 的 赋 准 范 空 间 E(), 上 面 问题 的 回答 是 肯定 的 . 即 我 们 有 下 面 的 
命题 : 
命题 1* (有 限 维 赋 准 范 空间 中 的 Riesz 引 理 ) 设 E(n) 为 任意 n 维 赋 准 范 空 
间 , 则 必 存 在 两 个 正 数 eo 和 60, 使 得 对 于 E(n) 中 的 任意 闭 、 真 线性 子 空间 Eo, 均 
存在 元 TX1E€ 960， 使 得 
上 zi 一 名 关 seo，VYyE Eo. 
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证 明 ”我 们 介绍 两 个 证 法 : 
证 法 1 首先 , 由 $1.5 引 理 1 后 面 的 推理 1, 当 记 空 间 准 范 为 ||zj]*, 并 记 空 间 
上 的 欧 氏 范 数 为 ||zlla 时 , 我 们 有 关系 式 


上 zl = 0 < 全 |lzlla = 0, (1.7.1) 
由 此 , 立即 得 到 下 面 的 结论 : 存在 正 数 po 和 6o, 使 得 
lzlla > po 一 |lzl 260 (Yr € En)). (1.7.2) 


(事实 上 , 若 式 (1.7.2) 不 成 立 , 则 对 于 任意 的 me N 必 存 在 zm, 使 得 ||zmlla > mm 及 
lz 上 < 去 均 成 立 . 但 此 显然 与 式 (1.7.1) 矛盾 !) 

由 此 可 知 , 在 准 范 数 下 , 半径 为 bo 的 原 心 球面 Si = {zx € EB(n): ||zxl* = 60} 是 
“完整 ”的 (无 “ 洞 ” 的 ). 

同样 由 式 (1.7.1), 我 们 还 可 以 得 到 一 个 欧 氏 范 数 下 的 原 心 闭 球 


人 
Bt = {z € En): llzlla < ri 


及 一 个 准 范 数 下 的 原 心 闭 球 B。, 全 {z e E(n): |lzjl* < e1}, 使 得 关于 准 范 的 原 心 闭 
球 Bs。 有 关系 式 


Be C BW C Bs,. (1.7.3) 


这 样 一 来 , 对 于 任意 的 真 线性 子 空间 Bo C Elm) (由 $1.5 中 引 理 1 后 的 推理 3 可 知 
其 必 为 闭 集 ), 当 我 们 对 于 欧 氏 范 数 下 的 赋 范 空间 运用 Riesz 引 理 时 , 则 可 得 到 球面 
St 上 的 一 点 z9, 使 得 


d(z1, Eo) = |lzille = mm (1.7.4) 


(注意 , 此 时 可 取 z 为 “垂直 ” 于 Eo 的 向 量 )- 

注意 到 式 (1.7.3) 的 第 二 个 关系 式 , 由 于 准 范 的 原 心 球面 55。 是 完整 的 , 故 对 于 
元 z9 € BC Bi 必 存 在 数 Xi > 1 , 使 得 | Xiazgll* = 60. 今 设 zi = 和 iz9 及 
=o 二 分 , 由 式 (1.7.3) 和 (1.7.4) (注意 准 范 数 性 质 ||2z||* < 2||z||*) 可 得 


Z1 十 Bs C Z1 十 B%, (zl 十 B5) 站 Po = 作 . 


由 此 立即 导出 


E1 


||z1 — yll* > 2 = <0， Vy € Eo. 口 
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证 法 2 ” 当 得 到 式 (1.7.2), 知道 准 范 球面 S5。 是 “完整 ”的 以 后 , 我 们 由 式 
(1.7.1) 同样 可 知 , 必 存 一 个 欧 氏 范 数 的 原 心 球 BL C Bs,. 令 


0 |z| (1.7.5) 


llz|la>r 
可 以 断言 : so > 0 (事实 上 , 如 果 so = 0, 则 必 存 在 元 列 {zn}, 使 得 ||znlla > ri (Yn e 
N), 且 [ena = 0(n 一 00). 此 显然 与 式 (1.7.1) 矛盾 ) 
这 样 一 来 , 对 于 任意 真 线性 子 空间 Eo, 与 证 法 1 一 样 , 由 对 欧 氏 ( 范 数 ) 空间 
使 用 Riesz 引 理 , 知 : 存在 z9 e St , 使 得 dlz?, Eo) = m, 从 而 存在 Xi > 1, 使 得 


Aizel* = 60. 令 z1 = 和 79, 则 
lz1 — ylla > d(x1, Eo) = dz Eo) = Nri >r (Vy € Eo). 


由 式 (1.7.5), 立即 得 出 |lzi 一 yl 宕 inf ||z||* = eo(vy € Eo). 口 


||zlla>71 


注意 到 Riesz 引 理 在 无 穷 维 “ 峰 准 范 ”空间 中 的 无 效 性 , 以 及 即使 在 有 限 维 的 
赋 准 范 空间 中 , 元 的 准 范 数 无 法 对 其 坐标 予以 控制 ( 即 虽然 其 准 范 有 界 , 但 其 坐标 可 
能 无 界 ), 因此 上 节 有 关 赋 范 空间 用 其 单位 球面 的 自 列 紧 性 与 否 来 判断 其 维 数 有 限 
与 否 的 定理 , 在 赋 准 范 空间 就 未 必 成 立 了 . 我 们 可 以 看 到 下 面 两 个 性 质 . 

性 质 1 在 准 范 空间 互 中 ,车 dim(B) < co, 则 当 5 关 2 时 , 5 未 必 是 紧 集 . 

反例 仍 取 空间 (aa)) 全 (R,||. |)( 见 81.3 中 例 6), 其 中 


oe ={ eh < 10, 
1， 当 |z| > 1 时 ， 


则 51 = {z ER 民 |z| 之 1}. 显然 51 在 民 中 是 无 界 集 , 从 而 非 紧 集 (事实 上 , 特 取 
Tn 一 人 多. 显然 {zn} C S1) 且 


zn = zmlls= ln -mlli=1 (Vn#m), 


故 5S1 非 列 紧 集 , 从 而 31 非 紧 集 ). 
性 质 2* 在 同 准 范 空间 中 , 即使 9 关 @ 且 “ 紧 ”, 也 未 必 有 dim(E) < oo. 
由 81.3 中 例 7, 我 们 可 以 作出 下 面 的 反例 . 
反例 1* ”空间 (b) 会 (R™,||:||:), 其 中 准 范 数 定义 为 


ells = 5 lite Ve = {én} € 四 


(其 中 准 范 ||éx 上 用 如 81.3 中 例 7). 
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可 以 验证 (全 (R%,|| . |) 显然 为 无 穷 维 的 赋 难 范 空间 , 但 其 单位 球面 51 是 
紧 的 . 我 们 分 四 步 验证 之 : 

(1) 由 此 空间 准 范 定义 可 知 : 31 中 的 元 素 必 是 形 如 z = (wi,w2,…), 其 中 wh = 
士 1 (n € N). 

(2) 对 任意 元 列 {zmw} C Si, 设 zm = {ww ,…), 其 中 w= 土 1 (Ym,ne 
N). 为 方便 起 见 , 设 zm(n) = wih” 为 zm 的 第 ”个 坐标 . 

对 于 数列 {fzm(1)}， 其 或 含有 无 穷 个 +1, 或 含有 无 穷 个 -1, 故 可 选取 子 列 
{Zim} c {zmj}, 使 得 {x1,m(1)} 为 常数 列 , 故 为 收敛 于 wi(= 士 1) 的 子 列 . 

同 理 , 对 于 数列 {x1,m(2)}, 其 或 含有 无 穷 个 +1, 或 含有 无 穷 个 -1 故 可 选取 子 
列 {zam} c {zimj, 使 得 {x2,m(2)} 为 常数 列 , 故 为 收敛 于 waz(= 土 1) 的 子 列 . 

对 于 数列 {zxn,m(n 十 1)}, 其 或 含有 无 穷 个 +1, 或 含有 无 穷 个 -1, 故 可 选取 子 
列 {zntum} C {fznmj 使 得 {Trtrim(n 十 1)} 为 常数 列 , 故 为 收敛 于 wn+i(= 土 1) 的 
子 列 . 


Tm,m(nN) 一 wn(= +l)(m 一 co)，vn EN. 
(3) 在 (b) 全 (Re, 儿 .| 中 , 必 有 
llzmllt = 0 |zm(n)| 一 0 (mo 0%0), vneN. 


Gi) 事实 上 , 若 ||zmll 一 0(m 一 co), 则 由 ( 中 准 范 的 定义 有 , ||zm(n)| 一 
0(m 一 00)，wn € N; 再 由 (bm)) 中 范 数 的 定义 可 知 zm(n) 一 0(m 一 00)，Yn ER 
故 “ 坟 ”成 立 . 

(这 另 一 方面 , 假设 zm(n) 一 0(m 一 oo) Vn € N, 则 对 任意 s > 0, 首先 取 
NeNRN, 使 得 


由 假设 知 、 
DD em (| = 0, (m0). 
k 
故 存在 M > 0, 使 得 当 m> M 时 , 均 有 |zm(m)| <1(1<n<N) 且 


N 


1 E 
>》 ， 3k lzZm(n)| < 7 


k=1 
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因此 , 当 m > M 时 , 由 (bu)) 中 准 范 数 的 定义 , 有 


1 


mk) 


llzmll; = 


1 = 
示 lzm(nl+ > 未 


k=1 k=N++1 


oo 
> 
k=1 
N 1 Oo 1 
一 2 m+ 2 3x lzm(k)|ls 
k=1 k 1 
N 
2 
十 一 二 &. 


这 说 明了 “<=” 是 正确 的 . 
(4) 由 上 面 (2) 和 (3)， 当 令 Xo 二 (wi1,Ww2,.…) 时 ， 可 知 Xo € S1 是 


||zmm — Zolli = 0 OOm 一 oo)， 


此 即 说 明 S1 中 的 任意 点 列 {zm} 有 收敛 的 子 列 {zmm}, 故 51 是 自 列 紧 的 . 
反例 2* ”空间 (bi) 会 (R™”, 上 |-||%), 其 中 准 范 数 定义 为 


| 
||zlls, = lléills + > 天 (| 名 —&1lls + |léx + és), Vz = {én} € (b1) 
k=2 


(这 里 -此 的 定义 同 反例 1*). 
易 证 ] | 以 为 准 范 数 , 且 有 


Oo 
二 1 
lIzlls, < 1+ > =2, Vzx= {én} € (b1), 
k=2 


此 外 , 上 式 等 号 成 立 的 条 件 是 


|&illz = 1, |&1|=1, &1 = 土 1， 
||éx 一 外 | 仿 三 了 < Iék—&1|=1, > éx = 0,) 
| 你 十 él =1. | 撩 十 嫩 | =1 Vk>2. 


由 此 即 知 52 = {( 填 1,0,…)}, 故 52 只 含有 两 个 点 , 当然 是 紧 集 ( 自 列 紧 集 ). 但 是 
dim(pi ) 一 Oo. 


由 81.5 引 理 1 后 的 推理 1, 从 上 面 命题 1* 的 证 明 中 我 们 不 难得 到 以 下 命题: 
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命题 2* 对 于 任意 有 限 维 的 赋 准 范 空间 En), 其 作 存 在 某 一 “完整 ”的 自 列 紧 
的 球面 ( 球 ). 

事实 上 , 对 于 改 赋 “ 范 数 " 后 的 此 空间 , (E(w), 上 |-||a) 应 用 上 节 定 理 1 可 知 其 单位 
“球面 "5 必 是 自 列 紧 的 (而 从 范 数 的 性 质 可 知 对 任意 元 z 关 0, 必 有 ET E 3 
由 此 不 难 导出 整个 范 数 || . |le 的 单位 “ 球 ” B(% 也 是 自 列 紧 的 ). 而 从 本 节 开 始 的 命 
题 1 的 证 明 中 我 们 又 知 , 对 范 数 的 原 心 球 B(9, 其 内 必 含有 一 个 “完整 的 ” 原 准 范 
数 的 原 心 球 Be。. 注意 到 此 时 其 球面 ( 球 ) 均 为 BI 的 子 集 , 又 由 81.5 引 理 1 后 面 的 
推理 1 可 知 , 按 范 收 敛 与 按 原 准 范 收敛 是 相同 的 (以 及 准 范 lz|| 是 z 的 连续 泛 函 )， 
从 而 立即 可 以 得 到 本 命题 的 结论 . O 

我 们 可 以 证 明 以 下 判别 赋 准 范 空间 是 有 限 维 的 命题 (参见 文献 [31]): 

命题 3 * 对 于 赋 准 范 空间 马 , 如 果 其 球面 Sr。 为 自 列 紧 集 , 那么 , 当 以 下 条 件 
有 一 成 立时 , 则 至 必 是 有 限 维 的 ; 

(1) 存在 元 zl Ee 已 有 |zi|l* > ro; 

(2) 准 范 是 “不 减 ”的 ( 即 : | 和 | < |Xz| 僵 | Aizl* < |lXazl|*，Vz e 万 )， 

和 赋 范 空间 不 同 的 是 , 在 赋 准 范 空间 中 还 有 如 下 的 性 质 : 

性 质 3 ” 赋 准 范 空间 的 任意 球 可 以 是 非 凸 集 , 但 同时 其 任意 球 却 是 可 以 含有 一 
个 廿 开 集 的 . 

事实 上 , 当 赋 准 范 空间 是 “有限 维 ” 时 , 由 $1.5 引 理 1 后 的 推理 1 可 知 , 当 此 空 
间 Bo 上 定义 了 一 个 准 范 |lz||* 和 一 个 范 数 ||zl| 时 , 此 两 范 数 是 等 价 的 . 故 任意 准 
范 |lz||* 的 球 内 必 含有 范 数 ||z|| 的 一 个 闭 球 . 由 此 易 知 此 性 质 成 立 . 

而 当 赋 准 范 空间 是 无 穷 维 时 , 情形 就 复杂 得 多 . 对 于 仍 具有 性 质 3 的 例子 可 见 
下 面 命题 : 

命题 4 ”在 赋 准 范 空间 (s) 中 , 其 任意 (不 含 全 空间 的 ) 球 均 是 非 凸 集 , 但 其 内 
均 包 含 一 个 廿 开 集 . 

证 明 (1) (s) 中 任意 球 均 不 是 凸 集 . 

由 于 准 范 数 定义 的 距离 具有 平移 不 变性 , 故 仅 对 (s) 中 的 原 心 球 验证 即 可 . 回 
忆 (s) 空间 的 准 范 数 定义 为 


故 对 于 一 个 不 含 全 空间 的 原 心 球 Br- 必 有 0 < ro < 1 

对 于 上 述 的 半径 ro, 必 存 在 no e N, 使 得 ro < Dno i 去. 设 ac = min{370, mits》 
则 2"o+2a < 3. 取 &,m1,m2 > 0, 使 得 x =€3 了 D221ei, Y= 二 henotl 和 z= m2eno+2 满 
足 


lz 人 = ro — oa, |lyll* = oa， Iz 4 


其 中 ei= (0 ,0， 1 ,0,…). 显然 ||z 十 yl = ||z 十 z||* = ro. 
第 (2) 项 
另 一 方面 ， 
1 1 1 

[e+n+ i+ol=le+ + 
2 本 1 3 1 #72 
=||zll pd re a 3 
a 1 a nN1 1 1 72 
eu rm 


1 水 站 
=r0 — a+ a(llylh + lill’) 


一 70， 


亦 知 球 Bo 不 是 凸 的 . 0 
(2) (s) 中 任意 球 内 必 含 有 是 的 开 集 . 
事实 上 , 对 于 空间 (s) 中 任意 开 球 Br。, 我 们 取 no e N, 使 得 


1 7 
De 
n 之 no 
今 作 集 功 如 下 ; 
而 = ff < 人 <nsno) 及 名 <K( >no) 


则 全 显然 是 9 点 的 一 个 开 、 凸 邻 域 . 而且 , 对 于 任意 元 ye Wo, 当 令 y = {én} 时 ， 
则 有 


本 |én| 
ull= Dri 

ee i | 

< > Le 
n<no 
70 To _ 

< 5 + 己 一 70 

由 此 得 出 Vo CBr. 口 


同样 存在 着 不 具有 上 面 性 质 3 的 无 穷 维 赋 准 范 空间 . 反例 可 见于 下 面 两 个 命 
题 ， 
命题 5* 在 空间 (46)(0 < 6 < 1) 中 , 其 任意 球 内 均 不 含有 凸 开 集 . 


证 明 同样 地 , 由 准 范 定义 的 距离 之 “平移 不 变性 ”, 我 们 可 以 仅 对 原 心 球 来 考 
虑 . 对 于 任意 (8) 空间 中 的 原 心 球 Bw, 我 们 反 设 其 含有 一 个 凸 的 开 集 V, 则 由 距离 
空间 中 球 是 邻 域 基 , 可 知 : 存在 一 个 原 心 球 Bs, 使 得 Bs CV. 今 取 自 然 数 no, 使 得 
nl-65 > 60. 注意 到 53ek e Bs(1 < kk < no), 这 里 ek = (0,… ,0， 0 < N), 
故 由 V 的 凸 性 假设 有 


no 1 1 
zo 一 》， 元 (65en) EV CB. (1.7.6) 
k=1 


但 另 一 方面 , 由 
n no 1 区 no 6 ee 
eolle = G3) = 可 = 吉 > 
从 而 zo # Bo 与 式 (1.7.6) 矛盾 


注 1 空间 (48) 是 存在 “ 真 ” 廿 令 域 的 ( 即 非 全 空间 的 凸 开 集 ), 而 且 均 是 准 范 
无 界 集 . 例如 


口 


Ve = {{ér}: |&1| <e 及 &k € K(k > 1)} 


即 是 其 0 点 的 凸 、 开 邻 域 . 

注 2 用 上 述 命题 5* 的 证 明 , 我 们 可 以 看 出 : 即使 在 一 个 完备 的 赋 准 范 空间 
中 , 紧 集 的 闭 凸 包 也 未 必 是 紧 集 . [下 面 反 例 绘 出 一 个 紧 集 , 其 凸 包 是 准 范 无 界 集 , 从 
而 必 不 是 紧 集 (这 是 因为 在 度量 空间 中 紧 与 自 列 紧 是 等 价 的 , 对 于 一 个 度量 无 界 的 
点 集 , 我 们 必 能 从 中 选 出 一 列 {zn}, 使 得 dlzmyzn) > 1 (Vn 关 m € NN), 从 而 度量 
无 界 的 点 集 不 能 是 自 列 紧 集 , 也 不 是 紧 集 ). 也 可 以 从 另 一 角度 来 看 , 由 于 度量 是 连 
续 函 数 , 而 紧 集 上 的 连续 函数 是 有 界 的 , 从 而 “度量 无 界 ” 的 点 集 一 定 不 是 紧 的 .] 

反例 * 在 (8) 空间 中 (0 < 6 <1), 可 取 60 > 0, 使 得 8 十 B60 <1. 显然 
A 全 {全 ,0} 是 紧 集 . 但 是 其 西 包 中 的 元 


时 1 en 
人 m nso 
nn 二 
有 性 质 : 
mm 
1 1 1 1-(B+5op) 
lznle= > (二 ) ks > mgs =m H+) -oo (m— 00), 

Tn 二 


从 而 可 知 其 凸 包 一 定 是 无 界 集 . 
命题 6* 在 空间 Z2[0,1(0< 6 <1) 中 ,除了 全 空间 外 不 存在 任意 开 凸 集 . 
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证 明 ”反之 , 如 果 此 空间 具有 非 全 空间 的 凸 、 开 集 . 由 平移 不 变性 , 不 妨 设 此 
凸 开 集 萎 是 9 点 的 邻 域 即 ge Vo). 注意 到 “ 球 ” 为 距离 空间 的 点 之 邻 域 基 , 因此 
可 以 假设 某 原 心 球 Br。 全 {fz ，|lzl|* < ro} 满足 条 件 Br。c Vo. 

对 任意 元 re L6[0, 1], 取 自然 数 no, 使 得 llz|ls < ronj-2. 然后 , 利用 不 定 积 
瑚 lz(b8| 必 关于 上 上 的 连续 性 , 可 将 区 间 [0, 1] 划分 为 


0=to < <:…<tno=1, 


使 其 有 


| aa lela an 
tk_1 720 
令 yk(t) = noz 的 Xp ti 的, 其 中 xto,alt) 是 区 间 [a,4] 的 特征 函数 , 则 由 no 的 取 
法 可 知 


Ilyxlle =n6 llz(t) Xtand lle 
_ gllzlle _ llzlls 
一 70 be = Tg 
no 
<To. 


故 有 


yk E C Wo (1 < k < no), 


因此 , 从 VW 的 凸 性 便 可 导出 
T= DY z(t) Xtes tn](t) = € Vo. 
k=1 k=1 
此 即 证 得 Ww = L5[0,1], 与 Ww 的 假设 矛盾 ! 口 


81.8 赋 ( 准 ) 范 空间 的 完备 性 及 例子 


首先 我 们 给 出 下 面 的 定义 : 

定义 1 设 巨 为 赋 ( 准 ) 范 空间 , {zn} CB. 称 {Tn} 为 Cauchy 列 是 指 : 对 于 
任意 的 E > 0, 存在 自然 数 N, 只 要 n,m > N, 就 有 ||lzn 一 Tml| <e. 称 五 是 完备 的 
是 指 马 中 的 任意 一 个 Cauchy 列 在 妃 中 均 有 极限 . 称 完备 的 赋 范 空间 为 Banach 空 
间 ( 巴 拿 赫 空间 ). 完备 的 赋 准 范 空间 称 为 Fréchet 空间 ( 弗 雷 吹 空 间 ). 

从 数学 分 析 的 知识 , 我 们 首先 可 以 给 出 下 面 一 个 例子 : 

例 1 任意 刀 维 数 域 空间 ( 欧 氏 空间 ) Km 是 Banach 空 间 . 
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例 2 有 赋 范 空间 (co),(c) 和 (lce) 均 为 Banach 空间 . 

验证 ”回忆 到 上 面 这 些 空间 均 是 以 supi<n<oo |ekx| 为 范 数 的 , 其 中 元 > = {Ek} 
下 面 仅 以 (c) 为 例 验证 之 . 

任 取 Cauchy 列 {zn} C (c), 设 


= {é"} (VneN), 
则 知 对 任意 的 。 > 0, 存在 和 Ne N, 当 m,n>N 时 ,有 
len 一 zl = suplée™ — "| <e. (1.8.1) 
由 此 可 知 , 对 任意 的 EN, 当 m,n > N 时 , 均 有 |" 一 E40" | < e 即 {EK}n 均 是 
Cauchy 数列 , 从 而 必 存 在 一 个 数 E40 , 使 得 
"= 6 (n 00), VkeN. (1.8.2) 
现在 再 次 注意 到 式 (1.8.1), 则 对 任意 的 k€ N, 一 致 地 有 
#2" 一 <e (Ym,n>N). 
故 从 式 (1.8.2), 当 在 上 式 中 令 m 一 co 时 , 则 有 
km -ef ge (n>N). 


也 即 得 到 , 当 mn > N 时 , 有 


llzn — zoll = suplé(™ 一 < e (1.8.3) 
k 
(这 里 , zo = {$k }). 
注意 到 不 等 式 
Ee Se 0 le ee El eh 8 


以 及 每 个 元 zn = 长 人 }k e (0), 而 从 空间 (c) 定义 即 知 {4} 是 Cauchy 数列 , 由 
此 并 注意 到 式 (1.8.4) 即 知 {4 人} 亦 为 Cauchy 数列 , 从 而 zo = {tt } e (o. 这 样 一 
来 , 则 从 上 面 的 式 (1.8.3) 导出 了 空间 (c) 的 完备 性 . 0 
例 3 (l?) (p> 1) 是 Banach 空间 . 
验证 ”对 任意 Cauchy 列 {zn} c (4r) (p 之 1). 当 设 zn = {4*Y} (Yne N) 时 ， 
则 知 对 任意 的 es > 0, 存在 和 Ne N, 当 m,n >N 时 ,有 


oO 1 
lom — zall= (DO KE™ -各 六 < (1.8.5) 
k=1 
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由 此 可 知 , 对 任意 Ke N, {4 }; 均 为 Cauchy 数列 , 从 而 存在 数 上 0 , 使 得 
£7) £0) (n= 00). (1.8.6) 


现 再 次 注意 到 式 (1.8.5), 则 对 于 任意 的 ko EN 均 有 
(> 攻关 < Wmn > N) 
ei 
因此 , 上 式 当 令 mm 一 co 时 , 注意 到 式 (1.8.6), 则 有 : 对 任意 的 ko e N， 
3 ge -sh°))” <e Wn>N) (1.8.7) 
#1 
当 令 zo = {€00} 时 , 式 (1.8.7) 即 导 出 ||zn 一 zol| <e (Yn > N), 也 即 有 


lzn—Zzol| 一 0 (人 一 oo)， (1.8.8) 


最 后 , 再 由 式 (1.8.7)( 注 意 Minkowski 不 等 式 ) 则 有 
(OP)” < (De -ep)’ + (区 站 < 
k=1 k=1 


由 此 即 知 zo e (4?). 因此 , 结合 式 (1.8.8) 即 导出 了 空间 (如 )(p > 1) 的 完备 性 口 
例 4 (48)(0<B<1) 是 完备 的 赋 准 范 空间 (Fréchet 空间 ). 
验证 ”类 似 上面 (4?) (p > 1) 的 证 法 , 仅 将 那里 的 范 数 (学 |&e|?)? 换 为 这 里 的 
准 范 数 学, |éx|5 则 可 . 0O 
例 5 (s) 为 Fréchet 空间 . 
验证 ”由 (s) 准 范 为 


lr = DT -fs (0) 


且 注 意 到 $1.3 例 3 后 面 的 注 
lz = 0<=>& = 0 (VkeN), (1.8.9) 


故 对 于 任意 Cauchy 列 {xn} C (s), 由 ||zn 一 zm 一 0 (n,m 一 00) 及 式 (1.8.9) 则 
有 
区 — | = 0(n,m — 00), 
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其 中 mm = { 长 jn e N. 而 由 数 域 KK 的 性 质 知 : 存在 上 , 使 得 
EV ED) 0 (no0), vkeN. 
令 zo = {&0} 再 注意 到 式 (1.8.9) , 则 可 导出 
llzn — zoll* = 0 (一 oo) 


显然 , zo e (s) 由 此 知 空间 (s) 是 完备 的 , 即 为 Fréchet 空间 . 和 
例 6 空间 Cla, 如 (一 般 为 C(Q), 其 中 Q 为 “ 紧 ” 空间 ) 是 Banach 空间 . 
验证 ”对 于 任意 的 Cauchy 列 {zn} C Cla,0], 当 设 zn = zn(t) (Yn e N) 时 , 则 
知 对 任意 的 > 0, 存在 NEN, 当 n,m>N 时 ,有 


||zn 一 zml| = a [zn(t) — Tm(t)| < e. (1.8.10) 


由 此 , 对 于 任意 的 te [中 存在 xo(), 使 得 
zn(t) zot) (n— 00), vte [a,d). (1.8.11) 
注意 到 式 (1.8.10), 知 对 上 述 的 <>0 有 
za) — zn(t)|<e (Vn,m>N), vtela,d. 
在 上 式 中 令 m 一 o0, 从 式 (1.8.11) 则 知 
[za(t) — zxolt)| <e (Vn> N), vte l,l. 
此 即 zn(t) 一 致 收敛 于 xo(t), 也 即 有 


||zn — zol| = ni [zn(t) — zo(t)| 一 0 (人 一 oo). (1.8.12) 

此 外 ,由 数学 分 析 我 们 还 知 ，zo(t) 也 必 为 连续 函数 , 即 zo。 € Ca, 中 因而, 由 式 

(1.8.12) 就 导出 了 空间 Cla,4] 的 完备 性 . a 

注 1 数列 空间 (c) 亦 可 视 为 连续 函数 空间 C(Q)( 其 中 Q = {0, 汪 } 是 及 中 

的 紧 集 )， 此 时 , 对 于 任意 的 元 z = {én} e (0), 我 们 可 视 其 为 元 z(t) E C(), 其 中 

én 二 TZ( 寺 ) (Yn €E N). 且 由 空间 (Cc) 的 定义 可 知 , 当 设 名 一 名 (n 一 00) 时 ,有 
&0 = 2(0). 

注 2 空间 的 完备 性 与 其 ( 准 ) 范 数 的 定义 是 密切 相关 的 . 例如 从 代数 的 意义 

来 说 , 我 们 均 有 (lz) S (co) (p > 0). 因为 任意 (Lz)(P > 0) 中 的 元 了 = {én} 均 

满足 刀 一 0(n 一 00), 也 即 XE€ (co). 而 且 从 上 面 的 例子 也 知 到 ，(Lz)(p 1) 和 
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(49) (0 < B<1) 在 各 自 的 范 数 或 准 范 数 下 均 是 完备 的 . 但 是 , 如 果 将 例如 ( 抱 )(p > 1) 
空间 中 的 元 的 范 数 换 为 (co) 空间 的 范 数 , 我 们 记 此 赋 范 空间 : EE = (如 ,||z||le)(p > 1)， 
那么 , 忆 就 不 是 完备 的 空间 了 . 事实 上 , 当 取 EE 中 元 列 为 


ia ene 
时 , 则 按 现在 的 范 数 , 有 (不 她 假设 m > n) 


- (二 一 0 (n,m— oo). 


但 {zn} 在 中 却 不 存在 极限 (因为 若 {zn} 收敛 于 zo e EE, 则 ||zn 一 zolle 一 0， 
由 此 可 知 {zn} 按 坐 标 收 敛 于 zo, 故 zo = {(+)?}， 但 这 与 zo e 瑟 矛盾 ,因为 
1[(3)?JP = 总 1 是 不 收敛 的 级 数 ). 

例 7 ZIZ2la, 中 (pz>1) 为 Banach 空间 . 

验证 ”对 任意 Cauchy 列 {zn} C L?[a,b] (p > 1), 由 于 对 任意 的 e > 0, 均 存 在 
N e N, 使 得 当 m,n > N 时 , 有 ||zm 一 znl| < e. 由 此 , 我 们 可 以 从 {zn} 中 选 出 一 
个 子 列 {zn}, 使 其 满足 条 件 


1 
en 一 Znk < 天 (VkEN). 


2 
由 此 可 知 Da [ents Tn zn || < oo0. 令 


||zn 一 | 


gm 人 = |zna (OD| + 2 Irnir (t) — zns (OL. 
k=1 


由 范 数 的 三 角 不 等 式 (Minkowski 不 等 式 ) 可 知 


m 


Jymll < len ll + 2 Nene — Znsl| 
k=1 


WR 
<||zn, | 十 》 PE < ||zn:|| 十 1 
k=1 
显然 ym(t) >0 且 关于 mm 单 增 , 令 yoo(t) = limm oo ym(t), 由 Levi 引 理 可 知 
b b 
= f ,lim mldt 
a a mm— OO0 


b 
/ 2 
a mm— O00 


b 
i / ly dt 
710 一 OO a 
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= lim |lymlP? 
mm O00 
和 (||znl| + 也 


此 式 说 明 yeo e Za 如 从 而 
[zn (2)| 十 2 wines (t) 一 Tnx (2)| 
k=1 
对 几乎 所 有 的 t € [wj 是 收敛 的 , 而 且 收 敛 于 yoo(t). 由 于 级 数 绝对 收敛 必 条 件 收 
敛 , 故 知 上 面 去 掉 绝对 值 后 的 级 数 是 收敛 的 , 也 即 存在 zoo, 使 得 


lim Zn (t) = zo0(t), a.e. te [a,bl. 


再 由 


m 
k=1 


令 m 一 o0, 可 得 
[Zo0(t)| < Yoo(t), ae. t € [a,b), 


因此 由 yoo。€ L?[a,0b] 可 知 zco e Ze[o, 引 . 从 级 数 的 角度 来 看 , 即 有 
Too(t) = Zni(t)+ (he (t) — zn (tb 
l k=1 
而 利用 范 数 || || 的 连续 性 及 Minkowski 不 等 式 , 则 可 导出 


m—1 
le -zol=|cw- (zn + 并 Goes — 201))| 
k=1 


oo 

一 | > (Znk+i Znmxj 
k=m 
oo 


< >》， en 一 Znmk|| 
k=m 
1 


~ om—1° 


再 利用 三 角 不 等 式 
||zn — Zool| < ||zn 一 Trgl| + [zn 一 Zoo|， 


以 及 注意 到 {zw} 是 Cauchy 点 列 , 便 知 {zn} 按 范 收敛 于 zoo, 从 而 空间 L?[a,9] 是 
完备 的 , 故 为 Banach 空间 . 口 
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例 8 空间 LSla,b] (0 <B<1) 为 Fréchet 空间 . 

验证 ”与 例 7 的 证 明 相 同 , 只 是 将 那里 的 (pp |z(t)|Pdt)? 换 为 六 lz 的 | dt 则 
可 类 似 导出 . 品 

例 9 空间 L%[a,0] (“ 概 有 界 ” 可 测 函 数 之 全 体 ) 为 Banach 空间 . 

验证 ”我 们 证 明 一 个 更 一 般 的 结论 : 设 M(Q,B,y) ( 亦 可 记 为 L”(Q,B,4)) 是 
测度 空间 (Q, 了,/) 上 一 切 “ 概 有 界 ” 的 复 值 可 测 函 数 所 组 成 的 线性 空间 , 赋 以 范 数 
|| :||w, 


alle = ipf {sup lz(O: p(Bo) =0}, Vz=2() €M(Q,B,W) 
0 tEN\ Eo 


后 , 构成 一 个 Banach 空间 . 由 $1.2 例 8 可 知 M(Q) 是 赋 范 线性 空间 . 
下 面 来 证 明 其 完备 性 . 设 {zn} C M(Q,B, 4) 是 Cauchy 点 列 , 则 对 任意 的 ke N， 
存在 Ni e N, 使 得 
[zm 一 zz < oe, Vm,n > Nx, 
即 
inf { sup |zm(t) — zn(t)|: p(Bo0) = 0} < ， Vr7npm > Nk. 
tEN\ Eo 


由 下 确 界 的 定义 , 注意 到 可 列 个 零 测度 集 的 并 仍 是 零 测度 集 , 则 存在 Ek, 使 得 jy(Ek) = 
0 且 


1 
sup |zm(t)— zn(t)| < 一， Vm,n > Nr. 
tEN\ Ek 


令 Eo = Ukoi Br, 则 (Bo)=0, 且 有 
sup |Zm(t)—znt)| < sup |zm(t) — zn(t)| < 7 Vm,n > Nk. (1.8.13) 
tEN\ Bo tEN\ Ex 
由 此 可 知 , 对 任意 的 te Q\ Eo, {zn(t)} 是 Cauchy 数列 . 由 数 域 的 完备 性 , 存在 定 


义 在 Q\ Eo 上 的 函数 zolt), 使 得 lim zn(t) = zolt on $$ zolt) 在 Eo 上 恒 取 值 为 0. 
这 样 , zo( 在 整个 Q 上 有 定义 . 在 (1.8 8.13) 式 中 , 令 m 一 o0, 则 有 


1 
sup |zo0(t) — zn(t)| < -=, Vn > Nk. 
tEN\ Eo k 


由 此 并 注意 到 ACE) = 0, 则 有 


inf sup |zo(t — znlt < vn > Nx, 
,oD, leo() — wnl0)| i 


即 jjzn 一 zoll 和 去 (Yn > Ne), 从 而 {zn} 按 范 收敛 于 zo, 故 M(Q) 是 完备 的 . 口 
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注 1 当 AQ) < oo 时 , 不 难看 出 , 当 zZ Ee MI(Q) 时 , 必 有 zeZP(R)OD>1T).: 而 

且 可 知 ， 
im (人 egg = Vraimax |z(t)|, 

其 中 Vraimaxteo |z(t)|( 亦 记 为 : ess.supico |z(t)|) 表示 M(Q) 中 z(t) 的 范 数 . 因此 ， 
人 们 常常 也 把 空间 M(Q) 记 为 L%(Q) (无 论 2 是否 测 度 有 限 ). 

对 于 空间 M(Q), 当 Q = N 而 几 取 为 “ 记 数 测度 时 ,得 到 的 空间 就 是 (m) = Lo. 
故我 们 又 得 到 了 空间 (m) = lee 的 完备 性 (参见 本 节 例 2). 

注 2 类 似 地 , 也 有 如 下 的 结果 : 

对 于 任意 的 元 {én} & (Leo) (po 之 1), 有 {x} E 旭 (Vp 之 po), 而 且 


oo 1 
lim ( $e )” = sup éx|. 
上 (DP) -sp 有 | 


事实 上 , 前 一 个 结论 由 81.2 注 3 直接 可 以 得 到 . 下 面 我 们 仅 来 验证 第 二 个 结论 . 
由 此 从 Minkowski 不 等 式 并 再 次 注意 到 81.2 注 3 ((221 |&x|?)? 关于 了 是 单 减 的 )， 
对 任意 的 n,m e N, 有 


ml < (Do lt?) 
k=1 
< (Dlr) +( D> Pr)” 
k=1 k=n 二 1 
S(t) + 2 mn)™ 
k=1 k=n+t+1 
令 p 一 co 对 上 式 求 极限 , 注意 使 用 数学 分 析 中 的 方法 , 对 任意 ne N, 我 们 有 
中 < 到 ( 半 站 


OO 2 
< sp (Gl+ ( DD le) 
ue | 2_, él 


k=n 二 1 
<suplée| + (> 区 Im) 
从 而 当 n 一 co 时 , 就 得 到 了 所 需 结 果 . 口 
例 10* Sa 外 ([w 引 区 间 上 概 有 界 的 可 测 函 数 之 全 体 ) 是 一 个 Fréchet 空间 . 
验证 ”只 要 注意 到 , 由 5[o, 刀 空间 中 准 范 数 的 定义 


天 
= 上 ret 
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我 们 可 以 导出 : 在 S[a,9] 空间 中 , 其 元 列 按 “ 准 范 ”收敛 即 为 相应 元 (函数 )“ 依 测度 
收敛 ”; 也 即 有 , 对 于 {zn, zo0} C S[a, 0], 当 n 一 00 时 ， 

zn 一 Z0 > nu{t € [a,b]: |zn(t) ~ zolt)| 20}—0 (Vo > 0). 
设 {zn} C Sla,0b] 是 Cauchy 点 列 , 使 用 上 面 的 结论 则 有 : 对 任意 的 ke N, 存在 
Nk E N, 使 得 
1 1 
pf E [a,b]: |zn(t) — zm(t)| > 元 } < (Ymm > nn (1.8.14) 


不 妨 假设 i Ma 令 Er = tt E la, 0b]: [zn (t) a Znk (t)| 之 亦 }， 则 HL (Er) < 
去 . 对 任意 te [a,0j\ (Uy Ek), 我 们 有 


jz (¢) 一 Tnyn 人 | < 3 (kk 之 之 N), 


从 而 
(rg (t) — wn (|< T (Vk > N,m2>1), (1.8.15) 


即 {zn (t)} (Vt € [a,6] \ (Uw Bx)) 是 Cauchy 点 列 , 故 有 极限 zo(). 而 且 , 注意 到 
N 的 任意 性 , 可 知 xzolt) 在 


U 区 a\( U ) = [od\ NU 


k=N N=1 k=N 


有 定义 . 再 注意 到 


(NN Um)<x( Us Ex) < Dn) < Ht (YN EN), 


N=1 k=N k=N 


从 而 jy( 门 x_-1 URN Ek) = 0. 故 zo 在 [a, 外 上 是 确定 的 . 在 式 (1.8.15) 中 令 m 一 %， 
则 有 


od) — zm lO < ii, vielod\ (UU) Be),h>N; 


k=N 


从 而 
ft € [a,b]: |z0(t) — zn (t)| > ee i ES Er, Vk>N. 


故 当 kNN 时 ， 


pe 区 中 lzo 鸭 -zw 全 | > 2 ]} < 全 ) < Yu(Bk) < 5 (1.8.16) 


k=N 


ee Sha 2 


使 用 三 角 不 等 式 , 则 有 
{telo, dl: lzo() — zn(D)| > sx) 
C e [a,b]: |zxo(t) — znw (| > Uf E [a, b]: |znn(t) — zn(b)| > Hi) 
cf 人 te 由 lzold) — znn (DO)| > Rt}U{te Cy | 


在 式 (1.8.14) 中 , 令 k= mm = ny 结合 式 (1.8.16), 则 可 导出 当 n > nw 时 , 便 有 


1 1 
pf E [a, 0]: |zolt) — Zn(t)| 之 3} < 二 十 DN < Na 


注意 到 V > 3 的 任意 性 , 便 知 {zn} 依 测度 收敛 于 zo, 从 而 由 证 明 开 始 时 的 叙述 可 
推出 {zn} 依 S[a, 8] 中 准 范 收敛 于 xo, 故 S[a,9] 是 完备 的 , 也 即 是 Fréchet 空间 . 口 

从 上 面 一 些 例子 , 不 要 以 为 凡是 赋 “ 准 ” 范 空间 就 一 定 是 完备 的 . 我 们 可 以 看 下 
面 的 两 个 相反 的 例子 : 

反例 1 空间 (coo) ( 参见 81.2 例 1) 是 不 完备 的 赋 范 空间 . 

验证 ”在 (coo) 中 取 元 列 {zn} 如 下 : 


2,0,0,.) (Vn e N). 
显然 (不 妨 假 设 m > n), 由 


zn 一 smll=|o… 
一 SUD 一 
a k n+t+l 
则 知 {xn} 是 (coo) 中 一 个 Cauchy 点 列 , 但 此 点 列 在 (coo) 空间 中 是 没有 极限 的 . 事 
实 上 , 反之 若 存 在 元 zo e (coo), 使 得 zw 一 zo(n 一 co), 则 当 zo = {&0"} 时 , 必 有 


一 0 (n,m— 00) 


lz 一 zol| = max { sup 


1 
2- ,suplé|} 0 (n= .00), 
l1&k<n k>n 


故 知 : E00 = 二 (YEE N), 但 此 时 zo = { 革 天 (coo), 矛盾 ! 0 
反例 2 设 Pla,9] = {la, 引 上 多 项 式 的 全 体 }， 则 其 以 Cla 的 范 数 成 为 一 个 
不 完 各 的 赋 范 空间 (从 而 其 为 Cla 日 中 一 个 不 闭 的 线性 子 空间 )， 
验证 ”由 著名 的 Weierstrass 定理 ( 例 参见 文献 [1] p，36~38) 可 知 :“ 闭 区 间 
上 的 任意 连续 函数 均 可 由 多 项 式 一 致 逼近 ", 也 即 按 Cl[a, 9 空间 的 “ 范 数 "” 逼近 . 由 
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此 , 当 我 们 特 取 一 个 不 是 多 项 式 的 连续 函数 zo e Cla, 引 \ Pla,ij 时 , 则 存在 多 项 式 
列 {p(t)} C Pla,9], 使 得 


lp — zoll = Ee lp) — zolt)| = 0 一 oo). 
Ela， 


注意 到 收敛 列 必 为 Cauchy 列 , 故 {p40} 必 为 空间 P[o, 刀 内 的 一 个 Cauchy 列 , 但 从 
极限 的 唯一 性 可 知 : {pflo)} 在 Pla, 9] 中 没有 极限 存在 , 也 即 P[a,9] 不 是 完备 的 赋 范 
空间 . 口 


81.9 空间 完备 的 一 些 特性 


首先 , 我 们 给 出 赋 准 范 空间 完备 的 判别 定理 

定理 1 设 马 是 赋 准 范 空间 , 则 妃 是 完备 的 充 要 条 件 是 : 对 于 任意 的 元 列 
{Zk}, 如 果 D221 zx||* < oo 则 有 六 12 存在 (也 即 limn oo Dk_1 Tk 存在 ). 

证 明 “=>”: 设 > 已 ;zkl* < oo, 故 当 ym = 守 尼 1zk 时 , 有 (不 妨 设 m > n) 


mm 来 mm 
lym — nll = DD zx < D> Hel 0 (m,n = 00). 


k 1 


此 即 {yn} 是 五 中 的 Cauchy 列 . 由 此 , 从 的 完备 的 假设 则 知 limm-,oo 3k Xk 
存在 . 

“< 生 ": 对 任意 的 Cauchy 列 {zk} C EB, 从 数学 分 析 知 识 可 知 , 必 存 在 子 列 {zk。} C 
{zk}, 使 得 


1 
|| ze 一 Zin|| < on (vn E N), 


由 此 则 知 沁 1||zxksyi 一 Zknl| < co. 这 样 一 来 ， 由 定理 假设 条 件 ， 便 可 导出 
> ZK ) 存在 ， 即 有 一 元 To € bE, 使 得 


mm 

lim 》 (Tkn41 一 Zn ) = To. 
71 一 OO 1 
n= 


也 即 limm_,oo zhu = ZB0 一 Zk, 会 zo. 最后, 由 Cauchy 列 {zk} 有 子 列 {zk,} 收敛 于 
zo 立即 可 导出 亦 有 limk -oo zk = zo, 也 即 五 是 完备 的 . 口 
更 一 般 地 , 我 们 可 以 给 出 度量 空间 ( 亦 称 距离 空间 ) 完备 性 的 判别 定理 如 下 : 
定理 2 设 (X,d) 是 度量 空间 , 则 XX 完备 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 的 “ 闭 球 套 ” 
{B(znyrn)}, 如 果 rn 一 0, 则 有 门 和 1 B(zn,7n) 关 @ (并 且 此 时 交集 门 2 B(znrn) 
必 为 单 点 集 ). 
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证 明 首先 , 回忆 一 下 在 距离 空间 中 , 球 
B(xnrn) S {zr € X: d(x, zn) < ra}, 
以 及 {B(znrn)} 称 为 “ 球 套 ” 是 指 
B(zn,rn) D B(Tn41Tnt1) (Vn € NN). (1.9.1) 


下 面 我 们 来 证 明定 理 . 

“一 ”: 设 (X,q) 完备 , {B(zn,7n)} 为 “ 闭 球 套 ”, 且 有 rn 一 0, 则 由 式 (1.9.1) 可 
知 : 对 任意 mm > n(m,neN), 从 B(zm,rm) C B(zn,Tn) 可 以 导出 dz zm) < rn. 
这 样 , 由 假设 和 一 0 立即 导出 {zn} 是 X 的 Cauchy 列 , 因而 从 X 的 完备 性 导出 ， 
存在 元 zo € XX, 使 得 limn oo zn = zo. 由 此 , 我 们 断言 : 


2Z0 所 NN B(zn, Tn). 
n=1 
事实 上 ， 反之 ， 如 果 有 no € 及， 使 得 Xo ¢ B(zno, rno), 则 由 Blones Tno) 是 闭 集 ， 
距离 4 人 d(zo, B(zno,7no)) > 0. 而 当 再 次 注意 到 式 (1.9.1) 则 立即 导出 


d(zo,zZn) > d(xo, B(xzn,Tn)) 2 d(x0, B(zno,Tno)) =d>0 (Vn > no). 


显然 , 此 与 zo 为 {zn} 的 极限 元 矛盾 ! 
(此 时 ， 如 果 还 有 一 点 To WA) 亦 有 To GE Nn B(zn, Tn), 故 有 


0< d(xo, zo) rn (Vn € N). 


而 此 显然 与 rn 一 0 矛盾 ! 由 此 可 知 , 门 =1 B(znrn) 必 为 单 点 集 ). 

“<”: 反 过 来 , 假设 中 任意 闭 球 套 当 半 径 趋 于 0 时 , 其 “ 交 ” 必 非 空 . 对 于 X 
中 的 任意 Cauchy 列 {zn}, 同样 由 数学 分 析 的 知识 可 知 , 其 必 可 选 出 一 子 列 {zw}， 
使 得 l 

A A Dk (vk € N). (1.9.2) 

从 式 (1.9.2) 容易 看 出 闭 球 列 {B(zn, 天)} 必 为 “ 闭 球 套 ”, 且 由 关 + 一 0 -oo)， 
从 假设 可 知 站 p21 B(znw 过) 2 

这 样 , 当 我 们 取 元 zo € 门 R21 B(xn。, 有-) 时 , 显然 有 


dim Tny = Z0. 
同样 由 “数学 分 析 ” 的 知识 ， 从 {Xn} 是 Cauchy 列 我 们 立即 导出 1imn oo Zn = 20. 


也 即 X 是 完备 的 . 口 
从 上 面 定 理 2 的 证 明 方法 , 我 们 容易 得 到 下 面 的 推论 : 


推理 1 对 于 度量 空间 (X,d) 中 任意 “ 闭 集 套 ”{ 更 DD 
> …), 只 要 其 “直径 ”Dn 全 supzi,zsep d(Z1,22) 一 0(n 一 00), 则 必 存 在 一 元 
Zo E 瑟 ,使 得 


|) Fn = {zoj 


推理 2* 在 赋 范 线性 空间 媚 中 , 其 任意 “ 开 球 套 ”O(znyrn) (其 中 : O(zn,r7n) 全 
{x EE: lz—zn||<rn} (neN)), Rrn 0n 0), 则 必 有 


站 O(znrn) #2. 
n=1 
证 法 1 由 于 球 套 半径 {rn} 为 不 增 有 下 界 的 数列 , 故 存在 数 ro, 使 得 rw | ro > 
0 (nm 一 00). 
今 取 一 开 球 O(a ) 使 得 Tno < S370, 则 当 取 闭 球 Bo = B(zno, #70) 时 ， 我 
们 可 以 断言 : 
Bo C O(znrn) (Vn EN). (1.9.3) 
事实 上 , 反之 , 如 果 某 球 O(zn ,rn )(ni > no) 不 满足 式 (1.9.3), 那么 , 我 们 可 导 
出 此 球 的 直径 必 不 大 于 球 O(zno,rno) 和 Bo = B(xno,70) 的 两 半径 之 和 (如 图 1.12 
所 示 ) 
事实 上 , 当 我 们 注意 到 zne 关 zn, 时 , 便 可 取 正 数 Xo, 使 得 | 和 No(zno 一 zni)l| = 
#70, 由 和 0 的 取 法 ， 可 知 : 如 有 
||zno 本 Mo (Tno EE Tni ) — Ln | (1 十 No)||zno 和 zn | 


70 
一 ||zn。 本 ma | 十 9 < Tn1, (1.9.4) 


图 1.12 


81.9 ”空间 完备 的 一 些 特 性 . 55 . 


则 对 任意 YE Bo oe (Zno, 十) 必 有 
亿 
ly znsll ly = znoll + leno — znall < 3 + lieno 一 zna|| < rm 
由 此 可 知 ， 


d(zno 十 Xo(Zno — Tni)) Tni) <rn Sd(y, rn) < rn, (vy = Bo). (1.9.5) 


由 归 雇 假设 Bo KO(zni,rTn) 从 式 (1.9.4) 及 (1.9.5) 我 们 则 可 得 到 


7T 
lz — zn + 2 = d(xno + NTno — Zn), Zn) 2 rn (1.9.6) 
2 


取 AI > 0， 使 得 ||Ai (zn 一 Zno)|| 二 Tn) 并 令 2 三 ni 十 和 li(Zni — Xno); 那么 则 有 


||y — zno|| = ||z 十 Ai(zni 一 Zno) 一 Zno|| = (1 十 和 Ai) zw 一 Zno| 


ly — zn = 1Aa(zn 一 Zno 镍 (一 ns) 
从 上 后 一 式 则 有 2 E S (Tn sy Ti) 再 注意 到 球 O(zn Tn ) C O (zno, Tno)) 便 有 
ly 一 zno| 和 rno. 从 而 得 到 


[en 一 znol| = (1 + AA) zn, 一 Zno|| 一 站 Ai(zn: 一 Zno) 


a lly Zno || A lly 一 Tn | < Tno ~ Tni. 


由 此 从 式 (1.9.6) 我 们 则 导出 了 : rn 十字 > 2rnm. 
最 后 , 由 7 的 假设 , 从 上 段 结论 我 们 则 可 得 到 


5 1 
417o 十 570 > 27m1， 


也 即 有 rn， < Zro. 注意 到 此 式 当 n > ni 时 也 应 同样 成 立 . 但 此 式 显 然 与 假设 mm 4 ro 
矛盾 . 口 

证 法 2 ”由 假设 可 知 , {rn} 单调 递减 , 故 存 在 ro > 0, 使 得 limn -rn = 7o. 因 
此 存在 no e N, 使 得 rn。< iro. 我 们 证 明 


B(zn, 2) C O(znrn) (Yn € N). 


显然 ， 为 此 只 需 证 明 B(zno, 孙 ) C O(zn, Tn) (vn > no). 不 妨 假设 Tn Tno) 取 
to > 0, 使 得 如 ||zn 一 znol| = |lto(zxn 一 Xno) 首 = gro (<ro<7n), 则 


Zn 十 如 (zn — Tno) EO(znrn) C O(Tno, Tno), 
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5 
(1 十 如 川 z> 二 znol| ||[zn 十 如 (Zn 到 Zno)] 3 “| < Tno < 二 0 


从 而 


Cn 


5 7 
||zn 一 zno|| < 直 0 一 如 ||zn — znol| = 不 0 870 2 
现 对 任意 元 ze O(zno, 孚 ), 由 三 角 不 等 式 可 得 


7 3 7 
llz — zxl| < ||z — znoll + ||zno — znl| < 3 to < gro<7o 从 


故 ze O(znrn). 由 z 的 任意 性 便 得 到 所 需 结 论 . 口 
注 1* 值得 注意 的 是 , 虽然 在 赋 范 空间 中 任意 闭 球 均 是 凸 闭 集 , 但 是 上 面 推 理 即 
使 将 那里 的 “ 开 球 套 ” 换 为 “ 闭 凸 集 套 ”, 也 未 ' 必 是 成 立 的 . 我 们 可 见 下 面 两 个 反例 , 
反例 1* 在 Cf0,1] 中 , 取 闭 凸 集 列 {Vn} 如 下 : WV 为: 在 zi(t) =t 下面、 上 且 
Z(1) = 1 成 立 的 “ 非 负 ”连续 沪 数 z(t) 的 全 体 ; 对 n= 二 2,3,…, 令 Vn 为: 在 函数 
Zn(t) 的 下 面 、 且 Zz(1) = 工 的 “ 非 负 ” 连续 函数 Z(t) 的 全 体 . 这 里 ,对 任意 的 neN， 


~7T0. 


8 


1 
1 
1 
1 当 1 一 一 一 元 t 过 1 时 . 
; 当 2 时 


(此 取 法 如 图 1.13 所 示 ) 那么 , 显然 有 : V1 D V2 D …:DVnDVn+HlD:… 并 且 直 径 
DJ) 三 1 (Yn EN). 
但 OO 
门 奈 ={foobb} 
n=1 
(其 中 yol(t) = 0, 当 0 <t<1 时 ; 而 Yo(1) =1), 故 知 yo 4 Cla, 中 .也 即 在 Cla,b] 中 有 


门 Wh = 8. 口 
n=1 


图 1.13 
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反例 2 在 (co) 空间 中 ,Yne N, 令 
|， 当 1 < kn, 
a -| 二 


则 亦 可 验证 每 个 所, 均 是 闭 廿 集 , 且 有 : Vi D Va DID .…… DVDVnHD:… 及 
D(WV;) >1 (Yn Ee N). 但 在 (co) 空间 中 亦 有 


OO 
门 球 = 口 


注 2** 大 多 数学 习 泛 函 分 析 的 学 者 都 未 曾 想到 的 是 ; 即使 在 完备 的 赋 “ 准 
范 ”空间 (更 别提 一 般 的 完备 度量 空间 ) 中 , 对 于 其 内 的 “ 闭 球 套 ”{ Bn}, 当 其 半径 
rn 力 0 时 ,也 导 不 出 门 之 1 Bn 产儿. 下面, 我 们 可 以 举 出 一 个 反例 : 

反例 1* 取 一 维 赋 准 范 空间 马 = (RR,|| -||*), 其 中 准 范 数 定义 如 下 (如 图 1.14 


Iz|, 当 |z| < 1 时 ， 
lizlF = 


所 示 ): 


1 
1 十 |z| 


1 


图 1.14 


注意 到 对 于 函数 f(z) = ||z|l*, 当 z > 1 时 , 有 |f'(z)| = mizl < 去 当 
0<z<l 时 ,有 |f'(z)| =1 以 及 f(z) 的 对 称 性 . 因此 , 利用 81.3 中 例 6 后 的 命题 及 
后 面 的 证 法 , 注意 到 当 |z| > 1 时 , 均 有 当 << f(z) < 1, 则 不 难 验证 这 里 的 ||z||* 确 为 
一 准 范 数 . 

在 此 准 范 空间 中 , 我 们 取 “ 闭 球 套 ”如 下 : 任 取 球 心 To € 到 ,|zo|l > 1 半径 
ro € (3，00), 从 准 范 数 定义 可 知 

-1|. 


1 
B(zo, 70) [zo 一 70，2Z0 +rolU|zo 十 下 1,00)U( 一 oo，20 一 
0”57 


二 
2 
然后 , 特 取 球 心 zn = 3 .4 各 ,半径 rn 一 过 十 Tarr, 则 球 
1 1 二 
B(zwrn)=|3. — 73.4 + m+3|U 
(3: 4+ til+1, oo0)U(-o%0, 3.:47— 4+1—1] 
| | 
| 
[7:47 +1, oo)U(-co，-4 和 一 站]. 
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注意 到 


B(znHrntHC[3.4n+1 — 1, oo)U(-oo， -各 1 一 


C[7:47*+1, o0)(J(—o0, —4” — 1], 


我 们 立即 得 到 BB(znpiyTnti) C B(xzn,Tn) (Vn EN). 也 即 {B(xn,rn)} 确 为 “ 闭 球 
套 ”( 且 半径 rn 4 3). 但 是 , 注意 到 关系 式 


[-4°,4"]NB(zn, Tn) = 2 (vn € N), 


则 可 导出 门 2 五 (zarn) = 8. 口 
对 于 完备 的 度量 空间 而 言 , 其 中 有 一 个 非常 重要 、 在 理论 上 很 有 用 途 的 性 质 (其 
在 后 面 有 关 线 性 算 子 的 开 映 像 、 闭 图 像 原理 和 一 致 有 界 原理 (共鸣 定理 ) 两 章 中 都 
将 要 用 到 ). 为 了 讲述 它 , 首先 , 介绍 如 下 定义 : 
定义 1 度量 空间 (X,q) 中 的 集 M 称 为 ( 稀 ) 朴 的 是 指 其 闭 色 M 不 含有 已 中 
的 内 点 . 集 4 称 为 第 一 纲 的 , 是 指 其 可 表示 为 可 列 个 稀 跨 集 的 并 . 即 


4= [MA。 (Mn 为 稀疏 集 Yme N). 
n= 二 1 

称 B 是 第 二 纲 的 , 是 指 B 不 是 第 一 纲 集 . 

注 ” 跑 集 是 涉及 到 集合 * 岗 ”性 质 的 主要 切入 点 , 在 论证 时 , 常用 其 如 下 的 等 
价 定 义 : 集 M 是 “ 朴 集 ", 是 指 妃 中 的 任意 开 集 G 中 必 含 有 一 开 子 集 Go, 使 得 Go 
中 无 M 中 的 点 . 

有 了 上 面 集合 “网 ”的 概念 , 我 们 可 以 引入 完备 度量 空间 的 一 个 特性 . 特别 值得 
注意 的 是 下 面 导 出 此 性 质 的 证 明 方法 , 此 即 为 著名 的 “网 推理 方法 ”. 

定理 3 完备 的 度量 空间 (X,d) 必 为 第 二 纲 集 . 

证 明 反之 , 如 果 X 是 第 一 纲 集 , 并 设 


二 U 1M。 (MD 为 稀 朴 集 ，Yn e N). (1.9.7) 


n=1 


在 空间 X 中 任 取 一 球 B(z1,71), 由 于 Mi 是 玖 集 , 则 在 B(z1,71) 内 必 存 在 一 
球 B(za,ra), 使 得 其 内 无 Mi 中 的 点 (不 妨 假设 ra < 号 ). 对 于 球 B(x2,72), 由 于 
M2 是 朴 集 , 则 在 B(x2,72) 内 必 存 在 一 球 B(zs,73), 使 得 其 内 无 M2 中 的 点 (不 妨 
设 rs < 坚 ). 如 此 下 去 , 我 们 就 得 到 一 列 “ 闭 球 套 ” {B(zn,7n)}, 具有 性 质 


B(zn,Tn) 内 无 集 Mn_1 的 点 ，Tn < (n > 2). (1.9.8) 


$1.9 ”空间 完备 的 一 些 特性 . 59 . 


显然 由 此 知 rm 一 0, (n 一 co), 从 而 由 空间 X 的 完备 性 及 前 面 定 理 2 导出 , 在 
入 内 存在 必 0， 使 得 2Z0 € 站 B(xn, Tn), 即 


ZzoEB(znrn) (vn € N). 


这 样 , 再 次 注意 到 式 (1.9.8) , 则 知 zo 4 Mn (Yn es N). 但 此 显然 与 式 (1.9.7) 矛盾 ! 口 
作为 本 节 的 最 后 , 我 们 介绍 一 个 在 线性 代数 和 微分 方程 理论 中 常用 的 借助 进 代 
法 求解 的 定理 . 为 此 , 我 们 介绍 如 下 定义 : 
定义 2 设 4 为 定义 且 取 值 均 在 (X,d) 内 的 一 个 映像 , 我 们 称 其 为 压缩 的 是 
指 存在 一 正 数 a <1, 使 有 


d(Azxi, 4za) 和 ad(zi,z2)，Vzl)Z2 EX. 
特别 地 , 当 义 为 赋 准 ( 拟 ) 范 空间 时 , 上 式 即 为 
||Azi — Azzl| < allzi — z2||, Vz1,7x2 € X. 


此 时 亦 称 4 为 a 阶 Lipschitz 算 子 . 

定理 4 设 4 为 完备 度量 空间 (X,d) 到 其 自身 的 压缩 映像 ， 则 必 存 在 唯一 的 
元 zo EX, 使 得 4zo = zo (此 时 , zo 亦 称 为 4 的 “不 动 点 ”). 同样 , zo 亦 可 视 为 算 
子 方程 (4 一 了 )z = 0 的 唯一 解 (这 里 I 表示 恒 等 映像 ). 

证 明 ”迭代 法 . 任 取 元 zx € X. 令 


Z1 = Ar, zn+i1 = Azn (vn € N), 
则 


d(zn， Tntk) < d(zn, Tnt1) 十 d(zn+l ) Zn+2) 十 .…… 十 d(Tn+k—_1) Tn+k) 
<(a"+atli+...+oat-l)d(z, x1) 
n(1— k 
一 es ( 一 了 ae 


人 
1 一 CQ 
故 知 {zn} 为 大 中 的 Cauchy 列 . 由 此 从 X 的 完备 性 , 必 存 在 一 元 zo e X, 使 有 
式 两 端 取 极限 后 , 立即 证 得 


d(z,71) 一 0 (n,k— 00). 


Azxo 一 XO. 
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最 后 , 我 们 指出 满足 上 面 算 子 方程 的 zo 必 是 唯一 的 . 事实 上 , 者 对 于 任意 的 元 
yo EX 亦 有 Ayo = yo, 则 由 4 的 假设 及 zo 和 yo 的 性 质 则 有 
d(xo, yo) = d(4zo, Ayo) < ad(zo,yo). 
注意 到 0 < a < 1, 从 上 立即 得 出 d(zo,yo) = 0, 也 即 有 zo = yo. 证 毕 . OD 
$1.9 附录 * 用 第 二 纲 集 方法 证 明 准 范 数 乘 的 连续 性 


在 “ 巴 拿 赫 空间 引 论 ” 吓 第 63 页 , 我 们 曾 利用 集合 的 “对 称 差 ”, 从 实 变 函 数论 
的 方法 验证 过 准 范 数 的 数 乘 |la . z||* 是 (a, z) 的 二 元 连续 函数 . 这 里 , 我 们 从 第 二 
纲 的 性 质 亦 可 将 此 结果 导出 来 . 

事实 上 , 由 于 数 域 K 完备 , 故 必 是 第 二 纲 集 , 因此 , 令 一 列 数 集 {Mn} 如 下 : 对 
于 任意 数 e > 0， 


1 
Mn 会 {a 对 于 任意 |lzl| < 二 ,有 llozl* < 3},vneN, 


则 由 ||lazl]* 对 z 的 连续 性 可 知 : K = Ui Ma. 因此 , 从 第 二 纲 性 质 知 , 存在 no € N 
及 K 中 一 个 开 球 Bl(ao, 70)， 使 得 
已 (ao,7o) C Mno 一 Ad 


此 即 : 对 于 任意 的 a e B(ao,ro), 一 致 地 有 下 列 关系 式 成 立 : 


Ed 1 
llazll” < 5e， val (1.9.9) 


这 样 , 对 于 任意 zn 一 zo, an 一 Qo(n 一 oo), 注意 到 
||lanzn — Qoxoll” < ||an (zn — XO) + (Qn — Qo0)zoll’, (1.9.10) 


由 式 (1.9.9) 和 数 乘 的 准 范 (对 于 数 ) 的 \ 人 单 边 连续 性 ”定义 , 立即 可 知 : anzn 一 
aozo(m 一 ooj, VaB (ao, 70). 


最 后 , 对 于 任意 zn 一 zo, oux 一 ad(n 一 oo); 由 不 等 式 
los zn — obxoll* < ||(a 一 ao 十 ao)zn 一 aozo 上 十 |ao 一 aoj(zn — Zo) 


和 式 (1.9.10) 及 数 乘 的 准 范 (对 于 元 ) 的 “ 单 边 连续 性 ” 定义, 我 们 立即 导出 : axzn 一 
aszo(n 一 oo), 从 而 证 得 所 需 结论 . 口 
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81.10 赋 ( 准 ) 范 空间 的 可 分 性 


首先 , 我 们 给 出 在 距离 空间 中 的 可 分 性 的 定义 . 

.定义 1 距离 空间 (X,d) 中 的 集 4 称 为 在 集 B 中 稠密 ,有 是 指 对 于 B 中 任意 
点 的 任意 球 域 ( 邻 域 ), 其 内 均 有 4 中 的 点 . 特别 地 , 如 果 于 内 存在 一 可 数 集中 使 
其 在 X 中 稠密 , 即 万 = X, 则 X 称 为 可 分 空间 . 

定义 1 亦 适 用 于 拓扑 空间 . 

为 了 后 面 的 例子 的 需要 , 我 们 介绍 下 面 一 个 命题 : 

命题 ”任意 可 分 的 距离 空间 义 , 其 内 任意 非 空子 集 (空间 )Xo 必 亦 是 可 分 的 . 

证 明 由 X 可 分 , 故 必 存在 一 可 数 稠密 子 集 {zn}, 且 由 X 为 距离 空间 , 故 
可 作 一 列 开 球 {O(zn, 去 ): n,m e N}, 并 且 有 和 = Um O(zn, 去 ). 对 于 任意 非 空 
的 子 集 Xo C X 有 Xo = Un mlXo 门 O(zn, 去 )]. 这 样 , 对 任意 的 n,m <e N, 只 要 
Xo 门 O(zn, 去) 关 2, 我 们 就 可 从 中 取出 一 元 . 显然 , 这 些 元 的 全 体 必 至 多 为 可 数 的 ， 
可 记 为 {yk}, 并 且 有 {yk} C Xo. 

我 们 来 证 明 {yx} 必 稠 于 Xo. 事实 上 , 对 任意 的 ye Xo C X, 由 {zn} 的 假设 可 
知 , 对 于 任意 。 > 0, 必 存 在 元 zn。 及 mo > 2, 使 有 ye O(zno, 汉 ), 因此 , Xo 站 
O(zno; 却 ) 闫 2, 从 而 由 上 段 可 知 必 存在 yo。 se {Ve}, 使 得 ye Xo 门 O(zno, 去 ) 
由 此 便 可 得 出 
1 


1 
dl(y, Yko) < dl(y, Tno) 十 d(Tno, Yko) < mo 十 ee <E. 


也 即 {yx} 在 Xo 中 稠密 , 从 而 Xo 为 可 分 空间 . 口 

注 * 上 面 的 命题 , 对 于 非 度量 空间 的 拓扑 空间 来 说 是 未 必 成 立 的 , 此 可 由 下 面 
有 趣 的 反例 看 出 . 

反例 * 设 拓 扑 空间 已 = (R?2,7), 其 中 拓 
扑 了 由 以 下 “ 邻 域 基 ” ZL 组 成 :UM = {所 有 “ 左 ， 
下 ”地 为 “ 闭 ”,“ 右 , 上 ” 边 为 “ 开 ” 的 矩形 }. 
取 子 空间 Eo 为 第 II, IV 象限 的 对 角 线 (如 图 
1.15 所 示 )， 由 此 拓扑 空间 马 与 欧 氏 空间 R? 
等 价 , 故 知 其 是 可 分 的 . 

事实 上 , 由 于 五 在 子 集 Bo 上 的 诱导 拓扑 
显然 为 “离散 拓扑 ”( 即 , 任意 “ 单 点 集 ” 均 为 
“ 开 集 ”, 从 而 也 为 “ 闭 集 ). 但 由 Eo 为 直线 ， 1.15 
故 其 有 非 可 数 个 点 . 由 此 可 知 , 对 于 Eo 中 任意 可 数 集 D, 从 离散 拓扑 的 性 质 可 知 ， 
D 必 为 闭 集 . 从 而 , D = D 关 Bo, 此 即 Eo 是 不 可 分 的 . 口 
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下 面 介绍 常用 的 可 分 与 不 可 分 的 赋 ( 准 ) 范 空 间 的 例子 . 
例 1 zn 维 欧 氏 空 间 KK" 是 可 分 的 . 
验证 ”此 可 由 “数学 分 析 ” 知 识 直接 得 到 . 这 里 只 要 令 


DE {(ri,r2a, rn): rk € Q, k= 1,2,.… ,n}, 


其 中 Q 为 有 理 数 域 . 则 知 D 为 可 数 集 , 且 有 D 稠 于 K”. 由 此 知 K” 可 分 . 品 
例 2 空间 (c) 是 可 分 的 . 
验证 ”对 于 任意 的 实数 。 > 0, 任意 的 元 ze (o), 如 果 设 2 = {tx} 且 一 
如 (一 co), 则 必 存 在 ko eN, 使 有 


Iék — éol < 2 Vk > ko. (1.10.1) 
而 对 上 面 的 6 显然 存在 有 理 数 ro, 使 得 
lso —7To| < 2 (1.10.2) 
然后 , 对 前 ko 个 数 ,2，,… ,épo, 亦 可 找到 相应 的 有 理 数 71,72,… ,rko, 使 有 
[Ep — rk| < 5 (k = 1,2,... ,ko). (1.10.3) 


这 样 ， 当 令 元 y = (71,72,… ,Tko,70,70,…) 时 , 显然 有 y < (c)， 并 且 从 关系 式 
(1.10.1), (1.10.2) 和 (1.10.3) 导出 


llz —yll=max { sup |ék — "rk|, sup |éx -rol} 
1<k<ko k>ko 

Smax {3, sup (lc — él + |éo —ro))} 

<max {5,6} =&, 
此 即 A 中 的 集合 

DE{(r,. ,Tko, TO0, TO,*** ) : Tk < ©, k=0,1,.. , Ko; Ko € N} 
是 稠 于 (c) 的 . 最 后 , 注意 到 D 的 势 
D=No+No+No+..., 


即 “ 可 列 个 可 列 ” , 故 有 万 = No (可 列 势 ). 此 即 证 得 (c) 是 可 分 的 赋 范 空间 . ” 口 
注 ” 从 前 面 定 义 1 后 的 命题 , 由 例 2 我 们 立即 导出 其 赋 范 子 空间 (coo) 和 (co) 
亦 是 可 分 空间 . 
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例 3 空间 ( 刀 )p>1) 是 可 分 的 . 
验证 ”对 于 任意 的 实数 。 > 0, 任意 的 元 > < (4), 如 果 设 z = {&x}, 则 必 存 在 
ko € N, 使 有 


(5 km) < < (1.10.4) 


k>ko 


此 外 ， 存在 相应 的 有 理 数 71，72， ”7ko， 使 得 
(> [Ex —reP)” < 了 (1.10.5) 


这 样 ， 当 令 元 y 二 (71, 72, Ye ,Tko, 0， 0， .) € (人 2) 时 ， 则 有 YE (£?). 从 关系 式 (1.10.4) 
和 (1.10.5), 注意 到 范 数 的 “三 角 不 等 式 ”, 便 可 得 到 


-ll< (Thm) + (FE) < E+E =e 
k=1 


k>ko 
由 此 导出 (lp) 中 的 可 数 集 
DE {(rira rho00)， rp EQ,1 <k< ko,koeN} 


是 稠 于 (4?) 的 , 此 即 (如 ) 是 可 分 的 赋 范 空间 . 0 
例 4 (68) 是 可 分 的 赋 准 范 空间 (0 < 6 < 1). 
验证 “与 例 3 的 证 明 类 似 , 只 要 将 那里 的 ( 学 ||?)? 换 为 学; |&#|s 则 可 ， 口 
例 (s) 是 可 分 的 赋 准 范 空间 . 
验证 对 于 任意 的 实数 = > 0, 任意 的 元 z e (s), 如 果 设 z = {tk}, 则 必 存 在 
ko € N, 使 得 


1 |éxl E 
> et (1.10.6) 
k 


此 外 ， 亦 存 在 有 理 数 71， 72， 7ko， 使 得 


fr —rel <3 (1<k< ko). (1.10.7) 


这 样 ， 当 令 元 2 一 (71, 7r2， ee ,Tko; 0, 0， 2 . ) E (s) 时 ， 从 关系 式 (1.10.6) 和 (1.10.7)， 便 
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可 以 导出 (注意 范 数 的 “三 角 不 等 式 ”) 


1 |é& rk 1 |éx| 

lz yll< < rl + 2 I le 
2 
| 9k 2 


ko 1 
“(Dx)3+3<e 


由 此 不 难 证 得 (s) 是 可 分 的 . 口 

例 6 空间 Cla, 中 是 可 分 的 . 

验证 ”由 著名 的 Weierstrass 定理 可 知 : [a,b| 上 的 任意 连续 函数 z 的 , 必 可 由 
多 项 式 “ 一 致 逼近”( 例 参见 文献 [1] 中 p.36~38), 也 即 按 Cla,4] 的 范 数 逼近 . 而 任 
一 多 项 式 在 [a,9] 上 又 可 以 由 相应 的 “有 理 系 数 ” 多 项 式 来 “一 直到 近 ”. 但 后 者 的 
全 体 

D= {Drat:: re EeQ, k=1,2,...,ko;ko EN} 
k=0 

显然 是 可 数 集 , 由 此 立即 导出 Cla,49] 是 可 分 的 . 口 

例 7 空间 L?[a,b](p 之 1) 是 可 分 的 . 

验证 ”下面 分 五 步 来 验证 : 

(1) 对 于 任意 的 z(t) € Z2P[o, 相 ,由 可 和 函数 积分 的 “绝对 连续 性 ” 可 知 : 对 任意 
的 s>0, 存 在 6>0, 使 有 


上 |z(b|Pdt < (5), VEC [a,dl,n(E) <6. (1.10.8) 
3 
(2) 由 |z(t)|? 可 和 , 故 必 为 “ 概 有 限 ” 可 测 函 数 , 因而 |x(t)| 亦 如 此 . 故 知 , 对 上 
面 的 5 > 0, 存在 no e N, 使 得 
u{te [a,b]: |z(t)| > nol<6 (1.10.9) 
(3) 令 
ee | z(t)， 当 |z(t)| < mo 时 ; 
0， 当 |zx(t)| > no 时 . 


显然 有 ze ZP[a 中 并 且 从 关系 式 (1.10.8) 和 (1.10.9) 立即 可 得 
b 1 
Ile ~ znoll=( / [ze(0) — zno (OP dt)” 


=( 人 lz(OP) < (1.10.10) 
{t: |z(t)|>no} 3 
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(4) 由 重金 (mymamaa) 定 理 , 对 上 述 有 界 可 侧 函 数 zno(t) 及 < > 0, 必 有 连续 函数 
c(t), 使 得 jc 四 | < no 以 及 Ac 由 关 zno 风 } < (高 )2. 由 此 则 可 导出 


len -d=( 一 ca 


-(/ oO 一 的 四 
{t: c(t)z7zno(t)} 
< [(2no)Pp{t: c(t) # zno(t)}? 
<[eny (二 
二 二 . (1.10.11) 
(5) 最 后 , 类 似 于 例 6 的 证 明 , 并 注意 到 在 [a,9] 上 函数 列 的 “一 致 收敛 ” 必 强 于 


L? 空间 的 范 数 收敛 ( 即 :“p 竹 平 均 收 敛 ” ). 故 对 上 述 [a,b] 上 的 连续 函数 c(), 必 存 
在 “有 理 系数 ”的 多 项 式 p(t), 使 得 


b 工 
llc—2l| = (/ lc 人 — p(t)lPat)” < > (1.10.12) 
这 样 , 综 上 式 (1.10.10)、(1.10.11) 及 (1.10.12), 我 们 立即 导出 
llz —pl| < eo. 


而 由 “有 理 系 数 ” 的 多 项 式 全 体 是 可 数 集 , 故 从 上 证 得 空间 L?[a, 9 亦 是 可 分 的 . 口 

例 8 Ls[a,0] 为 可 分 的 赋 准 范 空间 (0 < 6 < 1). 

验证 ”与 例 7 的 证 明 类 似 , 仅 将 那里 的 积分 ( 族 |z()P)$ 换 为 放 |z(t)l2at 即 
可 . D 

例 9* 5[a, 中 为 可 分 的 赋 准 范 空间 . 

验证 ”我 们 分 四 步 验证 之 : 

(1) 对 于 任意 的 z(t) e 5[o, 中 , 注意 到 Sla,0] 空间 由 “ 概 有 限 ” 可 测 函 数组 成 ， 
故 由 


> At =-D<lpbl< 可 = 川 Ut ee-D<sizbl< 村 =wlo 妇 <a 
n=1 n=1 
可 知 , 对 任意 的 。 > 0, 存在 no e N, 使 得 
{ts lz(D| > no} < 3 (1.10.13) 
(2) 令 zno(t) 如 例 7, 显然 rnoft) < Sla, 相 且 从 式 (1.10.13) 有 


lz 人 Gb)| 局 
le -znd = / dt < pft: Iz > noy < 5. (1.10.14) 
{t: |z(Dl>no} 1 + |z(2)| te 3 
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(3) 由 重金 定理 , 存在 连续 函数 c(t), 使 得 jy{t: c 提 夭 zno 罗 } < 人 因而 有 


清二 _ lznolt) — cD | e 
||zno c|| 人 1 十 |zno (t) = coe < /七 : c(t) zz Zno(t)} < 3- 
(1.10.15) 


最 后 , 对 上 面 的 连续 函数 c(), 可 找到 “有 理 系数 ”多 项 式 p(t), 使 其 在 [a,8] 上 “一 
臻 逼近 ”于 c(), 从 而 有 按 “S[a, 9] 中 范 数 逼 近 ” 于 c(t). 即 , 使 其 满足 


lle—zll* < 本 (1.10.16) 
这 样 , 从 式 (1.10.14) ~ (1.10.16), 立即 得 到 : 所 有 “有 理 系数 ”多 项 式 的 集合 (此 为 
可 数 集 ) 在 S[a, 59] 中 是 稠密 的 , 也 即 Sla, 2b] 是 可 分 空间 . 品 


当然 , 赋 ( 准 ) 范 空 间 并 不 全 是 可 分 的 , 我 们 可 以 看 到 下 面 的 反例 : 
反例 1 空间 (lc)( 或 记 为 (m)) 是 不 可 分 的 . 
验证 ”在 (4™”) 中 特 取 子 集 


A={{&x}: 妈 仅 取 0 或 1,k € N}， 


则 对 任意 两 元 z1,z2 e 4, 如 果 zi 六 zz, 当 令 zi = 从 (4),z2 = {E00} 时 , 必 存 在 
ko e N, 使 得 &00 关 2, 而 从 4 的 取 法 , 则 有 | 名 一 | = 1. 由 此 导出 


lm 一 zal| = sup 攻 一 | > let — e020|=1. 


于 是 得 知 , 4 中 两 个 不 同 的 点 的 距离 均 为 1. 从 而 4 中 的 任意 子 集 的 闭 包 为 其 自身 ， 
即 为 闭 集 . 特别 地 , 4 内 任意 “可 数 子 集 ” D 也 必 为 闭 集 . 但 从 “ 实 分 析 ” 中 我 们 得 
知 4 的 势 A = 2 = N (连续 势 ), 故 必 有 万 尖 4, 即 4 不 是 可 分 的 集合 . 这 样 , 从 前 
面 命 题 的 逆 否 命题 立即 得 知 , 空间 (lce) 不 是 可 分 的 . m 

反例 2 空间 Zece[a, 引 (或 记 为 M[a,0]) 是 不 可 分 的 . 

验证 ”在 L”[a,9] 中 , 特 取 子 集 4 全 {Xlag: 4 <t< 中 (这 里 Xx(ba,b] 代表 
(t1,t2] 上 的 特征 函数 ), 则 注意 到 对 于 任意 两 元 zi zz e 4, 当 zl 坟 za 时 , 设 zi = 
XIatj(i 二 1,2), 则 必 有 二 夫妇 .不妨 假设 珀 < to, 则 有 ||zi 一 zx2|| = ||xeeytall = 1. 
这 样 , 类 似 上 面 的 反例 1, 容易 验证 L%[a,6] 是 不 可 分 的 . 

反例 3 空间 

pe (D ES {{éy}: Yléyl? < o0}(p* > 0). 
~YET 

(注意 : 以 后 用 p* 时 , 强调 p* 可 取 (0,1) 部 分 . 一 般 来 说 , 凡 记 p* 时 , 代表 含 (0,1); 
凡 记 B* 时 , 代表 含 8* = 1.) 那么 , 当 工 的 势 工 > No 时 , lz (T) 为 不 可 分 的 赋 准 范 
或 赋 范 空间 . 


81.10 赋 ( 准 ) 范 空 间 的 可 分 性 . 67 . 


验证 ” 特 取 如 "(T) 中 的 子 集 
AS{{&}: 6 =0,0#60;6 =1,(7=6, vi er}. 
显然 可 知 , 对 任意 的 zt za e 4,z1 关 722, 当 设 zl = {x2 = {842} 时, 则 有 
le -zol = 2 -6 =2. 


JYET 
而 当 注 意 4 > No 时 , 类 似 可 知 这 里 的 空间 如 2"(T) 是 不 可 分 的 . 品 
反例 4 对 于 任意 “不 可 分 ”的 赋 ( 准 ) 范 空间 马 , 当 我 们 在 马 中 改 赋 一 新 难 
范 为 


||z| 
llzll = llzsll + vrepk 
1+ llzll 


时 (这 里 || .| 为 召 中 原来 的 ( 准 ) 范 数 ) , 则 ( 瑟 ,|| :||*) 构成 一 个 不 可 分 的 赋 准 范 空 
辣 . 


验证 ”首先 , 上 面 定 义 的 ||* 是 准 范 数 是 容易 验证 的 . 此 外 , 从 其 定义 还 有 关 

系 式 
llzl| < llzll’ < 2llzll, vz € &, 

因此 , 赋 ( 准 ) 范 空间 (B, | 1) 与 赋 准 范 空间 (E, 中 1]*) 的 收敛 性 是 相同 的 , 因而 线 
性 同 胚 . 由 此 , 其 可 分 性 也 是 相同 的 . 所 以 , 从 记 按 ( 准 ) 范 外:|| 是 不 可 分 的 假设 则 
知 其 新 按 准 范 数 || | 也 是 不 可 分 的 . OD 

反例 5 所 有 在 “ 半 开 半 闭 ”区 间 (oa, B] 上 的 有 界 连 续 函 数 全 体 Co(a,B] 在 上 
确 界 范 数 的 定义 下 , 构成 一 个 不 可 分 的 赋 范 空间 ， 

验证 在 C(o,6] 中 特 取 子 集 4 如 下 : 


4 全 {y(t) e Co(as 加，y 人 是 在 点 列 {a+ 人 人 <} 上 仅 取 0 或 1， 
且 在 此 点 列 上 取 值 相同 的 元 中 仅 取 一 个 上 


例如 ， 
A = {vt) € Cola, Bl: y(t) 
0 de 时 ， 
-| Mn + (1 — 入 )g。 1 ， Se oa), (入 E (0, 1) 时 ; 


其 中 (9% =0,1;n Ee N)}. 


也 即 y(t) 的 图 像 的 其 余部 分 为 连接 其 中 相 邻 两 点 (a+ 筷 2,0n) 和 (a+,0n+1)(n € 
N) 的 线段 组 成 . 
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对 任意 的 mo s 4, 当 妇 了 yo 时 , 必 存 在 一 点 a 二 所 2 使 其 取 值 不 同 , 因此 有 


lly — vy2l|= sup l(t) — yo(t)) 
te(a,8] 


—Q 一 已 
>supln (e+ te) -w(t Se) 
nEN 也 


nN 
=1, 


并 且 有 亏 > No. 由 此 , 类 似 上 面 的 反例 可 知 空间 Cs(a, 8] 是 不 可 分 的 . 0D 
注 1 类 似 地 , 我 们 不 难 证 明 , 空间 Co[a, DB), Co(a, BB), Co( 一 00, B],Co[a, 二 +00) 以 
及 Cb( 一 00, 十 00) 均 为 不 可 分 的 空间 . 
注 2* 其实, 存在 如 下 更 深刻 的 定理 : 
设 2 是 “度量 ”空间 , 则 空间 C(Q) 是 “可 分 ”的 < Q 是 “ 紧 ” 的 . 


$1.11 赋 ( 准 ) 范 空 间 的 可 数 基 (Schauder 基 ) 


下 面 介绍 与 赋 范 线性 空间 之 可 分 性 有 密切 关系 的 概念 一 一 “可 数 基 ”. 
定义 1 设 轧 为 赋 ( 准 ) 范 空间 , {en} C 加 , 如 果 对 任意 的 元 ZE 了 瑟 , 其 均 可 由 
{en} 唯一 表 为 


Oo 
7 = > ékek, 
k=1 


则 称 {en} 为 五 的 一 组 可 数 基 (Schauder 基 ). 
注 1 上 面 表达 式 是 指 : 


SR 


k=1 
也 即 有 , 
| >》 和 kek -so 一 0 (mn 一 oo). 
k=1 


注 2 由 上 面 表达 式 的 唯一 性 假设 可 知 , 上 述 {en} 必 是 线性 无 关 的 (也 即 , 此 
集 的 任意 有 限 个 元 均 是 线性 无 关 的 ). 

注 3 由 上 面 注 1, 从 赋 准 范 空间 中 “加 法 ”和 “ 数 来 ”运算 均 是 连续 的 , 容易 
推出 : 具有 “可 数 基 ”的 赋 准 范 空间 必 有 是 可 分 的 . 

注 4***** 反 过 来 , 可 分 的 贱 范 空间 是 否 必 具有 可 数 基 却 是 个 十 分 困难 的 数学 难 
题 . 自从 1932 年 Banach 提出 :“ 是 否 每 个 可 分 的 Banach 空间 都 具有 Schauder 基 ?” 
几 十 年 来 ,人 们 对 许多 熟知 的 可 分 Banach 空间 几乎 都 找到 了 可 数 基 ; 然而 ,， 却 又 不 能 


a 


对 上 述 问题 给 出 一 个 肯定 或 否定 的 回答 . 四 十 多 年 之 后 , 此 问题 终于 被 瑞典 的 青年 数学 
家 Per Enflo 于 1973 年 (当年 他 仅 28 岁 ) 解决 . 他 在 (co) 空间 中 构造 了 一 个 闭 线性 
子 空 间 , 以 反例 形式 对 此 长 期 悬而未决 的 问题 给 出 了 否定 的 回答 . 1975 年 , 英国 青年 数 
学 家 A. M. Davie (当年 他 仅 22 岁 ) 则 利用 随机 变量 和 Abel 群 为 工具 , 简短 地 在 (co) 
和 (如)(p > 2) 空间 中 构造 了 它们 的 闭 线 性 子 空间 , 使 其 不 具 Schauder 基 . 由 此 可 见 : 
“Banach 空间 的 具有 Schauder 基 的 性 质 是 不 能 “遗传 ”的 ,也 即 : 具有 可 数 基 的 Banach 
空间 的 任意 无 穷 维 的 闭 线性 子 空间 未 \ 必 仍 具 有 Schauder 基 ”. 

下 面 给 出 有 关 可 数 基 的 一 些 例子 : 

例 1 K" 显然 以 {fek: 1 kn} (其 中 ek = (0,… 人 ,0)) 为 可 数 基 . 


例 2 元 列 {ek} 妆 1 ( 其 中 EK 一 (0， ee 和 . )(k € N)), 必 为 空间 (coo)， (co)， 


(2)(D 之 1), (46)(0 < 6 <1) 的 可 数 基 . 

验证 ”(1) 如 果 马 = (coo), 则 对 于 任意 xz e (coo), 当 设 z=(&1,é&2,:… ,é&x,0,0,.…) 
时 , 可 取 元 y = ti &iei = (&1,€2,… ,é4,0,0,…), 则 ly 一 z= 9f = 0. 显然， 
{eg} 只 1 为 空间 (coo) 的 一 组 基 . 

(2) 如 果 巨 = (co), 对 任意 元 zx € (co), 当 设 z = (和 人 ,&n,"…) 时 , 则 有 
én 一 0 一 oo). 由 此 , 从 证” | Ekek = (和 ,和 …… ,én,0,0,…) 可 得 


[DBE GR 
k=1 


=||(0, 0 -|(eo) 


= Sup | 各 | 一 0 mn 一 0)， 
k 之 ni 二 1 


因此 {ex} 吕 1 为 空间 (co) 的 一 个 基 . 
(3) 如 果 巨 = (如 ) (或 (49)), 则 对 于 任意 的 元 ze (4?) (或 (49)), 当 设 > = {Ex} 
时 , 类 似 上 面 的 (2) 则 有 


| Do te -oo 0, ors)llocke) 


( 和 名门” se (0) 


天 一 人 十 1 


Del 当 z € (£1). 


k= 二 nn 十 1 


由 此 , 当 注 意 到 空间 (lp) 及 (9) 的 定义 , 从 数学 分 析 知 识 则 有 
(Dé&p)” 一 0 及 9》 0 一 oo). 
k>n 


k>n 
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也 即 得 到 
| Dne 一 | 一 0 (na 一 oo 中， 
因此 {ex} 包 1 亦 为 空间 (4?) 和 (9) 的 可 数 基 . 口 


例 3 空间 (c) 以 {eo,en} 吕 :1 为 可 数 基 (其 中 6E0 一 (1, lye )). 
验证 ”对 于 任意 ze (oc), 如 果 设 z = {&x}, 则 由 空间 的 定义 有 & 一 bo(k 一 00) 
对 于 某 &0 € 区 成 立 . 由 此 从 上 面 (2) 可 得 


7 — é0e0 = > _(ék — é0)er. 


大 一 1 
也 即 有 , 
工 二 Déker, 
k=0 
(这 里 总 = &0, 妈 = &x 一 0(k 之 1)). 因此 , {eo,ek}22] 为 空间 (c) 的 可 数 基 . 口 
注 值得 注意 的 是 , 不 少 人 往往 以 为 空间 (c) 仍 以 {fekj 品 1 为 可 数 基 , 这 是 不 
对 的 . 因为 , 对 于 任意 的 元 Te (c, 当 设 z= 二 {&k} 且 一 60 了 0 时 ,显然 有 
| DO éxes — z=(0,.… ,0, er er2,…) 
k=1 
=sup|ék| 0 (n— oo). 
k>n 
例 4* 连续 函数 空间 Cl0,1] 是 有 可 数 基 的 . 
验证 ”类 似 于 “数学 分 析 ” 中 定 积 分 的 近似 求 和 思想 ( 即 “ 以 直 代 曲 ”和 “以 有 
限 代 无 限 ”的 思想 ), 当 我 们 将 “连续 函数 ” z( 用 等 分 自 变 量 后 所 引 的 “折线 ”来 


逼近 时 , 这 种 逼近 是 “一 致 收敛 ” 的 , 也 即 按 范 数 收敛 . 注意 到 当 用 一 条 线段 构成 的 
折线 ( 即 联接 两 个 端点 z(0) 和 z(1) 的 线段 ) 来 逼近 曲线 z(t) 时 , 此 折线 的 方程 为 


Z(0)(1 —#t) + z(1)t, 
因此 , 我 们 获得 了 此 可 数 基 中 的 头 两 个 元 
ei(t) = (1 —t), e2(t)=t. 


如 图 1.16 右边 , 在 自 变量 区 间 中 点 二 与 曲线 z(t) 相交 处 , 取 两 条 线段 所 构成 折线 
来 逼近 曲线 z(t) 时 , 则 此 条 折线 的 方程 为 


rz(0)(1 一 t) 十 Z(1)t 十 aoodoo lt), 


其 中 doo(t) 是 其 图 像 为 以 [0, 1] 区 间 为 底 , 高 为 1 的 等 腰 三 角形 的 两 个 腰 构 成 的 折 
线 的 函数 ; 而 aoo = z(3) 一 (Zz(0) 十 2(1)), 即 是 以 z(t) 的 图 像 上 对 应 于 t= 雪 的 点 
到 前 面 一 条 折线 的 竖 直 (有 向 ) 距离 . 由 此 我 们 获得 了 可 数 基 的 第 三 个 元 : 


€3 (t) 一 doo (t). 


图 1.16 


然后 , 我 们 用 自 变 量 区 间 的 四 等 分 点 对 应 的 z(t) 的 图 像 上 的 4 个 点 , 作 相 互联 
接 的 4 条 线段 , 构成 折线 来 通 近 曲线 z(). 此 时 , 折线 的 方程 为 


Z(0)(1 —t) + 2z(1)t+ ooodoo(t) + oi0di0(t) + Qi1d11(t), 


这 里 , aio 和 all 是 以 x(t) 的 图 像 上 对 应 于 3 及 3 的 点 到 上 面前 一 条 折线 的 竖 直 
(有 向 ) 距离 ; 而 do 和 di 是 其 图 像 分 别 为 以 [0, 站 和 [3,1] 区 间 为 底 、 高 为 1 的 等 
腰 三 角形 的 两 个 腰 构 成 的 折线 以 及 其 余部 分 取 0 的 函数 . 如 此 , 我 们 得 到 了 此 可 数 
基 中 的 第 四 、 五 个 元 : 

ea(t) = dio(t), es(t) = dui(t). 


如 此 做 下 去 , 一 般 说 来 , 其 下 面 的 基 元 素 为 将 区 间 [0, 1] 分 为 2" 等 分 后 , 相应 的 
dnk(t)(n = 0,1,2,… ;kk 二 0,1,2,… ,27 一 1), 即 为 其 图 像 以 [去 , 技 !] 区 间 为 底 、 高 
为 1 的 等 腰 三 角形 的 两 个 腰 构 成 的 折线 且 其 余部 分 取 0 的 函数 . 由 此 不 难看 出 , 上 
面 所 得 到 的 元 列 {ek(t)} 即 为 空间 Cl0, 1] 的 可 数 基 . 口 


72 第 一 章 ” 赋 范 空间 、 赋 准 范 空间 和 赋 拟 范 空间 
例 5* 空间 Zz[-mx(p>1) 以 三 角 函 数列 
1, cost, sint, cos(2t), sin(2t),::. ,cos(nt), sin(nt),.:: 


为 其 可 数 基 . 
验证 ”从 前 面 可 分 性 的 论述 中 可 知 , L?[ 一 ,7] 中 的 元 z(t) 均 可 以 由 [7,7] 上 
的 三 角 多 项 式 来 “ 按 范 台 近 ”( 类 似 于 81.10 中 例 7). 即 , 对 于 任意 es > 0, 必 有 三 角 
多 项 式 ya, 使 得 
llyA 一 z|| < <e. (1.11.1) 


又 设 z(t) 在 [7,7] 上 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 为 Su。(z). 从 Fourier 展开 性 质 有 
on(A — 1) = Sn(yA) 一 9n(Z)， (1.11.2) 
从 而 知 对 足够 大 的 n, 此 时 有 Sn(ya) = ya, 从 式 (1.11.2), 则 有 


|lSn (zx) — zll< 1s»(z) — yall+ llya — zl| 
=||Sn(z) — Sn (yA) + llya 一 z|| 
=||Sn(z — ya) + llya — zfl. (1.11.3) 


注意 到 L? 中 三 角 级 数 的 M. Riesz 定理 (注意 此 人 为 熟悉 的 F. Riesz 的 弟弟 , 可 参 
见 文 献 6 中 814 与 $20), 可 知 


Ss.(ya — ZT) < Yllya — zll, vneN 


(这 里 的 7p 仅 依 赖 于 空间 L? 的 数 p). 结 合式 (1.11.1) 及 (1.11.3), 我 们 立即 可 得 
Sn(ya 一 2) < (1 十 yp)e, 从 而 z(t) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 Sn(7x) 一 Zn 一 00). 口 

注 从 前 面 定义 1 后 面 的 注 3 之 逆 否 命题 立即 得 知 : 任意 不 可 分 的 赋 ( 准 ) 范 
空间 均 是 没有 可 数 基 的 , 故 空间 (leo), Feela 引 , tp"(TJ(p* > 0)(T 为 “ 非 可 数 ” 指标 
集 ) 等 均 是 没有 可 数 基 的 . 


81.12 商 空 间 与 积 空 间 
在 本 节 中 , 我 们 来 介绍 由 已 知 的 赋 范 线性 空间 产生 新 的 赋 范 线性 空间 的 方法 ， 


以 及 由 赋 “ 拟 范 ”线性 空间 来 产生 新 的 赋 “ 范 ”线性 空间 的 方法 . 我 们 将 会 看 到 这 种 
做 法 在 讨论 空间 的 性 质 方面 起 着 重要 的 作用 . 
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1.12.1 商 空 间 


我 们 先 给 出 下 面 的 定义 : 

定义 1 设 互 为 线性 空间 ，M 为 巨 中 的 线性 子 空间 . 称 元 zi,z2 E 五 对 于 子 
空间 M 等 价 , 是 指 有 zl 一 xX2 E AM 记 为 zl ~ rz2(M). 

定义 2 设 马 和 M 同上 , 如 果 记 全会 {y: y~ZX(M)}(Z 亦 可 记 为 [zx]), 则 称 王 
为 z( 关 于 M) 的 等 价 类 . 

在 这 些 等 价 类 的 集合 中 , 可 以 定义 加 法 和 数 乘 如 下 : 

和 十 一 (z +Y), at=(ar) (Vr,ye E,a eK), 

则 这 些 等 价 类 的 全 体 亦 成 为 线性 空间 , 称 为 妃 以 M 为 “ 模 ” 的 商 空间 , 记 为 BE/M. 

注 ” 称 映像 p: z 吓 五 为 已 到 已 /M 的 “ 典 & x 
则 映射 ”. 此 外 , 值得 注意 的 是 “ 商 元 ”TY 对 于 商 
空间 瓦 /M 来 说 是 一 个 元 ,而 对 于 原 空间 忆 而 言 


却 是 一 个 集合 . 易 见 y 
T={z+y: yeEM}, 0=M O 
(其 中 zx 为 3 中 任意 一 个 元 ). 3 
图 1.17 


例 在 空间 及 中 , 令 
M = { (&1, 0, 0): &1 E R}, 


则 商 空间 RR3/M 中 的 元 为 所 有 与 6 轴 平 行 的 “直线 ”( 如 图 1.17 所 示 ). 

下 面 的 定理 显示 出 线性 空间 的 代数 直 和 与 商 空间 的 关系 : 

定理 1 车 有 轧 和 为 线性 空间 , 且 Bi 门 B2 = {90}, B= Bi 十 Bo (代数 直 和 )， 
则 E/EBi 与 BE2 线性 同 构 . 

(证 明 略 , 可 见于 线性 代数 .) 口 

定理 2 设 轧 为 一 同 “ 拟 ”( 准 ) 范 空间 , Eo CB 为 其 闭 线性 子 空间 . 在 商 空间 
/Eo 中 定义 


| 他 | = inf llzl* (VEe E/Eo), (1.12.1) 


则 其 必 为 一 ( 准 ) 范 数 , 从 而 巨 /Eo 成 为 赋 ( 准 ) 范 空间 . 
证 明 (1) 先 验 证 ( 准 ) 范 定义 中 的 (ij), 即 “ 三 角 不 等 式 ”. 对 任意 的 两 元 
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人 1,2 € /Bo, 由 式 (1.12.1) 可 知 ， 
上告 + Fol|=||(z1 zo) = iaf _ llzll$ 
ZE(z1 十 Z2) 


= inf ||(z1 + x2) + yl < ||z1 + 22|S 
yEEo 
< zi 十 |zz|| 人 ， VZ1 E Z1,Z2 € 52. 
又 由 式 (1.12.1) 的 假设 , 对 zi € 2 取 下 确 界 , 则 有 
| + tzl| < li + lz2llS, Vz2 € $2. 
而 再 对 zz € 知 取 下 确 界 , 再 次 用 到 式 (1.12.1), 则 可 得 到 
| 到 + zol| < lz1l| + |z2ll. 


(2) 下 面 我 们 来 验证 ( 准 ) 范 定义 中 的 (证): 

首先 , ( 准 ) 范 定义 中 (也 ) (a): || 一 刘 | = | 囊 | 是 显然 的 . 

其 次 , 为 验证 ( 准 ) 范 定义 的 ( 首 )(b) , 设 任 意 的 Xe E/Eo,an 一 0 (人 一 oo). 
取 定 zo € z, 则 由 


llanall = II(6a2)l| = inf Ilanzll? < llanzoll, 


注意 到 巨 为 拟 ( 准 ) 范 空间 , 故 由 拟 ( 准 ) 范 定义 显然 有 |lanzoll 一 0 (an 一 0), 因 
此 , 立即 得 到 


lanz|| 一 0 (an — 0). 


最 后 , 为 了 验证 ( 准 ) 范 数 的 ( 首 )(c), 设 任 意 a € K, {Xn} €E E/Eo 且 有 一 
0 (n 一 oo), 则 由 式 (1.12.1), 可 以 选 出 元 列 ze € EE, 使 有 zx? Ez (vne N) 旦 
zs 人 一 0(n 一 oo). 由 于 五 的 拟 ( 准 ) 范 性 质 , 我 们 有 lazx?|| 信 一 0 (n 一 oo), 因 
此 得 到 所 需 结 果 


llaznl| < lazal 


(3) 我 们 来 验证 ( 准 ) 范 定义 (i). 首先 , 从 式 (1.12.1) 的 定义 显然 有 ||2|| > 0, 并 
且 有 


一 0 (n— 00). 


Ol = inf IlyllS < IlollS =0. 
4 inf llyl| < ||0|| 


另 一 方面 , 当 ||zol| = 0 时 , 从 式 (1.12.1) 即 有 infzoezo ||zoll 人 = 0. 因而 对 任意 
n E N, 必 存 在 元 zt) e 20, 使 有 


1 1 
0 < |lz0™ lS < ,inf llzollS + = (VeN). 
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此 即 ; zt) 一 9(n 一 00). 
注意 到 {2 站 } C 0, 故 当 取 定 zo € No 时 , 由 商 元 的 定义 , 对 每 一 个 neEN 有 


0 三 Z0 十 yn (yn € Eo). 

故 从 上 式 可 得 到 zo+ 名 一 0 即 如 一 -zo 人 一 oo). 而 从 五 是 闭 的 线性 子 空间 的 
假设 , 有 -zo e Bo, 故 zo e Bo. 再 次 由 商 元 的 定义 立即 导出 天 = 0. 

综 上 (1) ~ (3), 即 知 式 (1.12.1) 定义 了 商 空间 的 一 个 ( 准 ) 范 数 , 从 而 B/Eo 是 
一 个 赋 ( 准 ) 范 空间 . 

注 ”上面 的 定理 2 显示 了 将 一 个 赋 “ 拟 ”( 准 ) 范 空间 变 成 一 个 赋 ( 准 ) 范 空间 
的 方法 , 从 而 使 得 在 此 新 的 空间 中 极限 能 保证 其 唯一 性 . 

推理 ”如 果 巨 为 赋 拟 ( 准 ) 范 空 间 , 令 Eo = {zx € BE: ||zxj| 售 = 0}, 则 商 空间 
E/Eo 在 ( 准 ) 范 数 

| 上 | 会 inf llzll$, Vz € E/E (1.12.2) 


下 必 为 赋 ( 准 ) 范 空间 , 且 有 
IIall = IlzllS, ve ez. 


证 明 (1) Eo 为 B 中 的 线性 子 空间 . 
事实 上 ， 对 任意 的 Z1, Z2 € bo, Q1, Q2 GE K, 由 Eo 的 定义 可 得 


0 < ||laizi+t aza|| 人 < laazall 十 ||azz2|| 人 人 一 0. 


注意 , 当 五 为 赋 拟 准 范 空间 时 , 由 拟 准 范 关于 “ 数 乘 ” 的 单 边 连续 性 可 知 若 jlz|l 人 = 
0, 必 有 |lazll 和 =0 (Vz € 区 ). 此 即 导出 aazl + azza € Eo. 

(2) Eo 是 闭 的 . 

事实 上 , 若 {zn} C Eo, 且 za 一 zo(n -co), 则 同样 由 Eo 定义 可 得 


0 < llzollS < leo — znllS + liznllS = 0 人 一 oo)， 


故 有 xo € Eo. 

(3) 由 定理 2 及 上 面 (1) 和 (2) 可 知 : 商 空间 B/Eo 在 式 (1.12.2) 定义 的 ( 准 ) 
范 数 下 构成 一 个 赋 ( 准 ) 范 空间 . 

(4) 对 于 任意 的 元 zi zz EX, 必 有 ||zil| 信 = |lzzll 和 人. 

事实 上 , 注意 到 zl 一 x2 e Bo, 故 ||zx1 -zzll 和 = 0, 从 而 


llzill$ < llza — 22ll$ + llz2ll$ = 和 za 
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同 理 可 知 ||z2l| 信 < |lzall 和 人. 此 即 说 明了 3 中 任意 元 > 的 ( 准 ) 范 数 ||zl| 售 均 是 相同 
的 . 结合 (1.12.2) 式 , 我 们 就 得 到 了 


lzll= lz (vz €®). OD 


注 1 上 面 证 明 中 的 (2) 亦 可 由 点 集 拓扑 的 方法 得 出 . 事实 上 , 由 p: z rm* ||z|| 人 
是 空间 妃 到 数 域 K 的 连续 映像 ,及 中 的 闭 集 {0}“ 原 像 *p-1({0}) = Eo 必 为 马 中 
的 闭 集 . 

注 2 上 面 推理 的 思路 其 实在 前 面 的 空间 的 定义 中 已 经 用 过 . 例如 , 在 赋 范 空 
间 ZP[a,b(p > 1 Dee[lo 以 及 赋 准 范 空 间 Le[a,0b](0 < B<1),Sla,0] 中 , 我 们 均 已 
约定 两 个 “几乎 处 处 ” 相等 的 函数 视 为 同一 元 , 此 即将 满足 


llzll=0 (名 z(t) =0( 概 )t€ [a, 0]) 


的 所 有 元 均 视 为 “ 需 元 ”. 也 即 , 如 上 面 的 推理 一 样 已 将 此 空间 定义 为 某 一 个 商 空 
闻 马 / Eo, 而 那里 的 Bo (与 推理 的 假设 中 一 样 ), 即 由 “ 拟 ( 准 ) 范 为 零 的 ”所 有 元 的 
全 体 所 组 成 . 

有 了 上 面 商 空 间 的 定义 , 我 们 自然 可 以 想到 :“ 对 于 赋 拟 ( 准 ) 范 空间 ,如果 
Bo 为 其 一 “ 闭 ” 线 性 子 空间 , 那么 , 对 于 某 一 性 质 P, E 具有 此 性 质 书 与 Bo 和 商 
空间 忆 / Eo 均 具 有 性 质 已 之 间 有 和 否 联系 ?” 这 就 成 了 一 个 有 趣 的 研究 专题 , 此 被 称 
为 “三 体 问 题 ”. 下 面 仅 就 “完备 性 ”来 讨论 三 体 问 题 , 我 们 可 以 得 到 以 下 肯定 的 回 
答 ， 

定理 3 如果 媚 为 冉 拟 准 范 空间 , Bo 为 玉 的 “ 闭 ” 线 性子 空间 , 则 

空间 一 完 备 过 子 空间 B0 和 商 空 间 忆 / Bo 均 完 备 . 

证 明 “一 ” 设 玖 为 完备 的 拟 准 范 空 间 , 则 由 Bo 的 “ 闭 ” 性, 立即 可 知 Bo 也 
是 完备 空间 . 下 面 验证 商 空 间 /Eo 的 完备 性 : 

对 任意 的 Cauchy 列 {zn} C B/Eo, 我 们 仍 用 $1.9 中 定理 1 和 定理 2 用 过 的 
“数学 分 析 ” 的 方法 , 从 Cauchy 列 的 性 质 , 必 存 在 子 列 {zn} C {zn}, 使 有 


Erin — nall < 3 (VE EN). 


注意 到 商 元 准 范 数 的 定义 ， 从 上 可 知 : 存在 元 Lng E Ti .mk+l € pe 以 及 Yk E bEo, 
使 得 
(gn 一 Zak) + Yk) < 天 x (YK EN). 
因而 有 


Co 


>》 ||(znsi 一 zs) 十 gl 和 < oo. 
k=1 


于 是 由 81.9 的 定理 1, 我 们 从 空间 EB 完备 的 假设 立即 得 到 
六 | 二 Znk ) 十 yk] EE. 
k=1 


即 存 在 zo € B, 使 得 


m 
DD 一 Znx 十 yk) 一 20 (mo 0). 
k=1 


也 即 


mm 
k=1 


再 次 注意 到 商 元 准 范 数 的 定义 , 并 令 zo = 20 + zn, 从 上 则 可 得 到 各 ri 一 
Ko(m 一 co). 最 后 , 再 次 注意 到 “数学 分 析 ” 知 识 , 从 {Eni1} 为 Cauchy 列 {zn} 的 
子 列 , 从 上 立即 得 出 EZ 一 各 (n 一 00). 也 即 商 空间 B/Eo 的 完备 性 得 证 . 

“后 ” 设 Bo 和 /Eo 均 是 完备 空间 , 下 面 证 明 E 必 完 备 : 事实 上 , 对 于 任意 的 
Cauchy 列 {zn} C EE, 由 商 元 准 范 的 定义 有 


| 各 — Enll < len 一 za 一 0 (n,m — 00). 


此 即 {zn} 为 商 空 间 B/Eo 中 的 Cauchy 列 . 因而 , 由 假设 知 : 存在 元 Xo € B/Eo, 使 
得 

jn Ho (n— 00). (1.12.3) 
由 此 可 以 得 到 

d(xn, Ko) 2 inf lzn — (zo + WII 

= inf (zn ~ 20) — yl 人 

= ||(zn Z0) 十 yl 全 

全 ll(cx 二 zol 

Ei, — Hol| 一 0 (mn 一 oo). (1.12.4) 


当 注 意 到 点 与 集合 间 的 “距离 ”的 定义 , 对 任意 的 me N, 必 存 在 yn e Eo, 使 得 


本 1 
||zn — (zo 十 gj < d(xn, Fo0) + (1.12.5) 


es 
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由 此 , 从 式 (1.12.5) 和 (1.12.4) 则 可 导 得 


lm — Yrnll$ < lem 一 (zo 十 go) 十 lz ~ Lmll 
二 | (zo + yn) 一 zol 
一 0 (n,m 一 oo). (1.12.6) 


也 即 {yn} 为 子 空间 Bo 的 .Cauchy 列 , 故 从 Eo 
的 完备 性 知 : 存在 yo € Eo, 使 得 yn 一 yo(n 一 
oo)( 如 图 1.18 所 示 ). 

最 后 , 从 式 (1.12.5) 和 (1.12.6) 以 及 yo 的 取 
法 立即 导出 


len — (zo + yo)llS < llzn — (Zo + yn)llS 


十 | 名 — ymll + llym 一 zol 和 


图 1.18 一 0 (n,m 一 oo). 


即 zu 一 zo 十 如 人 一 oo), 因而 导出 巨 是 完备 的 . 口 
1.12.2” 积 空间 
下 面 介绍 另 一 种 从 已 知 赋 ( 准 ) 范 空间 产生 新 的 赋 ( 准 ) 范 空间 的 方法 , 即 作 “ 积 
空间 ”的 方法 . 
定义 3 设 思 和 忆 均 为 赋 ( 准 ) 线性 空间 , 定义 其 积 空间 为 


Ei x E2={ (x1,72): Zz1 € bi,z2 € E2}, 
其 中 的 加 法 与 数 乘 运算 定义 为 
(Z1, Z2) 十 (Yi1,Yy2) = (Z1 + Yi, x2 十 2)， 


Q(z1, 7Z2) 一 (QZ1) QZ2)， 


上 za x2)|| = llzill + llzell, 


这 里 , (7Z1, TY2), (Vi,y2) € Bi x E2; oa € KK. 

注 1 上 面 关于 “ 积 空 间 ” 的 定义 可 以 推广 到 任意 有 限 个 空间 的 情形 . 至 于 其 
上 范 数 仍 按 上 述 “ 自 然 方式 ”来 定义 , 而 范 数 的 定义 形式 可 以 各 不 相同 . 但 是 我 们 
必须 要 求 积 空间 仅 由 使 其 范 数 有 意义 的 元 组 成 . 


81.13 赋 ( 准 ) 范 空 间 的 等 价 与 完备 化 


注 2* 用 拓扑 向 量 空间 的 知识 可 以 证 明 , 对 于 “无 穷 个 赋 B 范 (0<B<1) 
或 者 赋 范 线性 空间 所 成 的 积 空 间 , 其 乘积 拓扑 ( 即 乘积 空间 中 的 元 的 收敛 等 价 于 按 
坐标 收敛 ) 是 不 能 赋 以 任意 6 范 数 或 者 范 数 的 . 当然 , 如 果 空 间 是 “可 列 无 穷 ” 个 时 ， 
则 可 以 空间 (s) 中 准 范 的 形式 来 定义 其 “ 准 范 ” 如 下 : 


AC1 lezenll 站 
zn) 三 > -一 mm ，V(zn)eE [] 五 
||( n) 27 1 十 ||za|| (zn) 人 Nn 


(其 中 , 积 空间 中 的 元 (zl za ,Tn,… ) 满足 zn E€ En，Yvn € N). 


$1.13” 赋 ( 准 ) 范 空间 的 等 价 与 完备 化 


基于 赋 ( 准 ) 范 线 性 空间 的 完备 性 在 理论 及 应 用 上 所 起 的 重要 作用 , 我 们 来 讨 
论 赋 ( 准 ) 范 空间 的 完备 化 问题 . 为 此 , 先 介 绍 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 之 间 等 价 的 概念 . 
1.13.1 赋 ( 准 ) 范 空间 的 等 价 

因为 赋 ( 准 ) 范 空间 不 仅 有 “线性 结构 ”, 而 且 有 “距离 结构 ”, 因此 , 两 个 赋 ( 准 ) 
范 空间 的 “等 价 ”应 当 是 其 空间 的 “线性 结构 ”及 “距离 结构 ” 均 相 同 . 下 面 给 出 详 
细 的 定义 : 

定义 1 两 个 赋 ( 准 ) 范 线 性 空间 马 和 Bi 被 称 为 是 等 价 的 , 如 果 存 在 互 到 百 
上 的 “线性 同 构 ”映射 V, 使 得 


IV(z)||= llzll, vz eE 

( 即 V 还 是 “ 保 范 ”的 ), 此 时 记 为 马 宇 B1. 满足 上 面条 件 的 映射 V 称 为 等 价 映像 . 

注 1 应 当 注意 的 是 , 上 述 的 等 价 映像 了 一定 是 同 胚 映像 . 然而 , 同 胚 映像 未 
必 具 有 “ 保 范 ” 性 , 因此 , 未 必 是 等 价 映射 . 

注 2 ”上面 的 “ 保 范 ” 线 性 映像 ,我们 也 称 为 “等 距 ” 线性 映像 . 这 是 因为 由 站 
的 线性 以 及 保 范 性 立即 可 得 

di(Vz, Vy)=|IVz — Vylli = IIV(z ~ Wl 
=||z EE yl| 一 d(x, y), VT,Y EE 

(这 里 , di,|| :| 与 d,|| || 分 别 表示 赋 ( 准 ) 范 空间 Ei 与 五 的 距离 和 ( 准 ) 范 数 .) 

例 1 设 空间 已 = (coo) [或 者 为 空间 (co),(c), (lz)(p 之 1),(4)(0 <B<1) 及 
(Lee)], 那么 , 当 令 忆 到 其 自身 的 映像 V 为 

V: 人 , En,.…) 上 (0, &1, €2,*… En) (vz = (é1, €2,+ ea) E 五 ) 

时 , 容易 验证 : Y 必 为 马 到 “ 真 ”线性 子 空间 V(EB) 上 的 等 价 映像 ， 
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注 3 上 面 的 例子 给 出 了 与 集合 论 类 似 的 一 个 性 质 , 即 : “无 穷 维 ”的 赋 ( 准 ) 范 
空间 是 可 以 与 其 某 一 “ 真 ” 线性 子 空间 等 价 的 . 同样 地 , 与 集合 论 类 似 , 我 们 可 以 证 
明 : 对 于 任意 “有 限 维 ” 赋 ( 准 ) 范 空间 而 言 , 上 述 情形 是 不 会 出 现 的 . 

例 2 空间 (l2) 与 空间 L?2[a,6] 等 价 . 

验证 ” 设 en(t)(n = 1,2,…) 是 空间 L?[a,4] 的 完全 规范 正 交 组 , 则 对 每 一 个 
z(t)} € L2[a,9], z(t) 可 唯一 表 为 


z(t) = 》， anen(t) 


(其 中 an 为 z(t) 对 en 的 Fourier 系数 (ne N)). 从 Riesz-Fischer 定理 负 ( 可 参看 后 
面 的 86.2), 我 们 又 有 


||z|| 一 (> lonP) . 
n=1 
因此 , 当 令 VV 为 
V: z(t) yy (a1, a2,*…- ,Qn ) 


时 , V 为 由 三 [ww 可 到 (2) 的 线性 同 构 映像 , 且 是 保 范 的 , 从 而 其 为 一 等 价 映像 这 
表明 空间 L?[a,0] 与 (2) 是 等 价 的 . 

注 4 从 上 面 例 2 可 以 看 到 , 一 个 由 “函数 ” 组 成 的 赋 范 空间 是 可 以 与 一 个 由 
“数列 ”组 成 的 典范 空间 等 价 的 . 而 更 有 意义 的 是 , 该 结论 还 有 着 特殊 的 物理 意义 . 
大 家 都 知道 , 对 于 现代 人 来 说 , 光 具 有 “波动 性 ”和 “粒子 性 ”已 成 了 科普 常识 , 但 
是 在 20 世纪 的 20~30 年 代 , 此 却 是 物理 学 家 们 争论 的 一 个 大 问题 . 当时 , 以 著名 的 
物理 学 家 Schr6dinger ( 巷 定 锣 ) 为 首 的 , 主张 光 具 有 波动 性 (连续 性 ) 的 , 波动 力学 
派 与 著名 的 物理 学 家 Heisenberg( 海 森 堡 ) 为 首 的 , 主张 光 具 有 粒子 性 (离散 性 ) 的 ， 
“矩阵 力学 ” 派 一 直 进 行 着 激烈 的 争论 . 最 终 , 人 们 终于 统一 了 认识 , 即 : 光 本 来 就 
是 具有 波动 的 和 粒子 的 二 重 性 质 . 而 上 面 的 例 2 则 从 理论 上 指出 了 波动 力学 和 矩阵 
力学 其 实 是 等 价 的 . 


1.13.2 ” 赋 ( 准 ) 范 空间 的 完备 化 


由 于 赋 ( 准 ) 范 空 间 的 完备 性 起 着 十 分 重要 的 作用 , 一 旦 其 消失 , 就 会 有 许多 ( 今 
后 将 要 讲述 的 ) 定理 均 要 失效 . 因此 , 人 们 自然 希望 , 在 某 些 情形 下 , 能 够 将 一 般 的 
赋 ( 准 ) 范 空间 视 为 某 一 个 完备 的 赋 ( 准 ) 范 空间 的 子 空间 来 看 待 . 而 联想 到 实数 的 
完备 性 方法 , 我 们 用 Cauchy 采用 过 的 将 有 理 数 域 扩充 (完备 ) 为 实数 域 的 方法 , 同 
样 可 以 得 到 赋 ( 准 ) 范 空间 的 完备 化 定理 . 

定理 1 任意 一 个 赋 ( 准 ) 范 空间 巨 必 等 价 于 一 个 完备 的 赋 ( 准 ) 范 空间 到 中 
的 稠密 子 空间 2. 


81.13 赋 ( 准 ) 范 空间 的 等 价 与 完备 化 .81 . 
证 明 ”下 面 我 们 分 五 步 来 叙述 此 定理 的 证 明 。 
(1) 先 扩大 空间 , 构造 出 一 个 新 的 赋 拟 ( 准 ) 范 空间 启 如 下 : 
双全 {{zn}: {zn} 为 中 的 Cauchy 列 }. 
很 自然 地 , 我 们 在 语 中 定义 加 法 与 数 乘 如 下 : 
{zn} + {Yn} = {zn + yn}, a{zn} = {orn}; V{zn}, {yn} €B, a eK. 
显然 , 访 为 一 线性 空间 , 并 当 定 义 拟 ( 准 ) 范 数 


Hznjlle = lim llenll, YV{zn} EE 


时 , 则 其 必 构 成 一 个 赋 拟 ( 准 ) 范 空间 . 
(2) 令 包 会 {{zn} Ee 语 ，||{zn}lI 人 ==0}, 由 $1.12 定理 2 的 推理 可 知 商 空间 
&1 会 后/ 所 
必 为 与 之 相应 的 赋 ( 准 ) 范 空间 . 
(3) 我 们 用 {z} 表示 “ 常 驻 列 ”, 令 
同样 由 $1.12 定理 2 的 推理 有 
ll{z}h = IHzHNe = lim llzll = llzll, vz € B. 
因此 , 当 令 忆 到 2 的 映像 V 为 
V: 7 {z}, vrek 
时 , 显然 V 是 等 价 映像 , 故 马 与 & 等 价 . 
(4) 证 明 2 是 稠 于 &1 的 . 
事实 上 ， 对 任意 的 元 {Zn} EEl 及 e > 0， 由 商 元 的 定义 可 设 : {zn} € {zn}({xs} € 
到 .从 {zn} 为 巨 中 的 Cauchy 列 , 故 存在 no < N, 使 得 当 n > no 时 ,有 ||zn 一 znol| < 
e. 由 此 , 当 取 “ 常 驻 列 * {zno} 的 对 应 的 商 元 {zno} EE 时 , 注意 商 元 ( 准 ) 范 数 的 定 
义 , 立即 得 到 
If} {enrol = |{zn — zno}l 
< ||{zn = zno}ll 
= lim ||zn — znoll 


<E. 
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故 其 稠密 性 得 证 . 
(5) 证 明 &1 是 完备 的 
事实 上 , 如 果 {2 是 空间 & 的 一 个 Cauchy 列 , 从 (4), 由 2 稠密 于 1, 则 
可 得 到 E 中 由 “ 常 驻 列 ” 组 成 的 商 元 之 元 列 {{y0}}w 使 有 


{2 罗 } 一 (yh < = (Vk € N). (1.13.1) 
由 此 可 知 


Ia — (yh < Howo} — [ee 
+ } (of + M2} - 包公] 


1 1 
人 + + 六 一 


一 0 人 ko 一 oo). 
再 次 用 到 81.12 中 定理 2 的 推理 , 从 上 则 可 得 到 


yD — yc%2)||= {y(t 一 Yes 和 
=||{y(*1) — yk2)}||1 
=||{y*0}— {yt} 一 0 (ki, pa 一 oo). 


即 {y 四 }x 亦 为 中 一 Cauchy 列 , 从 而 由 前 面 的 定义 , 当 令 yn = YY (Vn < N) 
时 , 有 {yw} se E1. 而 由 名 中 ( 准 ) 范 数 的 定义 , 对 于 任意 的 ke N, 有 


Hy = ya} = im ly ~ ynll 
(注意 , 对 任意 {y 扩 一 ynjn 此 时 亦 为 Cauchy 列 ). 因而 , 必 存 在 ns > %, 使 得 
1g 罗 一 加 Je < ly gn + (1.13.2) 
故 从 式 (1.13.1) 和 (1.13.2) 及 yn 的 取 法 , 有 
fz} -和 hs I - HH + lly} = {adh 


< 过 + 四 二 和 jl 
1 
< 一 ol 
1 1 
<z+Iy® Ta > 


<|ly®* 一 y+ (vk € N). 
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注意 到 {yOjx 为 Cauchy 列 , 以 及 ns >k (Yk e N), 从 上 式 立即 导出 
He} EH < I y+ 0 (k= 00) 


此 即 说 明了 6&1 中 的 Cauchy 点 列 是 收敛 的 , 从 而 为 完备 的 . 口 

注 * 注意 , 在 对 ( 非 赋 范 的 ) 赋 难 范 空间 证 明 上 定理 时 , 为 验证 那里 的 五 为 拟 

准 范 空间 时 , 需 用 到 原 空间 数 乘 的 准 范 数 ||a :zl|| 是 (az) 的 “二 元 连续 ”函数 (而 

不 是 准 范 定义 中 的 单 边 连 续 的 性 质 ). 事实 上 , 从 准 范 定义 可 以 导出 此 一 性 质 ( 例 , 可 
参见 81.9 后 面 的 附录 *, 或 者 文献 [1]p.63 一 65). 


习 题 一 


1.1 设 V 是 赋 范 线性 空间 忆 内 的 凸 集 ，d = infzev ||z||, 并 设 其 内 元 列 {Tn} CV, 满足 
znl| 一 d(n 一 oo). 试 证 明 ; 
1) |2$2|| 一 gd (rm 一 co). 


2) 当 d 夭 0 时 , 如 果 设 玩 = 从 2 有， 则 有 


3) 当 d = 0 时 , 2) 的 结论 未 必 Sg 试 举例 说 明 . 
1.2 试 在 (2) 空间 中 找 出 一 线性 集 卫 , 使 得 它 不 构成 忆 的 闭 子 空间 , 从 而 说 明 无 穷 维 空间 
与 有 穷 维 空间 的 一 个 不 同 的 性 质 . 
1.3 ”以 ( 妈 ) 空间 为 例 , 试 说 明 在 无 穷 维 赋 范 空间 中 ,， 有 界 集 未 必 是 列 紧 的 . 
1.4 试 证 明 : 当 万 为 “有 穷 维 ” 赋 范 空间 时 ， 只 要 Bo 为 忆 的 一 ( 闭 ) 真子 空间 , 在 瑟 的 单 
位 球 上 必 有 一 元 zo 存在 , 使 得 


d= inf |lzo ~—yl|=1. 
nf leo — yl| 


1.5 试 证 明 : 任意 两 个 有 限 维 赋 准 范 空间 , 只 要 它们 维 数 相同 , 则 必然 “线性 同 胚 ”. 
(两 线性 空间 Bl 和 Eo 称 为 “线性 同 构 ” 是 指 在 1 和 Ez 之 间 存 在 一 个 “1-1” 对 应 的 
满 映 象 p, 使 得 


plar + By) = ap(z)+ Po(y) (Vr,y € Ei,a,p € K). 


当 El 和 E2 为 距离 空间 时 , 如 果 p 还 满足 : p 与 9”! 均 为 连续 映像 , 则 空间 Bl 和 古称 为 
“线性 同 胚 > ). 

1.6 试 证 明 : 在 距离 空间 中 ,“ 紧 ”与 “ 自 列 紧 ” 的 概念 是 相同 的 . 

1.7 试 证 明 : 紧 距 离 空 间 上 的 连续 函数 一 定 可 以 取 到 最 大 值 和 最 小 值 . 

1.8 试验 证 : 空间 M(Q,B,y) 中 的 按 范 收敛 就 是 “ 概 一 致 收 伊 ”, 并且, 当 J(Q) < co 时 , 有 


teQn 


lim | 上 [a(OF]? 二 Vrai max |z(t)| ( 称 为 “ 真 极 大 ”) 
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对 任意 z= 二 z(t) Ee M(Q,B,n) 成立 . 
1.9 设 4p 表示 在 轩 |z| < p 上 连续 、 在 圆 内 |z| < p 解析 的 复 变 函数 的 全 体 ， 加 法 、 数 乘 运 
算 如 党 定义, 其 上 定义 范 数 为 


||z|| = max |z2(z)|, Vz € Ap. 
|z|<p 


试 证 明 4。 按 上 范 数 构成 一 Banach 空间 . 

1.10 设 CImfa,b 表示 定义 在 [a, 避 上 有 “大 阶 连 续 导 函数 ” 的 函数 z(t) 的 全 体 , 定义 函数 
的 加 法 、 数 乘 如 常 ， 且 定义 

max |zeom(，VzeCrab 


k 
=0 a<t<b 


llz|| = 
(这 里 59(t) = z(t)). 试验 证 C 四 [a,0] 按 上 范 数 ||z|| 构成 一 个 Banach 空间 . 
1.11 设 Oo( 一 00, 十 00) 为 定义 在 (一 co, 十 00) 上 的 连续 且 当 |z| 一 oo 时 趋 于 零 的 复 值 函数 的 
全 体 , 加 法 及 数 腾 定义 如 常 , 且 定 义 范 数 ||z|| = max_oo<t<+oo jz 人 |. 试验 证 Co( 一 00, 十 00) 
构成 一 Banach 空间 . 
1.12 设 媚 是 一 个 肤 准 范 空间 , 如 果 -1Zn 是 巴 中 的 一 个 元 , 那么 从 有 zn 一 bn 一 00). 
1.13 设 互 为 一 典范 线性 空间 ，{O-} 为 其 内 的 渐 缩 的 开 球 列 , O1 D O02 D … DD On 2 
On+1D.… .那么 ,只 要 开 球 On 的 “直径 ”d(On) = supoyeou llz-gy 盖 0 一 co), 则 
有 

门 o. #2%. 


1.14 在 1.13 题 中 , 当 巨 是 Banach 空间 时 , 即使 有 d(On) 一 0(n 一 co), 则 原 结论 对 于 
{Ow} 仍然 正确 

1.15 举 一 反 例 说 明 , 当 改 习题 1.13 中 的 球 为 别 的 集 时 (例如 , 即使 改 为 “ 闭 凸 集 ” (ne 
N)), 当 记 是 Banach 空间 时 , 原 结论 也 未 必 正 确 . 

1.16 习题 1.11 中 的 空间 C0( 一 00, 十 00) 是 可 分 的 吗 ? 为 什么 ? 

1.17 设 Cb[0,o0) 为 [0,oo) 上 全 体 有 界 连 续 函 数 〈 范 数 如 下 定义 : 


zl| = sup |z(t)|, Vz= z(t) € Col0, 00)) 
tE[0,co) 
所 张 成 的 Banach 空间 , 试问 空间 Co[0, co) 是 可 分 的 吗 ? 为 什么 ? 
1.18 设 (s) 表示 “所 有 复数 序列 z = {Ek} 全体” 所 组 成 的 线性 空间 , 并 且 引 入 收敛 定义 为 


“ 核 坐 标 收 你”( 不 要 求 “ 收 敛 ” 一 致 ) 试 证 明 它 构成 一 可 分 空间 . 
1.19 设 z(t) € L?( 一 00, 十 oo0)(p 之 1), 证明 : 


lim lz 人 tt 十 内 一 z(D 咱 = 0 (关于 “平移 ”连续 ). 


1.20 设 Ek(1 << n) 均 是 Banach 空间 , 在 积 空间 [Iki Bx 中 ,元 了 三 (zl72 ,Tn) 
的 运算 定义 如 下 : 


(2i) + (yi) = (十 由)，a(z 一 (azi) (Ya € K). 
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lizll = max{|lzill, ||z2l),:*: ,llznll}, 


llel* = (DD lex)” (p> 1). 
k=1 
试 证 明 : 在 以 上 两 种 范 数 的 定义 下 , 积 空间 均 成 为 Banach 空间 . 
1.21 试 证 明 : 在 “线性 同 构 ” 的 意义 下 , 对 任意 p,q > 0, 只 要 p < gq, 就 有 
(7) C (4°), Lla,b] C Zero 
( 即 : 空间 (2)(Z2[a,b) 随 p 增 大 而 “ 增 大 ”(“ 减 小 ”)). 
1.22 称 范 数 || .| 上 | “不 弱 于 ” 范 数 -1, 是 指 对 任意 {Zn} C 忆 , zo E 五 , 均 有 


zn — zolla = 0(n 一 co) |lzn — zolli — 0, (n — 00). 


称 范 数 || .|l: 与 范 数 || - ||2。“ 等 价 ”, 是 指 范 数 || .| 不 弱 于 范 数 || ||2, 并 且 范 数 | :||2 不 弱 
于 范 数 | :| 上. 试 证 明 : 为 了 已 中 定义 的 两 个 范 数 || :||: 与 范 数 ||2 等 价 , 必须 且 只 须 存 
在 数 Qa, 6B > 0, 使 得 有 

allzlla < llzlls < Bllzlli, vz € E. 


1.23 ”试验 证 习题 1.20 中 的 积 空间 ]]k_1 Ek 定义 的 两 种 范 数 是 相互 等 价 的 . 


第 二 章 ” 赋 ( 淮 、 拟 ) 范 室 间 上 的 线性 算 子 


算 子 是 泛 函 分 析 的 基本 概念 之 一 , 它 在 许多 问题 中 出 现 , 我 们 不 止 一 次 地 用 到 
过 它 . 在 讨论 线性 空间 的 线性 变换 时 , 所 涉及 的 算 子 是 以 矩阵 的 形式 出 现 的 . 在 解 
微分 方程 时 , 遇 到 的 则 是 微分 算 子 . 抽 掉 各 种 算 子 的 具体 属性 而 对 它们 加 以 抽象 , 便 
可 得 到 赋 范 空间 中 算 子 的 概念 ， 本 章 主要 讨论 的 是 最 广泛 的 一 类 算 子 一 一 线性 
算 子 . 


82.1 算 子 的 定义 及 基本 性 质 


在 线性 代数 中 , 我 们 曾经 遇 到 过 把 一 个 n 维 向 量 空间 E 映像 到 另 一 个 m 维 
线性 空间 轧 ; 的 运算 , 那 就 是 借助 于 m 行 n 列 的 矩阵 


Q11 QQ12 Qn 

Q21 Q22 Qon, 
A= . 

QUml Qm2 Qmn 


对 EE 中 的 元 作用 来 达到 的 . 同样 地 , 在 数学 分 析 中 , 我 们 也 遇 到 过 把 一 个 函数 变 为 
另 一 个 函数 或 数 的 运算 , 即 微分 和 定 积 分 等 等 . 把 上 面 所 有 运算 抽象 化 以 后 , 就 得 到 
一 般 赋 ( 拟 , 准 ) 范 线性 空间 上 的 算 子 的 概念 . 

定义 1 设 马 和 忆 为 任意 赋 ( 拟 、 难 ) 范 空间 , 则 任意 映像 


7T: D(C 五 ) 一 Di(C Fi) 


称 为 算 子 . DD 称 为 了 的 定义 域 , 记 为 D(T). {Tze Di: zeDD} 称 为 了 的 值 域 , 记 
为 W(T). 
定义 2 上面 的 算 子 全 称 为 可 加 的 是 指 


T(zl 十 Z2) 一 Tri 十 To2， VYrzl,Z2 6E 五 . 


称 为 齐 性 的 是 指 
Taz = aTzx, VaEK,rE€E. 


特别 地 , 如 果 上 式 只 对 a > 0 成立, 则 称 为 正 齐 性 . 而 当 上 式 变 为 
T(az) =j|alTz，VYae 开 ze 五 


时 , 称 了 为 绝对 齐 性 的 . 

定义 3 称 上 面 的 算 子 了 为 稠 定 的 , 是 指 D(T) = EB. 特别 地 , 当 上 面 的 定义 域 
空间 马 = 区 时, 称 T 为 向 量 值 函数 抽象 函数 ); 而 当 上 面 的 值 域 空间 Ei = 区 时 , 则 
称 了 为 泛 函 (此 时 常 改 记 为 f,g 或 z* 等 ). 

定义 4 称 上 面 的 算 子 人 在 xo 为 连续 的 是 指 : 对 任意 {Zn}, 有 


llzn 一 zol| = 0F T(zn) = T(zo) 一 0 一 0)， 


这 里 上 -|, 趾 "|i 各 代表 百 和 画 的 ( 拟 , 准 ) 范 数 . 

注意 : 对 一 些 赋 准 范 空间 而 言 , 可 能 出 现 全 空间 中 的 元 的 准 范 数 均 为 有 界 数 集 
的 情形 . 因此 , 如 果 我 们 仅仅 简单 地 定义 “有 界 集 ” 为“ 准 范 数 有 界 ” 集 , 那么 就 会 将 
“从 任意 ( 拟 、 准 ) 范 空间 到 这 样 的 准 范 空间 内 的 算 子 ” 均 认为 是 “有 界 ” 算 子 . 这 样 
一 来 , 如 此 的 “有 界 ”线性 算 子 与 “连续 ”线性 算 子 之 间 几 乎 不 存在 任何 人 们 期 望 
的 关系 了 . 所 以 我 们 必须 在 包括 一 般 的 赋 准 范 空间 中 , 重新 对 集合 的 有 界 性 作出 以 
下 的 定义 : 

定义 5 设 马 为 一 赋 “ 拟 准 ” 范 空间 , M CE, 称 M 是 (拓扑 兴 界 集 是 指 : 对 
任意 的 {Tn}CM 及 anCK 且 an 一 0, 必 有 anzn 一 9(n 一 00). 

对 于 有 界 集 我 们 作 下 面 四 个 注 记 : 

注 1 (拓扑 ) 有 界 性 是 不 弱 于 ( 拟 、 准 ) 范 数 有 界 性 的 , 因为 我 们 有 下 面 的 命 
题 : 

命题 1 ”如果 思 为 赋 “ 拟 准 ” 范 空间 , 则 M 是 (拓扑 ) 有 界 集 时 , 其 必 为 拟 准 
范 数 有 界 集 ( 即 , 存在 po > 0, 使 得 supyem ||z||* < po). 

证 明 ”如果 M (拓扑 ) 有 界 , 但 supzex |lzl = co, 则 必 存 在 {zn} C M, 有 
zn 上 * 一 oo0(n 一 oo). 不 妨 设 ||z 冯 1 (Vn eeN), 令 en = TD (vn Ee N)( 其 
中 [a] 表示 不 超过 实数 a 的 最 大 整数 ), 则 sn 一 0(n 一 oo). 注意 到 拟 准 范 数 的 次 可 
加 性 , 便 可 导出 


llenzxnl|” = 


> lll 


Mi 


ln 
E | 


llzl* = % (n= %). 
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注 2 为 什么 我 们 所 见 的 中 外 泛 函 分 析 教 材 均 简单 地 将 集合 (元 ) 范 数 有 界 集 
定义 为 有 界 集 呢 ? 其 实 , 因为 那些 书 中 均 仅 在 同 范 空间 来 讨论 问题 , 而 此 时 (拓扑 ) 
有 界 与 范 数 有 界 的 确 是 一 致 的 . 此 可 见 下 面 更 一 般 的 命题 : 

命题 ?2 当 轧 为 赋 8B* 拟 范 (0 < B* <1) 空间 时 , 其 内 集合 M 的 (拓扑 ) 有 界 
性 与 8* 拟 范 数 有 界 性 是 相同 的 (以 后 为 简便 起 见 , 当 有 可 取 工 时 , 记 为 8*). 

证 明 ”从 命题 1 我 们 已 知 , (拓扑 ) 有 界 是 不 弱 于 ( 拟 准 ) 范 数 有 界 的 . 下 面 只 
需 验证 , 当 EB 中 的 集合 M 是 8* 拟 范 有 界 时 , 其 必 为 拓扑 有 界 集 . 事实 上 , 如 果 设 
supzem ||zl| 售 < po( 其 中 jzl| 信 是 B* 拟 范 ), 则 对 于 任意 的 {zn}CM 和 anCK 且 
当 an 一 0 时 , 可 得 到 


0< ||lanznll 过 lan|® za 人 < lan|s po 一 0 (一 oo)， 


即 anzn 一 9(n 一 0). 由 此 导出 M 亦 是 (拓扑 ) 有 界 的 . 口 

注 3 值得 注意 的 是 , 对 于 赋 准 范 空间 而 言 , 从 其 集合 的 准 范 有 界 性 是 未 必 可 
得 其 (拓扑 ) 有 界 性 的 . 为 说 明 这 一 点 , 我 们 需要 介绍 下 面 一 个 命题 : 

命题 3 设 马 为 赋 准 范 空间 , 则 其 任意 ( 非 震 空 间 ) 的 线性 子 空 间 Bo 均 为 ( 拓 
扑 ) 无 界 集 . 

证 明 设 bo 为 忆 的 任 一 线性 子 空间 , 且 Eo 关 {9}. 目 必 存 在 元 0 Xo € Eo， 
又 从 Eo 的 线性 , 可 知 元 列 {nzn} C Eo. 现在 对 于 数列 伍 }, 显然 有 去 一 0. 但 


(nzo) =z0 0 (n 一 oo)， 


故 由 定义 5 可知 五 不 能 是 (拓扑 ) 有 界 集 . 品 

从 命题 3 我 们 立即 可 得 下 面 的 反例 : 

反例 ” 赋 准 范 空间 (s) 和 S[a,0| 均 为 准 范 有 界 但 (拓扑 ) 无 界 的 集合 . 

注 4* 当 轧 为 ( 非 赋 准 范 的 ) 拟 准 范 空间 时 , 其 “ 拟 准 范 数 为 0” 的 线性 子 空 
间 (注意 并 不 是 零 空间 {b}0 必 为 有 界 集 . 

事实 上 , 从 81.12 中 推理 的 证 明 中 已 知 , EB 中 所 有 “ 拟 范 数 为 0” 的 元 之 全 体 Eo 
必 为 一 线性 子 空间 . 而 对 任意 {yn} C Bo 及 任意 an 一 0, 由 Bo 是 线性 子 空间 知 


||anyn 一 ol 人 =0 (vn < N), 


即 anyn 一 0. 因而 从 (拓扑 ) 有 界 集 的 定义 可 知 , Eo 是 (拓扑 ) 有 界 集 . 口 
由 此 , 前 面 命 题 3 有 一 个 更 一 般 的 结果 : 
命题 4* 设 孔 为 赋 拟 准 范 空间 , Bo 为 马 的 线性 子 空间 , 则 
Eo 为 (拓扑 ) 有 界 集 侣 Bo C {90} ( 零 元 的 闭 包 ). 
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有 了 上 面 (拓扑 ) 有 界 集 的 定义 ( 拟 范 空间 中 , 范 数 有 界 集 的 推广 ), 就 为 我 们 揭 
示 线 性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 的 关系 做 好 了 准备 . 这 里 先 介绍 可 加 算 子 的 简单 性 
质 . 

定理 1 设 羽 和 惨 为 拟 准 范 空间 ,TT 为 忆 到 Bi 内 的 “可 加 ” 算 子 , 则 上 
的 可 加 算 子 工 具有 如 下 性 质 : 

T 在 某 点 To E 连续 一 > 人 在 全 空间 连续 . 

证 明 对 于 任意 xz1,X € B, 当 zz 一 7X1 时 , 可知 2 一 7Z1 十 zo 一 Yo, 从 而 由 了 的 
可 加 性 及 了 在 zo 点 的 连续 性 有 


T(x)— T(z1) = T(z—71) = T(r -71+70)— T(z0) 一 0. 


此 即 说 明了 z 一 z1 过 T(z) 一 T(z1). 由 zi 的 任意 性 可 知 了 7 了 在 加 上 连续 . 品 
定理 2 设 瑟 为 拟 准 范 空间 , 瑟 为 准 范 空间 . 设 了 为 吾 到 瑟 内 的 “可 加 ” 
算 子 , 则 
全 连 续 僵 全 为 “ 实 齐 性 ” ( 即 : T(Az) = 和 T(z)，VAM € R). 
证 明 由 了 “可 加 ”和 归纳 法 , 必 有 
T(nz) = nT(x), Vr € E, neEN. 
从 代 换 法 又 有 
T( 二 ) ==T(z), vzeE,meN. 
由 上 两 式 的 结合 有 
T(rtz) =7rtT(z)， Vz € ,rt e Qt+( 正 有 理 数 全 体 ). 
又 由 了 T(9) ==T(0+9)=T(0) 十 7T(9) 知 了 (9) = 0, 则 有 
9=T(0) = T(z + (7)) = T(z) + T(z), 
故 T(-z7) = 一 了 (xz) (Yz € 怠 ), 从 而 有 
T(rz) =7T(z)，VZx € EB,r € Q( 有 理 数 域 ). 


最 后 , 由 Q 稠 于 实数 域 RR、 元 与 数 乘 的 拟 准 范 之 单 边 连 续 性 、 以 及 了 的 连续 
性 , 可 导出 
T(A7) = AT(7), Vz € E,A ER. 


即 了 是 实 齐 性 的 . 品 
为 了 介绍 本 节 最 重要 的 有 关 线 性 算 子 连续 性 与 有 界 性 关系 的 定理 , 我 们 先 来 引 
入 下 面 的 定义 : 
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定义 6 设 马 和 思 为 两 个 拟 准 范 空间 , 称 巴 到 El 内 的 算 子 T 是 有 界 的 , 是 
指 :下 将 互 中 的 任 一 (拓扑 ) 有 界 集 映 为 Bi 内 的 (拓扑 ) 有 界 集 ; 称 了 为 强 有 界 的 ， 
是 指 : 存在 常数 p > 0, 使 得 


1Zzll < pllzll, Vz < 五 . 


命题 5 设 马 和 Bi 均 为 拟 准 范 空间 ,TT 为 巨 到 Bl 内 的 线性 算 子 , 则 
T“ 强 有 界 ” 一 > 全 “有 界 ”. 
证 明 对 于 台中 的 任 一 有 界 集 M, 我 们 证 明 , 当下 是 强 有 界线 性 算 子 时 , T(M) 
必 为 Bi 中 的 有 界 集 . 
事实 上 , 对 于 任意 的 {yn} CT(M), {an} C KK 且 on 一 0 一 oo). 首先 , 取 一 元 
列 {zn} C M, 使 得 y,, = T(zn). 注意 到 人 的 线性 及 强 有 界 的 假设 , 对 于 任意 ne N， 
我 们 有 


0 < ||lanynl| = |lanT (xn) = IT (Qnzn)l| < pllanznll. 
其 次 , 从 M 是 有 界 集 的 假设 , 立即 有 anzn 一 9(n 一 00), 从 而 上 式 导 出 : anyn 一 
9(n 一 co), 此 即 说 明 T(M) 是 有 界 集 , 故 了 为 有 界 算 子 . 口 


注 1 对 于 赋 准 范 空间 , 命题 5 的 逆 命题 是 不 正确 的 ( 即 : 线性 算 子 的 有 界 性 
推 不 出 其 强 有 界 性 ). 此 可 见 下 面 反例 : 

反例 1 对 于 两 个 8* 范 空间 : E = (481), Bi = (4 已) (其 中 0< < 大 入 1)， 
从 代数 意义 上 (从 元 的 组 成 ) 可 知 : (lp ) C (Lp ). 令 线性 算 子 为 

IT( 恒 等 算 子 ); (4 人 ) 一 (人 饭 ) 

( 即 当 ze (如 ) 时 , 邻 Iz = 二 x€ (bl 局 )), 则 了 为 有 界 但 非 强 有 界线 性 算 子 . 

验证 ”从 本 节 命 题 2 我 们 知道 ,上 面 的 空间 中 的 “有 界 集 ” 等 价 于 “6B* 拟 范 有 
界 ” 集 . 由 此 可 知 了 为 有 界 算 子 . 事实 上 , 若 ||zjls, < Mo, 则 ls <1. 故 
下 的 每 个 坐标 的 绝对 值 一 定 不 超过 1, 再 注意 到 6 < 2, 便 知 ss <1. 
由 此 可 知 

lzlles < (Mo)a. 

此 即 说 明了 为 有 界 算 子 . 

(也 可 以 从 另外 的 角度 说 明 此 问题 : 注意 到 


llzllas < llzlls,, vllzlle, <1, 


则 知 了 为 连续 线性 算 子 , 再 从 后 面 定理 3 也 可 知 了 为 有 界 算 子 .) 
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但 是 I 不 能 是 “ 强 有 界 ” 的 . 事实 上 , 反之 车 存在 p > 0, 使 得 
lIzlle; = |lIzllas < pllzlle,, Vz € (£0). 


》 你 应 和 p》 Iérl, (Vv{ée} € (68:)) 
k=1 k=1 


成 立 . 但 是 当 特 取 元 列 zn = (n,0,0,…) e (经 ) 时 (Vn e N), 代入 上 式 则 可 得 到 
ns- < 2 <p (vneN). 


注意 假设 成 - 6 > 0, 故 知 上 式 是 显然 不 能 成 立 的 . 口 
注 2 即使 对 于 赋 范 空间 , 当 其 间 的 算 子 不 是 “可 加 ”的 时 , 从 算 子 的 有 界 性 
也 推 不 出 其 “ 强 有 界 性 ”. 此 可 以 从 下 面 的 反例 看 出 : 
反例 2 设 轧 为 典范 空间 , 令 如 上 的 泛 函 ( 即 忆 到 数 域 区 内 的 算 子 ) p(zZ) 定 
义 如 下 : 
p(x)=|lzl|*, vr eBE 


(其 中 :0 < 入 关 1). 从 本 节 命题 2 显然 可 知 , p(T) 是 “有 界 ” 泛 函 , 但 同样 显然 的 是 
D(Z) 不 是 “ 强 有 界 ” 泛 函 . 
验证 ”事实 上 , 如 果 有 p > 0, 使 得 


llz|=p(z) < pllzll, vz eB, 


he lz 
Rl 
i zll 一 co (入 > 1)， 
各 lIzI 
TL 
lzl2o llzll on 
均 可 导出 矛盾 . 口 


注 3* 可 以 证 明 本 节 的 命题 5, 当 那 里 的 全 从 “线性 ” 减弱 为 “可 加 ”( 或 “ 正 
齐 性 ” ) 时 , 其 结论 仍然 正确 . 即 有 : TT“ 强 有 界 ” 过 了 “有 界 ”. 对 于 “可 加 ”或 “ 正 
齐 性 ” 算 子 , 此 时 仅 需 将 那里 证 明 中 的 an 换 为 土 即 可 ( 见 后 面 命题 7). 

注 4 如 果 仅 为 了 将 命题 5 推广 到 “可 加 ” 算 子 , 我 们 只 要 注意 上 面 定 理 2 的 
证 明 即 可 . 因为 此 时 , 我 们 由 算 子 全 的 “可 加 性 ”得 到 


T(rz) = rT(7)，VX E 忆 ，Vr € (有 理 数 ). 
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再 来 介绍 两 个 命题 , 而 此 两 个 命题 将 使 我 们 以 后 能 将 “线性 ” 算 子 的 连续 性 与 
有 界 性 的 定理 推广 到 “可 加 ?” 算 子 . 先 给 出 下 面 定 义 : 
定义 7* 空间 巨 上 的 准 范 数 ||z||* 称 为 均衡 的 (或 单调 的 ) 是 指 其 满足 


llazl” < llzll’, vz € E, lal 和 1 


(注意 , 从 上 面 的 定义 容易 导出 , 对 于 任意 的 ze EB, 均 有 

GD [Xz = |lzl, VIA = 了 

(i) az < [IA2zll*, VIAil < |X2l.) 

命题 6* 空间 EB 上 的 任意 准 范 ||zj|* 必 (拓扑 ) 等 价 于 某 一 均衡 准 范 ||zj|i. 
证 明 在 空间 忆 上 定义 


llzll* 会 sup |Xzl*，Vz eh. 
IA|g1 


可 以 证 明 ||zxllt 必 为 一 个 准 范 数 , 并 且 显 然 有 
llz*|| < lzlli, Vz E 五 ， 


故 知 : ||z|lt 一 0 培 ||zl* 一 0. 

另 一 方面 , 对 任意 元 列 {zn}, 若 有 ||zn| 一 0, 从 ||zxllf 定义 及 连续 函数 p( 和 A) = 
IXzll* 在 |A| < 1 上 可 取 到 其 最 大 值 ， 故 知 必 存 在 数列 {An}, 使 得 | 和 Mn| < 1 且 
zz 上 = ||Anznl|” (Yn € NN). 这 样 由 准 范 数 对 数 乘 的 二 元 连续 性 , 导 得 ||zn||t 一 0. 
由 此 导出 两 个 准 范 ||z| 与 lz| 是 等 价 的 . 口 

命题 7* 设 媚 为 典 准 范 空 间 ，M 为 妃 中 的 一 个 子 集 , 则 下 面 3 个 性 质 是 等 价 

人 对 任意 {Zn} C M, 均 有 加 一 9(n 一 00). 

(说 对 于 任意 > 0, 存在 6 > 0, 使 得 当 |M 和 6 时 ,有 AM C Be(0). 

(这 ) M 为 有 界 集 . 

(此 为 判断 M 为 有 界 集 的 一 个 简洁 命题 !) 

证 明 首先 , 注意 到 在 等 价 准 范 数 下 , 元 列 的 收敛 性 是 相同 的 (所 诱导 的 拓扑 
是 相同 的 ), 故 从 上 面 命题 6*, 不 妨 假设 上 的 准 范 数 是 “均衡 的, 再 来 验证 本 命 
题 的 结论 . 

人 全 (让; 反 设 , 车 结论 (ii 不 成 立 , 则 对 某 so > 0 和 任意 6 > 0, 均 存 在 hs, 使 
得 |Xi| < 56, 但 和 NsM 4 Bc,(0). 由 此 我 们 断言 : 对 于 任意 的 nn 均 有 寺 M & Beo(0). 事 
实 上 , 车 此 断言 不 成 立 , 则 必 存 在 no € N, 使 得 去 MC Beo(9). 由 此 , 当 令 5 = 去 
时 , 如 果 |A| < 去 , 则 由 准 范 数 的 均衡 性 , 我 们 得 到 


AM = smo M C MnoBe, (0) © Be, (0). 
0 
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这 显然 与 归 廖 假 设 矛盾 , 故 断 言 是 成 立 的 . 由 此 断言 , 我 们 可 以 选 出 元 列 {z8}, 使 有 
化 本 > eo (Vn EN). 而 此 显然 与 (i) 矛盾 . 

多 一 (区 : 设 任意 {zn} C M, {an} C K 且 有 on 一 0(n 一 co), 则 对 任意 的 
e > 0, 由 (这 知 , 存在 6 > 0, 使 得 当 | 和 | < 56 时 , 有 A 和 AM C Be(0). 由 an 一 0(n 一 00)， 
又 知 必 存 在 N € N, 使 得 |an| < 5 (Yn > N). 由 此 则 可 导出 


anzn E an C Be(0) (vn > N). 
即 ||anznl]* <e (Vn > N), 从 而 得 到 
an2Zn 一 0(n 一 oo)， 


由 定义 5, 此 即 M 是 (拓扑 ) 有 界 集 . 
(ii 全 (i): 是 显然 的 . 品 
为 了 导出 在 拟 准 范 空间 中 有 关 可 加 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 的 关系 , 我 们 还 须 给 
出 如 下 命题 : 
命题 8 ” 设 马 为 赋 拟 准 范 空间 , 了 为 “可 加 ”( 或 “ 正 齐 性 ”) 算 子 . 如 果 了 为 
有 界 算 子 , 则 有 
lz =0=>31Tz|l|S =0, vz eE. 


证 明 反之 , 如 果 由 zo € E, 使 得 ||zoll 仿 =0 但 ||Tzxoll 信 去 0. 由 0 < |Inzoll 人 < 
nl|zxol| 今 , 可 知 |Inzoll 售 = 0 (Yn € N). 对 任意 点 列 {ngzo} C {nzo} 以 及 ak 一 
0 (ak € K,k € N), 由 上 可 知 0< ||Ingzo—0||S = ||InxzollS < nxllzollS = 0(k € N), 从 
而 nkzo 一 90(k 一 co). 由 拟 准 范 对 数 乘 的 二 元 连续 性 , 可 知 ak(mkzo) 一 0 (n 一 00). 
因此 得 出 {nzo} 为 有 界 集 . 

由 了 为 “可 加 ”( 或 “ 正 齐 性 ” ) 有 界 算 子 , 故 知 {T(nzo)} = {nT(zo)} 是 万 中 
的 有 界 集 , 因此 应 有 


=[nT(z0)] = O(n = 00), 


即 ||Txol| 今 = 0, 与 归 廖 假设 矛盾 . 口 
有 了 上 面 的 准备 , 我 们 可 以 介绍 下 面 有 关 线 性 算 子 的 连续 性 、 有 界 性 及 强 有 界 
性 之 间 关 系 的 两 个 定理 : 
定理 3 设 马 和 Bi 均 为 赋 拟 准 范 空间 ,了 为 忆 到 I 内 的 “可 加 ”( 或 “ 正 齐 
性 ”) 算 子 , 则 
厂 在 0 点 连续 兮 卫 有 界 
( 故 当 全 为 “可 加 ” 算 子 时 即 有 : 下 连续 兮 了 了 有 界 ). 
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证 明 “=>”: 当代 为 “可 加 ”( 或 “ 正 齐 性 ”) 连续 算 子 时 , 对 于 E 中 任意 有 
界 集 M, 任 取 {yn} CT(M), 则 存在 {zn} c M, 使 有 


yn = T(zn) (Vn € N), 
于 是 由 M 的 有 界 性 则 知 加 一 9(n 一 oo). 而 再 由 了 在 9 点 的 连续 性 及 “可 加 
性 ” (或 “ 正 齐 性 ” ), 有 


如 _ Tn) =T( 字 ) 一 了 (0) (n— 0%), 


也 即 得 出 T(M) 为 Bi 中 的 有 界 集 , 从 而 全 为 有 界 算 子 . 
“后 ”: 反之 , 假设 了 在 0 点 是 不 连续 的 . 由 此 , 存在 {zn} C 已 使 有 zn 一 0 但 


T(zn) -2 00 一 oo). (2.1.1) 


注意 到 前 面 命题 8, 我 们 不 妨 可 取 上 面 的 {zn} 其 拟 准 范 均 有 |lznl| 关 0 (vn e 
N) (因此 时 lznl| = 0 必 导 出 zn) = 0, 故 可 以 把 使 得 7(zn)l| = 0 的 元 zn 册 
掉 ) 

令 徊 = | -民有 | Vne N) (这 里 四 ] 代表 小 于 c 的 最 大 整数 ) 5 = knzn (Vn e 
N). 注意 使 用 拟 准 范 的 三 角 不 等 式 , 有 


||znl|= ||knznl| < knllznll 


-[ el 


< llzal| | 
||zxn|| 一 0(n 一 oo) 
~ Ve 


故 由 定义 可 知 {Zn} 是 避 中 的 有 界 集 , 因而 从 了 是 有 界 算 子 的 假设 可 知 {T(zn)} 亦 
为 本 中 的 有 界 集 . 注意 到 kn 一 oo0(n 一 00) 以 及 了 是 “可 加 ”( 或 “ 正 齐 性 ” ) 算 
村; 则 有 


T(zn) = TE) el 


与 式 (2.1.1) 矛盾 ! 故 了 工 在 z= 0 点 是 连续 的 . 


(此 定理 的 后 一 结论 显然 可 以 由 前 面 定理 1 导出 .) D 
定理 4 设 马 和 到 均 为 赋 拟 范 空间 ,了 为 己 到 Bl 内 的 “可 加 ”( 或 “ 正 齐 
性 ”) 算 子 , 则 


下 在 0 点 连续 < TT 有 界 < 全 了 强 有 界 
( 故 在 工 是 “可 加 ” 算 子 时 , 即 有 : 全 连续 <=> 全 有 界 < T 强 有 界 ). 
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证 明 ”从 上 面 定理 3, 我 们 只 要 证 明 :“T 强 有 界 全 了 在 0 点 连续 和 “7 有 
界 仿 了 强 有 界 ” 则 可 . 而 从 强 有 界 算 子 的 定义 (参见 定义 6), 上 面 第 一 个 结论 是 显 
然 的 , 因此 下 面 仅 证 明 上 面 第 二 个 结论 : 

设 7 是 有 界 算 子 , 反之 , 如 其 不 是 强 有 界 算 子 , 则 对 任意 的 n € N, 必 存 在 zn， 
使 得 

上 (za 人 > mlznll 和 (YeN). (2.1.2) 

同样 注意 到 前 面 的 命题 8, 若 上 式 成 立 , 必 有 |lzn| 和 关 0 (vn e N). 由 此 , 我 们 可 取 
一 正 有 理 数 列 {rn"}, 使 其 满足 


5llznlle smsllznlle (vn EN) (2.1.3) 
注意 到 在 拟 范 空 间 中 , (拓扑 ) 有 界 等 价 于 “ 拟 范 数 有 界 ”( 本 节 命题 2), 由 此 可 知 


{ 畦 } 为 马 中 的 “有 界 集 ”, 从 而 由 工 有 界 性 假设 知 {了 (天)} 亦 为 空间 请 中 的 有 
界 集 , 同 理 可 知 {I|T( 召 ) 咱 人 } 亦 为 有 界 数 集 . 因此 , 存在 正 数 p > 0, 使 得 


| 本 上 <p (vneN). (2.1.4) 


最 后 , 从 全 “可 加 ”或 “ 正 齐 性 ”假设 以 及 式 (2.1.3) 和 (2.1.4) 可 导出 
上 IT(za)ll 和 rnp 和 pllznll 和 人 (vn es N). (2.1.5) 

式 (2.1.5) 显然 与 归 雇 假设 关系 式 (2.1.2) 矛盾 , 因此 得 证 . 口 

注 前面 定义 6 后 的 注 1 曾经 指出 , 当空 间 为 赋 准 范 空间 时 , 即使 了 为 线性 算 
子 , 从 全 的 有 界 性 是 推 不 出 其 强 有 界 性 的 . 

定理 5 设 忆 和 i 均 为 赋 拟 范 空间 ,了 为 书 到 Bl1“ 上 ”( 即 “ 满 ") 的 可 加 算 子 ， 
则 全 存在 连续 的 北 算 子 人 -1 的 充 要 条 件 是 : 存在 数 o > 0, 使 得 

IT(z)|| 2 ollzll, Vr ee 五 . 

证 明 “<<”: 首先 , 从 了 的 可 加 性 及 范 数 的 定义 和 上 关系 式 的 假设 显然 可 知 
丰 是 “1 的, 即 逆 算 子 T-! 存在 . 其 显然 是 可 加 的 . 此 外 , 对 于 任意 元 ye 到, 由 
T“ 满 ” 的 假设 , 知 必 有 唯一 的 元 ze ,使 有 T-1(y) = z, 故 从 上 关系 式 则 有 


llyll = TD zollzll = lz 一 人) (Vy € Bi). 


也 即 可 加 算 子 7-! 是 强 有 界 的 . 由 此 从 上 面 定理 4 立即 得 出 了" 是 连续 的 . 
“一 ”: 如 果 T-1 存在 且 连 续 , 由 其 亦 为 可 加 算 子 , 故 从 上 面 定理 4 可 知 了 
是 强 有 界 的 . 也 即 存在 数 了 > 0, 使 得 


1 
mu el < =Ilyll, vy eB 
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最 后 , 注意 到 了 是 “ 满 ” 算 子 , 当 令 5 一 T+(y) 时 , 从 上 面 立即 得 出 
TO > ollelh, vr e E. 


下 面 我 们 给 出 一 些 线 性 连续 和 不 连续 算 子 ( 泛 函 ) 的 例子 : 

例 1 设 En) 为 nn 维 赋 准 范 空间 , Ei 为 任意 赋 拟 准 范 空间 . 那么 , 从 E(n) 到 
1 的 任意 线性 算 子 均 是 连续 的 . 

证 明 ”从 前 面 定 理 1, 我 们 只 需 证 明 T 在 9 点 连续 即 可 , 而 此 结论 是 明显 的 . 
事实 上 , 当 在 En) 中 取出 一 组 基 {el, ez,… ,en} 后 , 对 于 任意 的 元 ZE Bln), 当 设 
7 二 )jk-1ékek 时 ,由 了 线性 的 假设 , 则 有 


To = | (Déen))| < Do ésTCeal. (2.1.6) 
k=1 k=1 
注意 到 81.5 中 的 引 理 1 后 的 注 2, 我 们 立即 导出 : 当 z 一 9 时 , 必 有 一 0(1 <k< 
中 . 而 从 ( 拟 ) 准 范 数 “ 数 乘 的 单 边 连 续 性 , 从 式 (2.1.6) 立即 导出 
Z 一 0 一 了 (Z) 一 0. 


也 即 线性 算 子 了 在 原点 9 是 连续 的 . 0 
注 1 当 Bln) 为 ( 非 赋 范 的 ) 赋 拟 范 空间 时 , 例 1 的 结论 未 必 成 立 . 可 见 81.6 
性 质 3 下 面 的 反例 . 
注 2 当 书 为 "无穷 维 " 典范 空间 时 , 其 上 的 线性 泛 函 未 必 都 连续 . 
反例 设 媚 为 Clo 引 中 在 如 E (sb) 点 可 导 的 函数 组 成 的 线性 子 空间 , 妈 


= {zeECla,b]|: z(to) 存 在 , 其 中 to € (a,b)}. 


在 已 上 定义 泛 函 fo, 使 得 fo(z) = z(to) (Vx € E). 则 fo 显然 是 线性 的 . 特 取 
{Zn} C Cl[a,0], 使 得 zn(t) = 二 sinn(t 一 to) (Yn € N), 则 有 


1 1 
| <= 0 ; 
en = mass | sinn(t —to)| < £ = O(n 一 oa) 


但 由 
|fo(zn)|= |zn (to)| 


1 
一 | (ncosn(t — to))t=to 


=|cosn(to ~—to)|=1»0 (no 一 oo) 


可 知 , fo 在 9 点 是 不 连续 的 , 从 而 在 上 也 不 连续 . 品 
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例 2 巨 会 C(T) (在 具有 连续 “曲率 ”的 闭 曲 线 下 上 定义 的 连续 函数 全 体 )， 
Bi 全 C(G) (这 里 , G 为 工 所 围 成 的 区 域 )， 定义 从 互 到 上 的 算 子 T: z(t) 性 
y(&,m) (其 中 y(&,n) 为 以 z(t) 为 “ 边 值 ”所 定之 偏 微分 方程 中 关于 Direchlet 问题 的 
解 ), 此 即 “ 热 传导 ”方程 
Oy 2/O0%Yy Oy 
Bt (se 2 
的 “第 一 边 值 ”条 件 (Direchelet 边 值 条 件 ) 之 解 . 

从 方程 性 质 , 显然 知人 为 线性 算 子 , 且 从 此 解 对 “ 边 值 ” 条 件 连 续 依赖 , 可 知人 
亦 为 连续 算 子 . 

例 3 设 (Q,B,1) 为 测度 空间 , 特别 地 , 当 J(Q) = 1 时, 其 称 为 “概率 空间 ”， 
(Q, B,4) 上 可 测 函 数 z(w) 称 为 “随机 变量 ”. 对 任意 的 BE B, 1(B) 称 为 B 的 “ 概 
率 ”, 而 “数学 期 望 (均值 )”e(z) 定义 如 下 : 


e(Z) = 上 zone VZ 一 Z(w) EL(QN,B,wn). 


今 我 们 特 取 Q = [0,1], 4 为 Lebesgue 测度 , 则 上 面 的 e(z) 必 为 定义 在 “可 测 函 数 空 
闻 ”5[0,1]( 赋 准 范 空 间 ) 中 所 有 “二 可 积 函数 ?所 组 成 的 线性 子 空间 (ZL1[0,1],]-||*)( 注 
意 , 其 中 “成 员 ” 均 在 D10,H] 中 , 但 仍 以 5[0,1] 的 “ 难 范 数 ” 定义 度量 ) 上 的 线性 而 
不 连续 泛 函 . 

验证 ”显然 , e(z) 是 “线性 的 ”. 此 外 , 特 取 
5S[0,1] 中 的 元 列 {zn}( 如 图 2.1 所 示 ): 


1 
n2t (ST 
1 2 
Tn(t) 2n — n2t, 克 <t< 2 
2 
0， 有 


则 必 有 ||znj|* 一 0(n 一 oo). 注意 到 81.3 中 5[0, 1] 
空间 的 “ 准 范 ” 收敛 即 为 “ 依 测度 ”收敛 , 以 及 


{Zn} GC (Ll[0, 1 | “ | 
但 却 有 
i -人 za(t)dt =1 (YneN), 
0 


故 e(z) 不 连续 . 口 
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82.1 附录 * 赋 准 范 、 拟 范 空间 中 线性 而 不 连续 泛 函 的 存在 性 


定义 8 设 马 为 线性 空间 , 瑟 为 思 的 一 个 子 集 . 若 

(i) 瑟 中 任意 “有 限 个 元 ” 均 是 线性 无 关 的 ， 

(这 巨 中 的 任意 一 元 必 可 表示 为 百 中 某 有 限 个 元 的 线性 组 合 ， 
则 称 互 为 五 中 的 Hamel 基 . 

注 空间 妃 中 的 元 对 于 五 中 的 元 的 线性 表示 必 唯 一 . 

由 Zorn 引 理 ( 例 , 参见 83.1) 不 难得 到 以 下 两 个 命题 : 

命题 1 任意 线性 空间 必 存 在 Hamel 基 . 

命题 2 ”任意 线性 空间 五 的 一 个 子 集 MM, 如 果 是 “线性 无 关 ” 的 元 组 成 ( 即 M 
中 的 任 有 限 个 元 必 线 性 无 关 ), 则 吾 中 必 存 在 一 个 Hamel 基 万 , 使 得 M C HH. 

证 明 首先 , 设 集 4 满足 M Cc A c EE 且 4 中 的 任意 “有 限 元 ” 均 是 线性 
无 关 的 (显然 4 是 存在 的 , 且 由 非 零 元 组 成 ), 并 设 这 样 的 集合 的 全 体 组 成 的 集 类 
为 下 = {A}. 然后 , 以 集 间 的 “包含 关系 ”建立 “ 序 ” 关 系 . 我 们 不 难看 出 , 如 果 
{A4s: 入 EA}C 为 一 “全 序 ” 集 , 那么 集合 4 = U\ecA 4、 就 是 {4、} 的 一 个 “上 
界 ”. 从 而 知 天 是 满足 Zorn 引 理 的 条 件 的 , 故 必 存 在 一 个 “ 极 大 元 ”B ( 常 称 为 空间 
五 的 一 组 “Hamel 基 ”). 

其 次 , 证 明 上 面 集 B 的 线性 组 合 之 全 体 [B] 就 是 整个 空间 E. 事实 上 , 反之 如 果 有 
元 zo e ,使 其 不 能 由 B 中 的 任意 “有 限 元 ”线性 表示 , 那么 由 于 集 吾 = {zojUBeF 
且 有 B < B, 故 与 上 面 B 为 极 大 元 的 取 法 相 矛 盾 , 此 即 导出 B = [B]. 口 

定理 1 任意 一 个 典 “ 拟 准 范 ” 而 非典 “ 准 范 ”的 空间 均 存 在 着 ( 非 0 的 ) 线性 
而 不 连续 的 泛 函 . 

证 明 设 马 是 一 个 赋 “ 拟 准 范 ” 而 非 赋 “ 准 范 ”的 空间 . 由 假设 , 存在 zo e 媚 ， 
使 得 zo 关 9 但 ||zxol| 信 = 0. 由 命题 2, 存在 EB 中 一 Hamel 基 玉 , 使 得 zo e HH. 设 


站 和 寺 {ha: 入 E A} {zo}. 


作 记 上 的 泛 函 fo 如 下 : 对 任意 的 元 ze 五. 当 其 有 (唯一 ) 表达 式 


2 三 65070 十 > ékhas( 其 中 {ha R=1 CH) 
k=1 
时 , 令 fo(z) = é&0. 
由 Hamel 基 的 性 质 ( 即 : x 的 表达 式 唯一 ), 不 难 验 证 fo 为 线性 沁 函 . 注意 到 
“( 拟 ) 准 范 ” 的 三 角 不 等 式 , 从 设 ||zol| 今 = 0 可 知 |lnzoll =0 (vn € N), 故 


nro—0 (一 oo). 
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但 是 fo(nzo) = mjo(zo) =n 一 oo 人 一 oo), 故 万 在 z=0 点 不 连续 . 口 
定理 2 ”对 任意 无 穷 维 的 典 “ 准 范 ” 空 间 瑟 , 均 存 在 着 ( 非 0 的 ) 线性 而 不 连续 
证 明 设 五 是 中 的 一 个 Hamel 基 , 取出 一 列 元 {hn} c 互 . 注意 到 准 范 “ 数 

乘 ” 的 单 边 连续 性 , 可 以 取出 一 个 正 数列 {6%}, 使 得 

| (2.1.7) 


m l 
工 二 》 人 jx 本 >》 mh (其 中 : {ha }i1 CH \ {hn}), 
k=1 i=1 


则 令 


显然 , fo 是 线性 的 , 但 由 式 (2.1.7) , 以 及 


fo(6nhn) = =1 (vneN), 


则 知 fo 在 xz = 9 点 不 连续 . D 


82.2 ”连续 (有 界 ) 线性 算 子 空间 与 全 连续 ( 紧 ) 算 子 


此 节 仅 对 赋 ( 拟 ) 范 空间 来 讨论 , 因为 在 赋 准 范 空间 中 连续 线性 算 子 未 必 是 强 
有 界 算 子 , 从 而 无 法 定义 该 算 子 的 范 数 . 

定义 1 设 忆 和 Bi 均 为 赋 ( 拟 ) 范 空 间 , 而 L(B 一 BI) 为 到 到 内 的 线性 
算 子 全 体 . 在 其 中 对 任意 的 了 TT, 了 ,Tz €E L( 轧 一 妃 ),a € 区 ,定义 加 法 “二”: Ti 十 了 TD， 
数 乘 “.”: a .了 如 下 : 


(TH 十 72)(Z) 21 (zx) 十 72(Z)， 
(a.T)(Z) = aT(z); Vz € E,a € K. 


容易 验证 , 此 时 L(E 一 1) 成 为 线性 空间 . 
定义 2 设 马 和 i 均 为 赋 ( 拟 ) 范 空间 , 而 B(B 一 到) 为 轧 到 El 内 的 “ 连 
续 ” 线性 算 子 全 体 . 从 定义 1 知 , 其 亦 成 为 一 线性 空间 . 令 


人 . 
lITI = inf{p: lITzl| < pllzll, Vz € E} 
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为 有 界线 性 算 子 了 的 范 数 (从 82.1 的 定理 4 知 , T “连续 ”' 作 “ 强 有 界 . ” 故 上 定义 
是 有 意义 的 . 下 面 我 们 可 以 证 明 了 确 为 一 范 数 , 故 有 (已 一 惨 !) 构成 一 赋 ( 拟 ) 范 空 
间 ). 

注 从 上 面 定 义 中 , 必 有 


上 zl < NTI lsll, Yr eB. 


zl 全 sup NT(z)ll, lITlls 全 sup IT(2))l, 
||zll=1 lzl|g1 
则 有 | = zl = ||Tll. 
证 明 ”一 方面 , 由 上 面 的 注 及 ||Tll 和 ||T||2 的 定义 知 


lITIl < NTs = sup Tc 和 sup NTI = 1 
llzlls1 lzlls1 


男 一 方面 , 由 ||Tlli 的 定义 有 T(z) = zl TW 才 六 < llzl II (Vz 冯 9), 故 
(es Ga (Vz #0). 
而 此 式 显然 对 z = 0 时 也 成 立 , 故 由 | 的 定义 知 
lITH < 1 


综合 以 上 两 方面 , 则 可 得 到 本 命题 结论 . 品 

为 了 下 面 一 些 定理 的 需要 , 再 介绍 一 个 命题 , 它 的 证 明 将 在 第 三 章 讲述 Hahn- 
Banach 定理 的 推理 时 给 出 . 

命题 2 (无 穷 多 个 连续 线性 泛 函 的 存在 定理 ) 设 王 为 赋 ( 拟 ) 范 空间 , 对 于 任 

意 的 元 了 头 0( 对 应 地 ||zol| 关 0), 必 存 在 媚 上 一 个 连续 线性 泛 函 万 , 使 得 ||fo|| =1 
及 ja(zo) = ||zo||. 

(注意 , 由 于 在 定义 2 中 , 当 令 = K ( 数 域 ) 时 显然 看 出 , 此 时 B(E 一 区) 即 
为 上 的 所 有 连续 线性 泛 函 的 全 体 , 通常 记 为 B*, 因此 , 对 于 五 上 的 任意 连续 线 
性 泛 函 f, 范 数 | 用 是 有 定义 的 .) 

有 了 上 面 的 命题 , 我 们 可 以 得 到 下 面 的 定理 : 

定理 1 设 马 为 赋 拟 范 空间 , B1 为 赋 ( 拟 ) 范 空间 , 则 所 有 连续 线性 算 子 全 所 
组 成 的 空间 B( 轧 一 1) 赋 以 上 面 定义 的 范 数 || 了 |, 亦 构成 一 个 赋 ( 拟 ) 范 空间 . 

证 明 首先 说 明 , B(B 一 Bi) 必 不 是 零 空间 ( 即 仅 有 “ 零 ” 算 子 的 空间 ), 从 而 
相应 的 讨论 才 有 意义 . 事实 上 , 从 上 面 命题 2, 对 ||zol| 夫 0, 必 存 在 连续 线性 泛 函 fo， 


使 得 : ||fol| = 1 及 fo(zo) = ||zoll. 这 样 , 任 取 We Bi(llyi|| 关 0), 作 轧 到 Bl 内 的 算 
子 了 如下: 
Ti(z) = fo(z)yn, Vz €Db, 


则 工 显 然 是 一 个 连续 线性 算 子 , 而 且 五 关 0( 零 算 子 ). 

下 面 验证 | 了 Tl| 是 一 个 ( 拟 ) 范 数 : 

Q) 对 任意 人 Te B(E 一 1), 显然 有 TI| > 0, 并 且 当 ||T| = 0 时 , 由 命题 1 即 
知 supzesi() Tzlli = 0, 也 即 


||Tzlli 一 0，VZE 91 (五 ). 


故 当 El 是 赋 “ 范 ”空间 时 , 便 有 T(z) = 9 (Yz € S51(E)). 由 此 可 知 T(x) = 
lz 和) = 9 (vllzl| 售 六 0)， 再 由 $2.1 的 命题 8 可 知 , 当 |jzl| 介 = 0 时 , 亦 有 
T(z) 咱 = 0. 综合 上 面 两 种 情形 便 可 导出 T(z) = 9 (Yz € 万 ), 也 即 T= 0( 零 算 子 ). 

此 外 , 由 ||T|| 定义 容易 看 出 

©) | + Bl < D+ NT. 

(i) |laT|| = lall|TIl, v Ti, Ts,T € B(E Ei), oe Kk. 
因而 证 得 8(B 一 Ei) 在 上 面 定义 的 范 数 || 了 | 之 下 构成 了 一 个 赋 ( 拟 ) 范 空间 . 口 

注 与 上 面 类 似 , 当 万 为 赋 有 拟 范 空 间 , Bi 为 赋 6 ( 拟 ) 范 空间 (0 < B<1) 
时 , 其 相应 的 连续 线性 算 子 空间 B( 互 一 i) 仍 可 按 上 面 定义 2, 构成 一 个 赋 B( 拟 ) 
范 空 间 . 

事实 上 , 如 果 了 e B(E 一 忆 ), 则 由 82.1 中 的 命题 2 以 及 定理 3 的 证 明 可 知 , 了 
亦 为 有 界 算 子 , 因此 存在 p > 0, 使 得 


sup ||IT(z)| < p. 
lzll=1 
于 是 , 对 任意 元 ||zl| 闫 0, 由 于 Fr 故 


,> 上 (| -| 


1 = zl T(z)Ih. 
Iz |z| 


也 即 导 出 
上 (zc)lla < pllzll. 
当 再 次 注意 到 82.1 的 命题 8 及 定理 3, 则 知 上 面 的 不 等 式 对 |lz|| = 0 也 是 成 立 的 
(即使 当 和 El 是 赋 8 拟 范 空间 时 ). 
由 此 导出 
IT(z) < pllzll, Vz € E. 
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这 样 一 来 , 我 们 可 以 类 似 上 面 定义 2 来 定义 算 子 工 的 范 数 II 外. 并 且 完 全 类 似 
上 面 定理 1 的 证 明 , 可 知 8(BZ 一 Bl) 此 时 亦 为 赋 8( 拟 ) 范 空间 (但 有 可 能 只 含有 零 
算 子 ). 

定义 3 设 忆 和 Fi 为 拟 范 空间 (或 有 拟 范 空间 , 0 < < 1), 则 在 其 连续 线性 
算 子 空间 B( 轧 一 记 ) 上 可 定义 两 种 “拓扑 ”(“ 收 敛 性 ”): 

(i) 按 B(E 一 忆 ) 拟 范 (B 拟 范 ) 收敛 , 称 一 致 收敛 . 即 有 :TT 
当 且 仅 当 | 一 To|| 一 0 (mn 一 oo). 

(ii) 算 子 Ti 强 收敛 于 TH, 是 指 


(一 致 ) 


— To (一 oo) 


Tx.(z) ~ ToD 一 0 = %), Yr € BE. 
注 设 {7.,, To} C B(E 一 五 1 )， 则 有 
IIT = Tol| = 0 1T(7) -To(z)h = 0,(n 00), Vr EE 


( 即 : 算 子 列 的 一 致 收敛 强 含 着 其 强 收敛). 
事实 上 , 仅 注 意 到 关系 式 


(7 — To) DN < I = Toll: llzll Vz € ,neN) 


即 可 导出 结论 . 

下 面 的 定理 是 显然 的 : 

定理 2 在 定理 1 的 假设 下 , 如 {Th,To} CB(E 二 忆 ), 则 | 一 To|| 一 0 < 
在 互 的 任意 “有 界 ” 集 (此 时 也 即 “ 按 范 有 界 集 ”) 上 , Tn(z)“ 一 致 收敛 于 ”To(z). 

定理 3 设 马 为 “ 拟 范 ” = i 为 赋 范 空间 , 则 

“ 赋 范 ”空间 B( 互 一 1)“ 完 备 ”< 寻 BI “完备 ”. 

证 明 “一 ”: 对 任 一 Cauchy 列 {yn} C Bi, 由 前 面 (有 关 无 穷 多 个 连续 线性 
泛 函 的 存在 ) 的 命题 2 可 知 : 任 取 zo € E, 使 得 ||zol| 坟 0, 则 存在 fo € E*, 使 得 
lfol| = 二 1 及 jo(zo) = |lzoll ( 即 fo 去 90). 作 算 子 列 {Tn}, 使 得 


fo(7) 
T(z) = 有 jj vreEE (vneN). 


那么 , Tn(n € N) 显然 是 从 五 到 Ei 的 线性 算 子 , 且 有 


rah = | I A 


82.2 连续 (有 界 ) 线性 算 子 空间 与 全 连续 ( 紧 ) 算 子 . 103 . 


由 此 可 知 {Tn} C B(E 一 Ei1). 
此 外 , 又 从 关系 式 


1 — Tl| = js 上 — Tn ) 2) 


sll wp | (rym) 


||yn — Ym 
< sup ee ||foll: |lzl| 
llzll=1 |fo(zo)| 


_ [yn — Ymlli 
|fo(zo)| 


知 {7T%} 为 空间 8B(B 一 到) 内 的 一 个 Cauchy 列 , 因而 由 假设 B(E 一 到) 的 “完备 
性 ”可 知 : 存在 To & 8B(E 一 1), 使 得 


| 一 2 一 0 (n= oo%0). 


从 而 可 以 得 到 Th(z0) 一 To(zo) (mn 一 00). 此 即 导 出 


一 0 (n,m— 00) 


yn 一 了 0(zoj(e EF1) (n= oo) 


也 即 证 得 B1 是 完备 的 . 
和 ”: 对 任意 的 Cauchy 列 {Th} C 8(B 一 包 ) 及 任意 的 元 ze 五 , 均 有 


上 zz(z) — Tm(z)l|= (Tn — Tm) (2)l| 


和 | — Tmll: llzll = 00n, m 一 oo)， 


此 即 {Tn(z)} 为 Bi 中 的 Cauchy 列 . 故 由 Bi 是 “完备 ”的 假设 , 知 其 在 EB 中 有 收 
敛 元 . 由 此 当 令 
7b(z) = im Tn(zZ) (ZE 五 ) 


时 , 显然 由 Th 的 假设 可 知 , To 是 “线性 ”的 . 
我 们 证 明 | 到 一 To|| 一 0 (n 一 oo). 
事实 上 , 对 于 任意 的 e > 0, 由 ||T4|| 为 Cauchy 列 , 可 知 存在 入 € N, 使 得 


[7 — Tal| <e (Vn,m > N). 
由 此 , 对 任意 的 元 z € E, 有 


| Zn(z) 一 Zm(z 川 入 17 一 Tml|: ||zl| 
<e:|z|| (Vn,m > N). 


. 104 . 第 二 章 ” 赋 ( 准 、 拟 ) 范 空间 上 的 线性 算 子 


在 上 式 中 令 m 一 oo 便 可 得 到 
7n(z) — To(z)l| < ellzl|l Vz € EB). 


由 此 导出 
T,— Toe BE BE) (>N). 


上 7 — Toll = i Ta(z) 一 Tc 和 se (Vn >N). 
rz||=1 


观察 此 两 个 关系 式 , 由 前 者 并 注意 到 Te B(B 一 Bi)(n >N) 以 及 B(E 一 杞 ) 是 
线性 空间 , 可 知 : To = 一 (7% 一 DH) 十 Tn€ B(E 一 1). 由 后 者 及 开始 假设 的 s 的 任 
意 性 , 我 们 就 可 得 到 

[|T, -Tol| = 0 一 oo). 


因此 , 证 得 空间 8B(E 一 轧 ) 是 完备 的 . 口 

注 设 万 为 任意 拟 范 空间 , 当 记 B* = B(E 一 区) 时 , B* 即 为 马上 所 有 连续 
线性 泛 函 之 全 体 . 从 定理 3 立即 可 知 有 * ,作为 Banach 空间 . 

下 面 介 绍 另 一 类 算 子 , 即 全 连续 算 子 ( 紧 算 子 ). 

定义 4 设 互 为 拟 范 空间 , Bi 为 典范 空间 .代为 思 到 Bi 内 的 线性 算 子 . 若 了 
将 羽 中 任意 “有 界 集 ” 映 为 “ 列 紧 集 ”( 相 对 紧 集 , 也 即 闭 包 为 自 列 紧 或 紧 集 之 集 )， 
则 称 了 为 全 连续 算 子 (或 紧 算 子 ) . 

注 1 由 于 度量 空间 “ 列 紧 集 ” 必 为 “有 界 集 ” (此 时 注意 到 :“ 有 界 ” 与 ( 拟 ) 范 
有 界 是 等 价 的 ), 便 从 定理 3 可 知 了 亦 为 连续 算 子 , 即 : 全 连续 算 子 ( 紧 算 子 ) 一 定 
是 连续 算 子 . 

注 2 连续 算 子 未 必 是 全 连续 算 子 . 我 们 可 以 参看 下 面 的 反例 : 

反例 ” 设 记 为 任意 赋 范 空间 , dim = oo, 则 恒 等 算 子 7: 五 一 五 必 为 连续 算 
子 (也 即 TE B() 会 B(B 一 忆 )). 从 赋 范 空间 基本 知识 (参见 81.5 的 定理 1) 可 知 ， 
由 于 马 是 无 限 维 的 , 故 忆 的 单位 球面 S1 非 列 紧 . 这 就 是 说 了 工 将 互 的 有 界 集 91 映 
成 为 非 列 紧 集 , 从 而 说 明了 不 是 全 连续 的 . 

定义 5 在 B(E 一 到) 中 所 有 “全 连续 ” 算 子 全 体 记 为 K(E 一 也 1). 

下 面 证 明 K(E 一 妃 ) 为 B(E 一 Bi) 的 闭 线性 子 空 间 . 而且, 当 E = Bi 时 ， 
大 (五 ) 还 是 B(E) 的 一 个 “理想 ”(ideal) ( 即 满足 条 件 


K(E): B(E) CK(E), 及 B(E):K(E) CK(E)). 


定理 4 设 马 为 拟 范 空间 , Bi 为 赋 范 空间 , 则 当 dimB1 < oo 时 , 任意 古 到 五 ! 
的 连续 线性 算 子 ,作为 全 连续 算 子 . 


82.2 ”连续 (有 界 ) 线性 算 子 空间 与 全 连续 ( 紧 ) 算 子 . 105 . 


证 明 对 于 任意 的 Te B(B 一 刀 ), 如 果 M CE 为 一 有 界 集 , 由 82.1 的 定理 
3 可 知 , T(M) 必 为 赋 范 空间 EE 内 的 有 界 集 , 从 而 必 有 名! 中 某 一 原 心 球 Br, 使 得 
T(M) c Bro. 注意 到 81.5 中 有 关 赋 范 空间 有 限 维 的 特征 的 定理 (参见 定理 1 及 后 
面 推理 ), 我 们 知道 此 时 闭 球 B.。 必 是 列 紧 集 . 故 从 上 面 的 包含 关系 立即 导出 T(M) 
是 相对 列 紧 集 , 因此 工 是 全 连续 算 子 . 品 

下 面 仍然 假设 忆 为 拟 范 空间 , Ei 为 赋 范 空间 .从 全 连续 算 子 和 线性 连续 (有 
界 ) 算 子 的 定义 及 性 质 , 我 们 很 容易 直接 导出 下 面 两 个 定理 : 

定理 5 全 连续 算 子 的 全 体态 ( 互 一 i) 必 为 线性 空间 . 

定理 6 对 任意 的 AEK(E),Be B(E) 必 有 A:B,B.AeK(E). 

最 后 , 我 们 再 给 出 一 个 定理 (注意 在 其 证 明 过 程 中 , 再 次 用 到 选 子 列 的 “对 和 角 
线 ” 方法 ). 

”定理 7 设 肪 为 Banach 空间 , 则 K(B 一刀) 在 有 (已 一 画 ) 中 是 闭 集 . 

( 即 : 如 果 {An} CK( 思 一 1) 均 为 “全 连续 ”线性 算 子 , 且 存 在 A € B(E 一 了 Pi)， 
使 得 ||4n 一 Al| 一 0(n 一 00), 则 A eK(E 一 Ei).) 

证 明 设 M 为 EB 中 “有 界 集 *, 任 取 M 中 一 点 列 {zn}, 由 41 是 “全 连 
续 ” 的 ; {zn} 是 有 界 集 , 故 存在 子 列 {zx1,n} C {zxn), 使 得 {Ai(z1,n)} 收敛 ;又 由 
42 为 “全 连续 ”的 , {xz1,n} 是 有 界 集 , 故 存在 {7T2,n} C {z1,n}, 使 得 {A2(zx2,n)} 收 
敛 ; ……; 一 般 地 , 如 {zk,n} 已 经 选 出 , 由 其 “有 界 ” 性 以 及 Ak+1“ 全 连续 ”, 故 存 
在 {zk+ln} C {zkn 上 }, 使 得 {Agri(zktin)} 收敛 (Vk € N);…… 

下 面 证 明 {4(zx,k)} 必 为 收敛 点 列 : 由 到 空间 完备 性 的 假设 , 仅 需 证 明 {A(zx,x)} 
为 一 Cauchy 点 列 . 注意 到 


|A(zm,m) — Alznn)l| < | A(zm,m) — Ak(Tm,m)l| 
+||Ak(Zm,m) — AklTnn)l| + lAk(zn,n) — A(zn,n) 
<||4 — Axll: lemmll + llAx — Al|': len,nl 
+||Ak (Tm,m) — Aklzn,n)l|. 


对 于 任意 e > 0, 由 设 ||4x 一 4|| 一 0(k 一 00), 故 存在 ko, 使 得 
Axo 一 Al| <e/3p (其 中 ,supyemllzx|| < p). (2.2.1) 


当 nko 时 , 均 有 {zniji C {zoyi}is 故 从 {Axo(ZTkowiji 收敛 , 知 其 子 列 {Axo (zn,n)n 
(n > ko) 必 收 敛 于 相同 的 极限 . 故 对 上 面 的 s > 0, 存在 入 € N, 使 得 当 n,m > NN 
时 有 

||Ako (Zrm,m) — Ako (Tn,n)l| < 8/3. (2.2.2) 
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由 式 (2.2.1) 和 (2.2.2) 则 可 导出 : 当 n,m > N 时 , 便 有 


E € & 
A(zm, — A(znn, 一 .jp 十 一 .0 十 二 二 &. 
| ( ,m) ( n, 川 < 30 P 30 7 3 


即 {4A(zk,x)} 为 五 ; 中 的 Cauchy 列 , 从 而 为 收敛 列 . 由 此 证 得 A E K(E 一 到), 也 
即 大 (三 一 1) ( 按 算 子 范 数 ) 为 闭 集 . DOD 


8$2.3 ”共生 空 间 与 目 反 空间 的 概念 


在 上 节 , 我 们 介绍 了 有 界线 性 算 子 空间 B(E 一 忆 ). 作为 有 界线 性 算 子 空间 的 
一 个 特例 , 赋 范 空间 上 的 全 体 有 界线 性 泛 函 也 构成 一 赋 范 空间 , 而 且 由 于 数 域 的 
完备 性 , 可 知 这 是 一 个 Banach 空间 , 我 们 记 为 B*, 称 它 为 五 的 “ 共 斩 空 间 ”. 本 节 
将 介绍 有 关 共 轿 空 间 的 基本 知识 , 并 且 借 助 于 共 罗 空间 的 概念 引入 在 证 函 分 析 理 论 
中 起 着 重要 作用 的 一 类 赋 范 空间 一 一 自 反 空间 的 概念 . 

为 了 解释 有 界线 性 泛 函 f 的 几何 意义 , 我 们 给 出 下 面 的 定义 : 

定义 1 由 妃 上 一 个 非 零 线 性 泛 函 了 及 数 cE 区 所 定义 的 集合 


Hr:={z€EE: f(r)=c} 
称 为 五 中 的 超 平面 . 


注 我们 由 定义 1 不 难看 出 , 上 面 “ 超 平面 ”的 概念 , 即 是 有 限 维 时 平面 概念 
的 推广 . 当 ec=0 时 便 得 到 了 瑟 的 一 个 线性 子 空间 ， 


Ns: ={ze 石 : f(x) = 0} 


称 为 f 的 核 (或 零 ) 空间 . 显然 , 对 于 任意 的 zo E Hj 有 Hj = zo 十 Ny, 从 而 有 “1 
闭 当 且 仅 当 Ny 闭 ”. 设 Zo 4 Np, 则 对 于 任意 的 ZE 五 ,有 


_ 1 f() jz) ， 
5 Rae) ”0) + ero) 


注意 到 上 式 的 右 痛 第 一 部 分 在 Ny 中 , 故 知 空间 书 可 分 解 为 


E= span{zo} + Ny, 


因此 , 零 空间 Ni 及 超 平面 有 Hy 均 为 比 整 个 空间 “ 低 一 维 ” 的 线性 子 空间 及 仿 射 面 . 
定理 1 /是 忆 上 有 界线 性 汽 函 的 充 要 条 件 是 其 超 平 面 


Hs; = {x € E: f(z) = co} 


为 闭 集 . 


82.3” 共 轿 空 间 与 自 肥 空间 的 概念 . 107 . 


证 明 “一 ”: 由 于 有 界线 性 泛 函 必 是 连续 线性 泛 孙 , 从 而 其 零 空间 是 闭 的 , 故 
其 超 平面 Hs 也 是 闭 的 . 
后 ”: 设 Ny 是 闭 的 . 不 妨 假设 Ny 关 E. 反之 , 若 f 是 无 界 的 , 则 存在 zn € 也， 
使 得 
za 外 < 1, |f(zn)|>n (vneN). 
取 zo EE, 使 得 zo 4 Ny. 今 
1 1 
yn 二 za 一 AN vneN, 
则 ym e Ns 且 wr 一 一 FTo(m 一 00). 但 一 Fe57To WNs, 与 Ns 闭 牙 盾 ! 口 
下 面 给 出 有 界线 性 泛 函 f 的 范 数 |j/| 的 几何 意义 : 
定理 2 ” 赋 范 线性 空间 媚 上 的 非 堆 有 界线 性 泛 函 f 的 范 数 上 fl 即 是 五 中 的 
“ 零 元 ”到 其 超 平面 


Hi= {re E: f(r)=1} 
的 距离 d 的 “倒数 ”. 
证 明 首先 , 我 们 有 1= f(z) 和 |j zl (Yz € Hy), 从 而 


1 
d= inf ||z|| > 一 一 . 
> 


另 一 方面 , 由 泛 函 范 数 的 定义 对 于 任意 e > 0( 且 设 。 < |), 存在 zo < 
万 ,lzol| = 1 使 得 f(zo) > | 一 6. 注意 到 ay e Hy, 便 得 到 


TO 1 
‘< | A “= 
由 < 的 任意 性 便 得 到 d < 下 结合 上 面 两 部 分 便 可 导出 | = 5 品 


定义 2 设 马 为 赋 范 空间 , 则 巨 上 所 有 连续 (有 界 ) 线性 汽 函 之 全 体 B(E — K) 
称 为 忆 的 共 轿 空间 , 记 为 B* 或 B'. 若 EB* = 五 , 则 称 马 为 自 共 罗 空间 . 

注 ” 对 于 赋 范 空间 马 , 由 于 我 们 一 开始 就 约定 过 马 不 是 “ 零 空 间 ” ,由 后 面 
$3.2 节 要 讲 的 Hahn-Banach 定理 可 知 BE* 关 {0}. 特别 地 , 从 82.2 的 命题 2, 我 们 还 
知道 ， 

对 于 任意 z 坟 0 存在 je E*, 使 得 ||f||=1, 且 f(z) = jz 0). 

定义 3 当 瓦 为 赋 范 空间 时 , 可 知 B* 关 {0}. 且 由 82.2 定理 1 可 知 B* 亦 为 
一 冉 范 空间 . 故 又 使 用 Hahn-Banach 定理 知 B** = 二 (BEB*)* 关 {0} 且 EB** 亦 为 赋 范 空 
间 . 现 定义 马 到 EB** 的 映像 J 如 下 


J(T)(7*) = 72*(7) (Vr* € EE’). 
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这 样 定义 的 映像 J 称 为 典 则 映像 ， 如果 此 映像 是 “ 满 ” 的 , 即 有 J(E) = E*, 则 称 
丈 为 自 反 空间 . 

注 1 典 则 映像 J 的确 为 巨 到 忆 ** 的 映像 . 也 即 有 : .J(Z) € EB** (VZE 古 ). 事 
实 上 , 从 J 的 定义 , 其 显然 为 线性 的 , 且 从 

[vc 中 = (zs llz*|| :llzll, Yr* € EB’, 

知 J(T) 是 EB* 上 的 “ 强 有 界 ” 泛 函 . 因此 , 从 82.1 中 定理 4, 我 们 立即 导出 J(z) € 
(EB*)* = EE**. 

为 导出 下 面 的 注 2, 必须 介绍 下 面 一 个 与 (连续 线性 ) 泛 函 的 范 数 定义 相似 的 命 
题 : 

命题 “ 设 马 为 赋 范 空间 , 则 有 


lz||= sup |f(z)| (Vz € E). 
fES1(E*) 


证 明 一 方面 显然 有 
sup | 和 sup fll:llzll= llzll Vz eB). 
feS1(E*) feSi(E*) 


另 一 方面 , 当 zx 关 9 时 , 由 82.2 中 的 命题 2 ( 即 下 一 章 要 讲 的 Hahn-Banach 定 
理 ) 可 知 , 存在 f, € EB*, 使 得 || = 1, fz(z) = |lzl| 由 此 导出 


llzll= f(z) < sup |f(z)l. 
fES1(E*) 
综合 以 上 两 方面 , 我 们 证 得 本 命题 . 加 


注 2 典 则 映像 J 是 保 范 映像 . 
事实 上 , 从 注 1 中 关系 式 我 们 可 以 得 到 
上 volE llzll (vz es E). 
另 一 方面 , 由 上 命题 可 知 
llzll= sup lz (zl= sup |7(z)(z 
zx*€ESI(E*) rT*ESI(E*) 


=||7(z)ll, vz €E, 


因此 导出 
||7(2)|| = lizll, Vz €E. 
从 上 面 结果 , 我 们 可 以 得 到 赋 范 线性 空间 与 其 二 次 共 绒 空间 E** 关系 的 一 
个 定理 . 
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定理 3 设 马 是 一 赋 范 线性 空间 , 则 瑟 必 在 “自然 映像 ”下 等 价 于 EE** 的 一 
个 线性 子 空 间 ( 常 记 为 媚 C **); 而 且 , 如 果 互 是 完备 的 , 那么 瑟 必 等 价 于 EB** 的 
一 个 闭 线性 子 空间 . 

证 明 ”对 任意 ze 互 , 定义 EB* 上 一 个 泛 函 元 为 


Tf)= f(r), Vf eB”. 
易 见 ， 
zaf) = az(f), Tf +9)=3(f)+2(9), Vf,g EEE” Voaek. 
记 上 面 从 到 E** 内 的 映像 > 一 闻 为 岂 下 面 证 明 J 即 为 所 求 的 “等 价 ”映像 
1) J 是 一 对 一 的 映像 . 事实 上 , 如 果 元 Ye E**, 使 得 
zf)=f), vfeb’, 
则 由 J 的 定义 , 必 存 在 x,y € , 使 得 
3(f)= f(z), Hf)= f(W, Vfeb’, 


从 而 得 到 f(z) = f(y) (Yf es E*). 因而 由 后 面 83.2 中 的 Hahn-Banach 定理 的 推理 
立即 得 出 z = y. 
2) J 是 分 配 的 映像 . 事实 上 , 对 任意 的 ae C,f eB*, 有 


(s+)(f) = (z+) = f(z) + f(y) = (1) + Hf), 


(az)(f) = f(ax) = af(z) = aft(f) = (a®)(f). 
3) J 是 保 范 的 . 事实 上 , 此 已 由 上 面 的 注 2 得 出 . 
这 样 一 来 , 我 们 已 证 得 J 是 一 个 等 价 映像 . 因此 , 空间 态 必定 与 2” 的 一 个 线 
性 子 空间 等 价 , 也 即 得 出 CB**, 从 而 证 得 定理 的 前 半 命 题 . 
下 面 , 证 明定 理 的 后 半 命题 . 为 此 我 们 只 要 证 明 , 当 是 Banach 空间 时 , 在 
J 的 作用 下 , E 的 映像 J(E) 在 B* 内 是 闭 集 就 可 以 了 . 今 设 {En} Cc J(E), 且 有 
$n EB**(n 一 oo) , 则 由 于 J 是 一 对 一 的 保 范 映像 , 故 必 存 在 {zn} C EB, 使 
得 J (zn) = Zn(n = .2.0 并 有 
lz — zmll=||7(n) — T(zm)l 
一 ||2 — Enl| 一 0 (mm 00). 


由 此 可 知 {zn} 是 中 的 一 个 Cauch 列 , 而 从 五 的 完备 性 可 得 一 元 zo € B, 使 得 
zn 一 Xo(n 一 00). 再 一 次 利用 J 的 保 范 性 , 我 们 还 有 


| 一 如 上 = 1|7(zn) — T(z0)|| = llzn 一 zol 一 0 (n= 00)- 
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最 后 由 元 列 收敛 的 唯一 性 便 可 导出 xz6* = 20 = J(zo) e J(B), 也 即 J(B) 在 E** 中 
是 闭 的 . 口 

注 3 特别 值得 注意 的 是 , 当 我 们 说 Banach 空间 是 “ 自 反 ”的 时 候 , 绝 不 能 简 
单 地 理解 为 忆 之 EB** (这 里 “<” 如 81.13 中 一 样 理解 为 “等 距 同 构 ”), 而 是 必须 在 
典 则 映像 J 这 样 一 个 等 距 映 像 下 的 同 构 , 否则 是 不 正确 的 . James 在 1951 年 发 表 的 
文章 已 举 出 了 反例 上 9. 

有 了 关于 共 轿 空间 的 概念 , 就 可 以 引出 共 思 算 子 的 定义 : 

定义 4 设 T 是 从 赋 范 线性 空间 万 到 忆 ! 内 的 “ 稠 定 ”( 即 工 的 定义 域 D(T) 
在 媚 中 稠 ) 线性 算 子 , Fr 为 BY 的 线性 子 空间 ， 如 果 对 于 每 个 g € 本 ， 相应 的 
f(z) = glT(z)] 均 为 D(T) 上 的 有 界线 性 泛 函 , 那么 可 知 其 必 可 以 唯一 地 延 拓 成 为 
已 上 的 有 界线 性 泛 函 ( 见 本 章 习 题 2.11), 仍然 记 为 f. 由 此 就 可 以 定义 一 个 算 子 T*， 
使 得 

T*(g)=f, vgeD(T)= Fr(c E*). (2.3.1) 

且 T* 是 一 意 确定 的 从 到 内 到 百 * 内 的 线性 算 子 , 称 为 了 的 共 思 算 子 . 

定理 4 如 果 工 为 整个 空间 上 定义 的 有 界线 性 算 子 , 那么 式 (2.3.1) 相应 的 f 
必 为 忆 上 的 有 界线 性 泛 函 , 其 相应 的 共 轿 算 子 T* 必 为 Br 上 的 有 界线 性 算 子 , 而 
且 有 7*|| = | 

证 明 首先 , 前 半 段 结论 是 容易 得 到 的 , 只 要 注意 到 f 的 定义 就 不 难 由 : 


|f(z)|=|9(T(z)| < lgll :IT (a) 
< (llgll :ITIb)llzll, vz eB 


得 出 . 至 于 后 半 段 结论 , 注意 到 共 思 f 算 子 T* 的 定义 , 则 有 
IT*(g)(z)| = lg[T(2)]| (le iT)llzll, Yr € E,g € Bi. 
因此 , 2 (9) 川 和 II .llgl| (Yg € BY), 从 而 有 
7 < IZ. (2.3.2) 


这 样 , 当 与 原来 的 了 一 样 讨论 T* 时 , 由 有 界线 性 算 子 T* 又 可 导出 一 个 由 BE** 到 
Ei* 内 的 有 界线 性 算 子 T* ( 即 T* 的 共 生 算 子 ), 并 且 类 似 地 亦 有 


7™H = 7 g ll. (2.3.3) 
于 是 , 由 算 子 T** 的 定义 , 可 知 对 任意 z* € E** 均 有 


[7T™*(2™)](9) = x™*[T"(g)], vg € EY. 
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根据 定理 3 关于 BC E** 的 结论 , 对 任意 的 x € B, 设 X= J(z), 则 有 | 到 | = | 
且 有 


[7T™*(2)](9)= £7"(9)] = [7"(g)](z) 
=g[lT(z)], vge Ei. 


7™*(2)|| = |T(o), vz €E. 


由 || = llzl| (Vz € B) 及 上 式 , 则 可 导出 


II= 二 上川 (2.3.4) 
ub 上川 
”放大 屏 (2.3.5) 
最 后 , 综合 式 (2.3.2)~(2.3.4), 我 们 立即 得 出 ||T|| = 17 中 


从 定理 证 明 中 不 难看 出 , T** 可 以 视 为 空间 媚 上 的 算 子 了 在 BE** 上 的 保 范 延 
拓 算 子 . 


82.4 共和 斩 空 间 的 例子 

本 节 将 给 出 共 斩 空 间 、 自 反 空 间 和 非 自 反 空 间 的 例子 . 

下 面 , 我 们 先 给 出 几 个 “数列 ”空间 的 共 斩 空 间 的 例子 . 为 了 得 到 第 一 个 例子 ， 
我 们 给 出 下 面 的 命题 : 

命题 1 为 了 有 界线 性 泛 函 f € (co)* 必须 且 只 须 有 

jz)= 》 万 :名 Yr= {tn} € (co), 
了 一 工 
其 中 f= {fr} e ( 旭 . 而 且 在 这 种 情形 下 , 必 有 
eal 
n= 二 1 
证 明 “< 后”: 如 上 面 所 设 


f(z)= > fn bn, V7 = {én} € (co). 
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由 于 f= {fn}e (和 ) 故 有 


Fo)l=| DD fa én < Dlfal ln 
n= 二 1 n=1 


=sup |éx| 2 |fr 
-lel > fol Ve = {én} € (00). 
因此 f 是 强 有 界 的 . 而 其 线性 是 显然 的 , 即 说 明了 fe (coj*, 而 且 有 
Wl < Al 


n=1 
“过 >”: 设 fe (co)"*, 令 (co) 中 的 元 
Re 
并 令 fn = f(en) (Yn € N), 且 取 元 列 
Tm = (sgnfi, sgnf2,.** ,sgnfm,0,.…*) (vm € N), 
9 表示 a 的 符号 , 即 有 |alsgna = 本. 显然 zm € (co), 且 ||zml| < 1(Vm e 
N). 由 于 


Dlfn|= > fnsgnfn = 》 f(en)sgnfn 
n=1 n=1 n=1 


=f(D (sgnfn)en) = f(zm) (2.4.1) 
n=1 
< Ill lemll < Ml (2.4.2) 


当 令 m 一 oo 时 ,可知 2s=1 |fn| < ll, 即 {j € (6). 


Tm = (和 €2,**: Em, 0,0,.…) (Ym < N) 
时 , 显然 有 ||zm 一 zl| 一 0. 故 由 泛 函 f 的 连续 性 可 知 


/四 = lin, flem) = ,lim, f(D ner) 
n=1 


= lim > énf(en) 
n=1 
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= lm Dnfn = 》 énfn ( 泛 函 表示 式 ) 
n=1 


n=1 
而 且 与 “<” 中 证 明 类 似 , 有 
fo)| =|D énfa| < lell DO If 
n=1 n=1 
故 | < 于 2 |fal. 从 而 结合 式 (2.4.2) 的 结果 , 我 们 导出 


II = >》 ,| 各 | 口 
n=1 


由 命题 1, 当 令 yp 为 (co)* 到 (4) 上 的 映像 使 得 
p: fo {fn} (0) 


时 , 则 有 
命题 1* yg 是 (co)* 到 (41) 上 的 线性 等 距 同 构 映像 . 


由 命题 1 和 命题 1 我 们 直接 得 到 下 面 例子 : 
例 1 (co)* = 4 
类 似 地 , 我 们 有 
例 2 (cj* = 41. 
注 需要 注意 的 是 , 由 于 空间 (c) 的 Schauder 基 是 {eo,en: n € N}, 其 中 
人 人 和 
它 和 (co) 中 的 Schauder 基 是 不 同 的 , 故 在 这 种 情形 下 结论 也 稍 有 不 同 . 此 时 我 们 


有 如 下 结论 : 
命题 2 ”为 了 有 界线 性 泛 函 je (c)* 必须 且 只 人 须 有 


f(z) = fn:én, Vr= {én} € (0) 


n=0 
(其 中 : f= {fn} € (£1) 以 及 &0 = limn;o0 én, fo = f (eo) 2 fn), 而 且 在 这 种 情 
形 下 , 必 有 
= 2 fnl. 


n=0 
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证 明 其 证 明基 本 类 似 于 命题 1 的 证 明 , 我 们 仅 将 不 同 点 说 一 下 . 

观察 命题 1 的 证 明 , 我 们 发 现 当 将 (co) 变 为 (c) 时 ， 有 一 步 过 不 去 , 那 就 是 
在 (c) 中 , 若 zo = {&r} € (o, 且 有 名 一 名 关 0 (n 一 00) 时 , 同样 取 zm = 
(61,… ,ém;0,0,…)(m € 时) , 则 下 式 : 


llzm — zol| 一 0(m 一 co) 


是 不 成 立 的 , 从 而 无 法 导出 谤 函 的 表示 式 及 |j 川 | 的 等 式 . 所 以 , 为 了 利用 泛 函 f 的 
连续 性 , 我 们 用 下 面 的 方法 : 类 似 于 命题 1 的 证 明 , 从 式 (2.4.2) 可 知 级 数 2 1 |fn| 
是 收敛 的 . 然后 有 下 面 表现 式 : 


f(z)= f(z — é0e0) + f(é0e0) 
= lm f( >》 (所 6o)en) 十 (coeo) 
n=1 


Sn > (én — é0)f (en) + f(éoe0) 
n=1 

= lim (én — é€0)fn + éof(eo) 
了 一 1 


一》 (én — é0)fn + é0f (eo) 


n=1 


三 基 一 >》 oj 十 6ojf(eo) 


n=1 n=1 


=》 énfn+éo(fleo) — Dh) 
n=1 也 一 | 

三 入 的 
n=0 


(其 中 fo = f(e0) — Dn fn)- 
另外 , 当 令 ym = Dm_i(sgnfn 一 sgnfo)en 十 (sgnfo)eo 时 , 必 有 ym € (0),||yml| < 
1 (Ym € N). 且 由 上 面 f(x) 的 表示 式 , 有 


Oo 


Sfal+ 》 (sgnfo)fn=) fr.sgnfnt+ >, (sgnfo)fn 
n=0 n=0 


n= 二 m 十 1 nn 二 mm 二 1 


= f(ym) < |f lymll < lI. 


因此 , 当 令 m 一 co 时 , 便 得 到 wo |fn| < 1/ 这 样 我 们 不 难 完成 本 证 明 . 口 
对 于 空间 (好 )(p > 1) 我 们 介绍 下 面 命题 : 
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命题 3 为 了 有 界线 性 泛 函 f e (lz)*(p > 1), 必须 且 只 须 有 


jz) = DA Vz = {én} € (£7), 
n=1 

其 中 f= {fn}€ (la). (这 里 , 当 p>1 时 ， 二 十 二 一 当 p 二 1 时, 邻 g = oo). 

由 命题 3 容易 类 似 得 到 下 面 的 例子 : 

例 3 (4P)* = 49，( 其 中 , 当 p>1 时 ,二 十 二 1, 当 p=1 时 ; 令 g=00). 

注 ”特别 地 , 由 例 3 可 知 (l2) 是 自 共 轿 空 间 ， 并 且 作为 有 限 维 数 域 空间 的 特 
例 , 我 们 有 以 下 命题 : 

命题 “(K")* = K". 此 即 : 为 了 连续 线性 泛 函 1 € (K")*, 必须 且 只 须 有 


f(z) > frér, Vz = (&1,.…: ,én) € K”, 


k=1 


其 中 f= (fi,… ,fn) EK". 
为 了 介绍 连续 函数 空间 Cla, 49] 的 共 罗 空间 , 我 们 需要 以 下 . 
命题 4*(Riesz 定理 ) 为 了 有 界线 性 泛 函 f € (C[0,1])*, 必须 且 只 须 有 


b 
f(z) = / z(t)d f(t), Vz = z(t) € Cla,d), 
其 中 f(t) EeE V[a,b](V[a,6b] 为 [wb 上 “ 左 连 续 ” 的 固 变 函数 之 全 体 ， 其 以 “全 变 差 ” 
为 范 数 而 构成 的 赋 范 线性 空间 . 此 中 相差 常数 者 视 为 同一 元 ). 
例 4* (Cl0,1]*) = Vla,d]. 
命题 5* 为 了 有 界线 性 泛 函 f € (L?[a,0])*(p > 1), 必须 且 只 需 有 
b 
Ho) = / z(t)f(t)dt, Vz = z(t) € Lrla,d), 


其 中 f(t) e La[a,b]( 这 里 当 p >1 时 , 当 十 二 1, 当 p==1 时, 令 4q= 00). 
证 明 “<”: 由 $1.2 的 引 理 ?? (H5lder 不 等 式 , p = 1 时 包含 在 内 ) 有 


|f(z)|= | / 2 jd 
5 
< | Olt 


<(f popa) (fora): 


a 


<lell( f vora) 


. 116 . 第 二 章 ” 赋 ( 准 、 拟 ) 范 空间 上 的 线性 算 子 


由 此 可 知 fe (Ilo, 世 * 且 有 
b 工 
< ( hea). 
“过 ”: 设 fe (LP, 可 )*, 令 
2 = Xia) (MN), VAE [od (Vte [od), 
(这 里 x 表示 集合 4 的 特征 函数 , 即 在 4 上 取 值 1, 在 4 的 余 集 上 取 值 为 0 到 的 
函数 ). 显然 zt: € LP?[a,b] (vt € [a,9]). 

今 g(t) = f(a),te [a 则 g(t) 是 [a, 相 上 的 绝对 连续 函数 . 事实 上 , 对 任意 的 
= > 0, 当 取 5 = (zj? 时 , 对 于 [a, 相 上 任意 互 不 相交 的 区 间 Ak = [aw, Pk)(1 < 
上 <n), 当 可 "(Bk 一 ax) <5 时 ,有 

Dl9(Bk) — g(ar)|= > |f (zp,) — f (za))| 
k=1 k=1 


nn 


=》 |f(z8, — zon)| = 》 (An 


k=1 k=1 


= ,f(xar)sgnf (Xa:) 


k=1 


= ( sgnf (ean)xas) 


“dt) 


< 太 于 syGaoxa， 
9 “天 全 | 


bn 1 
=I(f xo)” 
Q 大 一 1 
-HII( > (es 一 oo) ”<s 
k=1 
(其 中 sena 表示 复数 a 的 符号 ), 故 9 是 绝对 连续 函数 
由 函数 论 的 知识 可 知 , 存在 函数 f(t) e Za 中 ( 即 f(t) 是 |, 引 上 的 Lebesgue 
可 积 函数 ), 使 得 
vg / f(aX (vte [a,d). 
显然 , 此 f(t) 是 由 泛 函 f 唯一 确定 的 . 由 zs = xf = 0( 几 乎 处 处 为 0), 故 对 于 线性 
泛 函 f 必 有 g(a) = f(zo) = 0. 所 以 


sO0= [ 10 Qte 区 加 


_ 没 4 共有 S 间 的 人 


由 此 可 得 
fa) =90 = 人 TCDJ4A= f af 
由 的 线性 可 知 , 对 于 空间 LP[a, 相 中, 形 如 


nN 
Ca Dap (Zt, — Ztp-1) 


k=1 


的 阶梯 函数 (其 中 ak EK,1 <kgsn 且 a=to<i<…<th=2， 是 对 [a,0| 的 一 
个 分 划 ), 我 们 有 
让 二 / z(A)f Oa. 


再 由 函数 论 的 知识 又 知 , [w, 引 上 的 连续 函数 必 可 由 一 列 阶梯 函数 一 致 通 近 , 而 L?[a, 
中 的 有 界 函 数 可 以 由 一 列 一 致 有 界 的 连续 函数 几乎 处 处 通 近 , 这 就 说 明 L?[a,6b] 中 的 
任意 有 界 函 数 y 可 以 由 一 列 一 致 有 界 的 阶梯 函数 {zn} 几乎 处 处 逼近 , 故 由 Lebesgue 
有 界 收敛 定理 可 以 导出 


a oll= (本 -了 oo 一 吕 
以 及 
fen) = WO yO @@ 一 oo 
从 而 , 由 泛 函 /的 连续 性 可 得 , 对 于 LP[o, 相 中 任意 有 界 函 数 y, 均 有 
1 = yiW (2.4.3) 


下 面 , 我 们 先 来 说 明 由 泛 函 f 所 确定 的 函数 f(t) 满足 条 件 ; 
(1) 当 p > 1 时 , f(t) € Ls[a,9, (其 中 += 1); 

(2) 当 p= 1 时 , f(t) € LYla,b] = Ma 

事实 上 , 对 于 情形 (1), 当 令 


yn(t) = sgnf (min{|f (0)|,n}) "(ne N) 
时 , 显然 yn 是 有 界 可 测 函 数 , 故 由 式 (2.4.3), 可 知 


b b 
人 (minflF(blnj)sdts / (min{|f (Dn at 
b 
s / sgnf (t)(min{|f (0)|,n})® 1f (Dat 


b 
= / ya (Df (edt 
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=f(yn) < Nl- lynl 
b 1 

-INII( f Cnin{lf Ob rn) ea) 
若 太 (min{lj(bhmj)9-1d6) 非 零 ,上 式 两 端 同 除 以 此 正 数 ; 若 其 为 零 , 直接 观察 便 
得 到 | 

(f (ain{ls Ob nda)" < Hl vn en 
再 由 Fatou 定理 则 有 | 
(rpm < Al 


也 即 导出 f(t) € Lx[a, 4]. 
对 于 情形 (2), 由 定义 有 g(t) = f(zt) (te [a,9]), 故 对 任意 的 ,tz2 € [ij < 
t2， 有 
lg(t2) — g(t1)| = |f (ze2 — za)| < MFI |xtesa) | = FN: ltz — tl, 


从 而 g(t) 是 一 个 Lipschitz 函数 . 再 由 f(t) 的 定义 f(t) = g(t) 及 上 式 可 知 
f=|9 (DD < I ae. te lo 外 


从 而 f(t) es Ma, 可 ,而且 |) < I. 
现在 说 明 式 (2.4.3) 对 于 任意 的 ye L?[a,b](p > 1) 也 是 成 立 的 . 事实 上 , 对 于 任 
意 的 zx = z(t) e L?[a,4], 必 存 在 有 界 函 数 如 E L?[a,0l, 使 得 ||z 一 ynl| 一 0(n 一 oo). 
注意 到 泛 函 f 的 连续 性 , 有 
b 
to) = lim, jn) = Ja { yOf Cat 


由 H6lder 不 等 式 (p = 1 时 , 也 包含 在 内 ), 有 


下 z(t)f Ga- fle )f() )di| < fe — yn (Of aE 
<(f pO-wmora) (f yora)’ 


<|lz— ynll :fl = 0 (nm 一 co) 
结合 前 式 则 可 导出 


b 
pe / tae Wt 0 
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例 5 (LP[a, 0)* = Lolo,d]; (p>13+$=1; 当 p=1 邻 g=0%). 

注 上面 我 们 指出 了 : (co)* = (4), (co)* = (《), (Cla, 0b])* = Vla,b] 以 及 (6?)* = 
(4)9, (L?[a,b])* = Lil[a,b] (其 中 : p > ei 二 1; 当 p=1, 邻 gg 00). 应 当 注 意 ,在 
这 些 等 式 中 ，“ 互 等 ”有 两 个 含义 : 1) 是 指 两 空间 在 “等 价 ”的 意义 下 相等 ; 2) 还 必 
须 有 泛 滞 明确 “表示 式 ”( 或 称 “ 表 现 定理 ”). 


82.5” 自 肥 与 非 自 反 空间 的 例子 


例 1 LP,(4?)(p>1) 必 为 自 反 空 间 . 

证 明 ” 仅 以 L? 为 例 来 证 明 . 参见 82.3 定义 3, 设 = L?[a,, 我 们 验证 从 
E 到 E** 的 典 则 映像 7 是 满 的 , 此 也 就 说 明了 为 自 反 空间 . 由 $2.4 命题 5 知 
E* = Lala,d] ($+ =1), 而 E** = (E*)* = L?la,t]. 

对 于 任意 的 人 = Ze E**, 取 z= 人 3, 则 ze Lr?[a,b] = EB. 对 任意 的 z* = 
z+(t) € E* = Lala,0], 由 L? 和 9 空间 上 连续 线性 泛 函 的 表示 可 知 


b b 
2(Z”) =| T(t)z* (tat = z(t)r*(t)dt = 7*(7), Vr € EF”. 


由 82.3 定义 3 可 知 信 = J(z), 从 而 J 是 满 的 , 也 即 L? 为 自 反 的 . 0 
为 了 说 明 Li[o, 相 和 (2) 为 非 自 反 空间 , 我 们 先 介绍 一 个 引 理 . 
引 理 1 (Banach) 设 马 为 研 范 空间 ,车 B*“ 可 分 ”, 则 轧 “ 可 分 ”. 
证 明 由 E* 可 分 , 故 其 单位 球面 51(E*) 可 分 , 因此 存在 {fn} C S1(E*), 使 得 
其 闭 包 {所 } = S1(B*). 由 定义 


lfnll= sup |fn(z)|=1, 
llzll=1 


则 存在 元 列 {yn} C S1(B), 使 得 


1 
|fn(yn)| 之 7， vn €N. 


令 Bo = span{y}, 显然 Bo 是 五 的 闭 可 分 子 空间 . 故我 们 只 需 说 明 Eo = 五 . 
事实 上 , 如 果 此 结论 不 成 立 , 则 必 有 zo e S1(E) \ Eo. 故 由 Hahn-Banach 定理 (后 面 
83.2 的 定理 2), 存在 fe 8*,||fl| = 1, 使 得 

f(y)=0 (vy € Eo), 
从 而 
||f 7 fnl| 之 |[(f = 户 )(ynj| 二 |fn (yn)| 之 7 (vn < N), 


这 与 {f} = S1(B*) 矛盾 ! 口 
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注 1 引 理 1 的 北 命 题 是 不 成 立 的 . 即 一 般 说 来 , 从 空间 马 的 可 分 性 未 必 可 以 
得 到 空间 BE* 的 可 分 性 , 因此 在 记忆 和 使 用 该 命题 时 切 不 可 斯 倒 . 

事实 上 , 由 $1.10, 我 们 知道 刀 是 可 分 的 , 但 lc。 是 不 可 分 的 . 另 一 方面 , 从 82.4 
例 3 已 知 (入 ) = (lc). 

注 2 在 引 理 1 的 证 明 中 , 从 E* 的 可 分 性 构造 出 书 的 可 数 集 的 方法 是 非常 
有 用 的 , 必须 好 好 掌握 它 . 

下 面 为 了 简洁 地 举 出 非 自 反 空 间 的 反例 , 我 们 还 需要 下 面 一 个 引 理 作 工具 , 此 
引 理 将 在 后 面 第 三 章 给 出 证 明 (参见 $3.6 定理 1): 

引 理 2 (Pettis 定理 ) 任意 “ 自 反 ” 的 空间 忆 , 其 任意 “ 闭 线性 子 空间 ”Eo 亦 
自 反 ( 即 :“ 自 反 ” 是 “可 遗传 ”的 ). 

由 以 上 两 个 引 理 , 可 以 介绍 以 下 “ 非 自 反 的 ”Banach 空间 : 

反例 1 Lila,9], (41)(L1(Q)) 均 为 “ 非 自 反 ”空间 . 

验证 ”由 于 

(六 = (6°)((IP[a, 0])* = L™[a, db)), 


反之 , 若 空间 (人 3)(ZL'[a,) 是 自 反 的 , 则 应 有 
CY) ED) = [0 = (6%) (Dio, 2 (Lo, 0)"). 


注意 到 拓扑 空间 的 “可 分 性 ”在 “等 价 拓扑 ”下 是 不 变 的 , 因此 对 任意 “拓扑 同 胚 ” 
的 两 个 空间 , 其 “可 分 性 ”是 不 变 的 . 故 对 两 个 赋 范 空间 而 言 , 只 要 它们 是 ( 赋 范 )“ 同 
构 ” 的 , 其 “可 分 性 ”也 必 是 相同 的 . 因此 由 引 理 1 立即 可 知 : 从 (局 ) 可 分 , 必然 有 
(lee) 可 分 (Cl 可 分 必然 有 L™[a, 0] 可 分 ), 矛盾 ! 口 

反例 2 (co) 是 非 自 反 空 间 . 

验证 ”反之 , 若 (co) 自 反 , 由 (co)* = (co 六 = (= (如 ) 则 知 (co) 与 (>) 
是 拓扑 同 胚 , 从 而 两 者 的 “可 分 性 ”是 相同 的 . 但 我 们 知道 (co) 可 分 , 而 (4”) 却 是 
不 可 分 的 . 矛盾 ! 加 

反例 3 (c) 和 (lc) 均 为 非 自 反 空间 . 

验证 ”由 (co) C (oc), (co) C (Lee), 从 引 理 2 可 知 , 若 (oc) 或 (2) 自 反 , 则 其 闭 
线性 子 空间 (co) 亦 自 反 , 从 而 与 反例 2 矛盾 . 品 

反例 4 CI[0,1] 是 非 自 反 空 间 . 

验证 ”方法 1 反之 , 设 Cla,6b|] 自 反 ,由 (Cl[a,9])* = Vla, 外 , 故 有 


Cla,b] = (Cla, 6)” = (Vla, b])™. 


因为 C[a,9] 可 分 , 从 引 理 1 则 知 V[a, 5] 必 可 分 , 但 V[a, 6] 是 不 可 分 的 , 矛盾 ! 
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方法 2 令 p 为 (c) 到 Cl0,1] 内 的 一 个 算 子 ,定义 如 下 : 


6， t= (ke N) 
p({éx) =yt) = £0 当 t=0; 
线性 ， 当 te [od\ {0,5: keN}; 
其 中 : &0 = im Ek. 
显然 , y(t) < C[0,1] 而 且 wp 为 1-1 (线性 ) 算 子 . 令 
EoS {vp({é): {éx} € (ol 
容易 知道 p 为 (o) 到 Eo 上 的 线性 满 等 距 算 子 . 由 (c) 完备 知 Bo 完备 , 从 而 Bo 是 
Cl0,1] 的 闭 线性 子 空间 . 
现在 反 设 , 若 Cla,4] 自 反 , 由 引 理 2 则 知 Bo 自 反 , 从 而 (c) 自 反 , 与 反例 3 矛 


盾 ! 口 
定义 1 设 妃 是 肤 范 空间 , {fzn,zo} C .车 


f(zn) 一 f(z0), (n= 00), Vf ep”, 


则 称 zn 弱 收敛 于 zo ( 记 为 zn 下 x0). 
车 
lz — zol| = 0 (n= 0%), 
则 称 zn 强 收敛 于 zo ( 记 为 zn 一 zo). 
注 ”注意 到 , |f(zn) 一 了 (zo)| < | zn 一 zoll, 显然 可 知 ;“ 强 收敛 ”蕴含 着 
“ 强 收 敛 ”. 
定义 2 ”如果 互 为 肤 范 空间 , 则 BE* 亦 为 赋 范 空间 . 那么 在 B* 上 有 三 种 收敛 : 
1) 强 收敛 ( 按 范 收敛 ): 是 指 对 于 {fn, fo} C BE*, 有 
fa — fol| = 0 一 oo)， 


记 为 所 一 Jo (或 所 fo) 
2) 弱 收敛 , 是 指 对 于 {f;, 0} C E*,， 有 


IF(fn)—F(fo)|—0 (VF €E**), 
记 为 fn fio. 
3) 弱 * 收敛 : 是 指 对 于 {jr, fo} C E*, 有 
[fn(7) — fo(T)| = 0 (vz €E), 
记 为 户 包 万. 
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注 ”显然 有 :“ 强 收敛 ” 强 舍 着 “ 妮 收 化 ”，“ 弱 收 化” 缠 含 着 “ 弱 * 收敛 ” 

定义 3 称 媚 * 是 弱 * 可 分 的 是 指 : 存在 一 可 数 集 { 巡 } CE*, 使 得 {yx = 可 
(也 即 : 对 任意 Zr* E EB*, 其 对 于 任意 的 & > 0,z € EB, 存在 WW ET》 使 得 有 
ly% (7) — x* (2)| < e). 

定义 4 称 E* 中 的 集 三 是 弱 * 列 紧 的 是 指 : 对 于 任意 的 {fn} C 大, 存在 子 列 
{fm} C {fr} foe EE*, 使 得 fr 宅 fo( 即 : fr.(Z) 一 fo(7)，Vz E). 当 上 述 w* 极 
限 元 fo 均 有 fo Ee 大 时 , 则 称 丰 是 允 * 自 列 紧 的 . 

下 面 给 出 一 个 十 分 有 趣 的 命题 , 从 其 证 明 中 我 们 也 可 再 次 重 温 选择 子 列 的 “对 
角 线 ”法 : 

引 理 3 可 分 线性 贱 范 空间 媚 之 共生 空 间 五 * 的 单位 闭 球 ' 汉 是 “ 弱 * 自 列 紧 ” 
的 . 

证 明 首先 , 由 互 的 可 分 性 假设 可 知 , 必 存 在 {zn} c 已 使 得 Tza} = 已 由 此 ， 

对 于 任意 的 {z4j C EE*,||z%l| < 1(n = 1,2,…); 下 面 用 “对 角 线 法 ” 选 出 {zx%} 的 一 
个 弱 * 收敛 的 子 列 z%,, 从 而 完成 引 理 的 证 明 : 

事实 上 , 由 于 对 元 列 {zn} 及 泛 函 列 {x*%} 而 言 , 有 


[zn (ze)| < llznl|: llzxll < llzxll (Veh,n € N), 


因而 对 于 有 界 数列 {zx (zi)} 而 言 , 由 Bolzano-Weierstrass 定理 可 知 , 必 存 在 {Zi} C 
{z*}, 使 得 {ot (zi)} 是 收敛 的 ; 同样 地 , 对 于 有 界 数列 {zf (za)} 而 言 , 又 必 有 泛 
函 子 列 {性} C {2z1,n}, 使 得 数列 {z3n(z2)} 也 是 收敛 的 ; … ; 一 般 说 来 , 必 存 在 泛 
函 子 列 {z 吉 s} C { 羽 _1,n} 使 得 数列 {z 吉 (zhe)} 是 收敛 的 , 这 样 一 来 , 当 取 上 述 可 数 
个 泛 函 子 列 的 “对 角 线 ? 泛 函 列 {zx na} 时 , 我 们 可 以 看 出 对 于 任意 (自然 数 ), 均 有 


{zn,n|n > k} C {zk,n}- 


显然 {zx %} C {zx}, 因而 对 于 上 述 任意 元 zk e {zn}, {zh%n(Zk)} 均 为 收敛 数列 . 且 
由 三 角 不 等 式 可 知 


jznn(z) 一 Zmm(Z)| 乏 |znan(Z) 一 Znn(ZE)| 
十 |zn mn(ZK) = Tm,m(Tk)| [Tim (Tk) > Tmm(T)| 
< (||zinl| + Herml) |s — zxl| + [enn (Tk) — Tm,m Tk)| 
<2||z — zxl|+ zn.,n (Tk) 一 2Z7 (2 vrE€EE,kEN. (2.5.1) 
由 此 , 对 任意 < > 0, 注意 到 {zw} 稠 于 的 假设 , 必 可 选取 io e N, 使 得 |z 一 zko| < 


. 由 前 可 知 {zn(zo)} 也 为 收敛 数列 , 故 存在 N se N, 使 得 当 n,m > N 时 , 便 有 
[3%n(Zko) 一 Zn,m(Tko)| < 号 故 将 = ko 代入 不 等 式 (2.5.1) 时 便 可 得 到 {zx%,n(7)} 
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均 为 Cauchy 数列 (Vz e 五), 从 而 为 收敛 数列 . 这 样 一 来 , 我 们 就 可 得 到 上 的 一 
个 线性 泛 函 zi， 
Z0(Z) = ,lim Tnn(r)y YTEE: (2.5.2) 


并 且 , 由 于 


zi = lim lan (| < lim sup lz,nll loll < llell; vz € BE 
no0 


我 们 还 有 x5 € EB* 和 ||zsl| < 1. 而 由 式 (2.5.2), 我 们 导出 了 {2%,n} 是 弱 * 收敛 于 
EB* 单位 球 内 一 元 x6 的 , 也 即 球 Bi1(B*) 是 弱 * 自 列 紧 的 . 口 

注 3 引 理 3 的 证 明 中 使 用 的 “对 角 线 ”选取 子 列 的 方法 是 很 重要 的 ,必须 好 
好 掌握 它 . 至 于 引 理 3, 当空 间 不 是 可 分 时 , 结论 一 般 说 来 是 不 一 定 成 立 的 . 例如 , 可 
以 取 一 个 不 可 分 的 Hilbert 空间 作为 反例 . 这 里 不 详细 讨论 . 

注 4* 从 引 理 3 还 可 以 看 出 , 虽然 “ 弱 ” 列 紧 冀 含 着 弱 * 列 紧 , 但 是 弱 * 列 紧 一 
般 得 不 出 “ 弱 ” 列 紧 的 结论 . 反例 可 见于 空间 (如 ) = (c)*. 此 时 由 于 (c) 是 可 分 的 ， 
因而 由 引 理 3 可 知 (c)* = (41) 的 单位 闭 球 是 弱 * 自 列 紧 的 , 但 是 如 果 由 此 得 出 其 也 
是 “ 弱 ” 自 列 紧 的 , 则 从 (41) 空间 中 的 强 弱 收敛 列 的 等 价 性 ( 见 后 面 83.3 的 定理 2)， 
便 导 出 (41) 的 单位 闭 球 也 是 自 列 紧 的 , 此 显然 与 (41) 是 无 穷 维 的 赋 范 空间 矛盾 ( 参 
见 81.5). 

由 引 理 3 还 可 以 直接 得 到 下 面 一 个 推理 : . 

推理 1 在 可 分 赋 范 线性 空间 马 的 共 罗 空 间 EB* 中 , 其 任意 的 有 界 集 均 是 弱 * 
列 紧 的 . 

注 * 类似 可 证 明 以 下 命题 : 

命题 ”车 赋 范 空间 媚 可 分 , 则 EB* 必 弱 * 可 分 (在 没有 介绍 “ 弱 * 拓扑 ”概念 
之 前 , 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 这 样 理 解 五 * 弱 * 可 分 的 概念 , 即 ， 存在 E* 中 的 元 列 
{fn}>, 使 得 E* 中 任意 元 均 可 由 {fn}? 的 子 列 “ 弱 *” 通 近 ). 

证 明 我们 有 两 种 方法 证 明之 : 

方法 1 只 需 证 明 存在 E* 的 单位 原 心 闭 球 Bi = B1(E*) 内 一 可 数 集 ,使 
得 对 于 任意 泛 函 fo € BY , 均 有 一 列 泛 {fn} Cc 开 满足 fr 一 fo(n 一 oo) 就行 了 .下 
面 , 我 们 来 验证 这 一 事实 . 

首先 , 从 巨 的 可 分 性 知 , 存在 {zk} C ,使 得 {Zk} = EB. 其 次 , 对 任意 的 f € Bi， 
作 映 像 T,: 

fTrf = (Ff(71), f(T2),* ,f(T7n)) (Vn €N), 

则 T 可 视 为 由 B? 到 ( 刀 ,)) 空间 内 的 算 子 . 注意 到 由 (tf)) 的 可 分 性 便 可 导出 其 子 
集 T,(B?) 的 可 分 性 , 故 知 对 任意 n( 自 然 数 ), 存在 {fn,m: m= 1,2,…}C Bi, 使 
得 元 列 {Tn (fn,m): m= 1,2,. :} 在 T%,(B1) 内 是 笛 的 . 
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最 后 , 我 们 令 
F= {frm: n,m= 1,2,.…}, 
并 证 明 此 即 为 所 求 之 Bt 的 弱 * 笛 集 . 事实 上 , 对 于 任意 fo € Bi, 根据 下 中 泛 函 的 
性 质 可 知 : 对 任意 n( 自 然 数 ), 必 存 在 {fn,m,} C 大 , 使 得 


[ra (fos) — Ta (fo) le) < = (n= 2°). 
于 是 , 注意 到 空间 (C) 内 范 数 的 定义 , 可 得 
frm (ok) — folzi)| < = (k= 1,2,.n). 
即 : 对 任意 ze(k =12,…), 均 有 
fm (Zk) 一 页 (zj (n= oo)， 
由 于 {zk} 稠 于 已 且 ||fum|| < 1 借助 于 不 等 式 


[frm (7) — fo(T)| < |frm, (2) — frm (Tk)| 
+|fn,ma (Tk) — fo(zx)| + |fo(zx) — fo(z)| 
<2||z — zxl|+ |fn,mx (Zk) 二 fo(zx)|, vr€E, 


可 得 
fnma (7T) = fo(zT)(n 一 oo)i Vx EE. 
也 即 导出 fm 思 fo (n 一 00). O 
方法 2 在 B1(B*) 中 引入 距离 d, 使 得 其 中 之 点 列 按 “距离 4d” 收敛 “等 价 ”于 
点 列 的 “ 弱 * ”收敛 . 由 引 理 3 可 知 Bi1(B*) 是 “ 弱 * 紧 的 ”, 故 知 距离 空间 (Bi (EB*),d) 
是 紧 的 , 从 而 是 可 分 的 . 由 此 可 知 Bi1(B*) 是 弱 * 可 分 的 . 
下 面 引 入 距离 d: 
由 瓦 可 分 , 故 存在 {zn} C S1(), 使 得 {zn} = S1(B). 对 于 任意 的 2*,y* € 
Bi(E*), 今 过 
do,") = De (on) 一 or 人 cb 
k=1 
可 以 验证 , d 满足 距离 三 条 公理 , 而 且 按 “此 距离 ”收敛 与 B* 上 的 “ 弱 *” 收 敛 是 等 
价 的 . 口 
定理 1 (Kakutani 定理 ) 如 果 瑟 为 Banach 空间 , 则 媚 “ 自 反 ” 列 含 着 单位 
原 心 球 B1(E) 是 “ 弱 自 列 紧 ” 的. 
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证 明 ”我 们 来 证 明 Bi(E) 中 任意 点 列 {zn} 均 有 “ 弱 收 敛 ” 的 子 列 . 

令 = pan{znj, 显然 Bo 为 电 中 闭 的 、 可 分 的 线性 子 空间 . 由 引 理 2 知 Bo 
亦 为 “ 自 反 ”空间 . 即 有 : Bo 兰 BB8* = ( 形 )*, 故 (区 )* 为 可 分 空间 , 而 由 引 理 1 则 
知 加 为 可 分 空间 . 再 由 引 理 3 知 Bi(( 硝 )*) 必 为 弱 * 自 列 紧 集 . 设 了 是 从 Bo 到 
Es* = (而 )* 的 典 则 映像 , 则 有 {J(zn)} C Bi1(B8*), 故 {J(zn)} 必 有 弱 * 收敛 的 子 
列 {J(zns)} 以 及 zi e Bi(B8*), 使 得 J(zn,) 宅 x(k 一 o0). 即 


J (Tn)(Y”) 一 Z0 OO) 人 一 oo) VY” € Bo. 


注意 到 Eo 的 自 反 性 , 故 存在 zo e Bi(E0), 使 得 .J(zo) = zs*. 代入 上 式 , 并 用 了 的 
定义 则 可 得 到 
久 (znk) > YT0)(k = 00), Vy” € Eo. 


现在 , 对 于 任意 的 六 e E*, 由 于 当 将 z* 限制 在 Bgo 上 时 有 z*|g。€ 葬 , 故 


T*(Tny) = T*|po (Zn,), T*(T0) = z*|go(T0), 且 有 
J (Tn (7*) = TO (7*)(k 一 oo)，VZ EP”. 


此 即 说 明 zw 习 zo(k 一 co). 也 即 证 明了 Bi(E) 中 任意 点 列 {xn} 均 在 其 内 存在 
“ 弱 收 敛 ” 的 子 列 , 上 且 此 弱 收 敛 元 亦 在 Bi1(B) 中 . 由 此 可 知 Bi1(B) 是 “ 弱 自 列 紧 ” 
的 . 口 
注 1* 其实, 以 上 定理 就 是 自 反 空间 的 特征 (此 将 在 后 面 第 三 章 给 出 证 明 ), 也 

即 ， 

五 自 反 < Bi(E) 是 “ 弱 自 列 紧 ” 集 . 

注 2* 由 后 面 Eberlein-Smulian 定理 可 知 (参见 第 九 章 89.6): 对 于 赋 范 空间 
而 言 , 其 单位 球 的 “ 弱 自 列 紧 性 ”与 其 “ 弱 紧 性 ”是 等 价 的 , 由 此 又 有 : 

互 自 反 < 全 Bi(E) 是 “ 弱 紧 ” 集 . 

注 3* (James 定理 ) Banach 空间 马 是 自 反 的 车 对 于 任意 Z” € EE*,|zx*(z)| 
必 在 马 的 单位 球面 S1(B) 上 取 到 “最 大 值 > [38]. 

注 4# 存在 一 个 非 完 备 的 赋 范 空间 (当然 也 是 非 自 反 的 空间 ), 但 其 上 的 泛 函 
却 仍 具 有 注 3* 所 述 的 性 质 .89] 


习 题 二 


2.1 试 举例 说 明 , 对 于 复 赋 范 线性 空间 而 言 ,从 可 加 算 子 的 连续 性 未 ' 必 能 推出 它 是 “ 复 齐 
性 ”( 即 对 于 复数 是 齐 性 ) 的 . 

2.2 试 证 明 : 实 赋 范 线性 空间 忆 上 的 非 零 实 线 性 泛 函 f(z) 在 五 中 任意 一 点 zo 均 不 可 
能 取 到 “局 部 极 小 值 ”( 即 存在 zo 的 某 个 闲 球 B(zo0,60) C EE, 使 得 f(z0) 为 泛 函 Fz) 在 


. 126 . 第 二 章 赋 ( 准 、 拟 ) 范 空间 上 的 线性 算 子 


B(xo,60) 中 的 最 小 值 ) 或 “局 部 极 大 值 ” .由 此 导出 : 对 于 任意 数 ai F(z) 关 @a 的 点 所 组 成 
的 集 必 笛 于 空间 E. 
2.3 设 在 空间 Cla, 中 上 定义 算 子 全 如 下 : 

[T(z)](s) = / k(s,t)z(t)dt, Vz = z(t) € Cla,db] 
(其 中 , k(s,t) 为 a < s,t <b 上 的 二 元 连续 函数 ). 试 证 明 : 了 必 为 Cla,b 到 自身 内 的 连续 线 
性 算 子 . 
2.4 设 在 空间 L1[0,2x] 上 定义 算 子 全 如 下 : 


[T(z)](z) = 元 ; db Vz = z(t) € Ll[0,27]. 


试 证 明 :全 将 L'[0,27] 上 的 函数 变 为 在 复 单 位 圆 |z| < 1 内 解析 的 函数 . 并 当 令 Apo (po < 1) 
表示 在 |z| < po 内 解析 、 在 |z| < po 上 连续 、 范 数 为 ly|| = maxlzl<eo |y(z)| (Vy e Apo) 的 
复 函 数 所 组 成 的 赋 范 线性 空间 时 , 则 上 面 的 全 为 从 Zi[0,2r] 到 4oo 内 的 连续 线性 算 子 , 此 
外 了 不 存在 . 
2.5 设 马 为 一 赋 范 线性 空间 , f(Z) 为 马上 的 非 零 线性 泛 函 , 并 设 “ 震 点 集 ” 
N:={zeE: f(z)=0}. 
试 证 明 : 
1) 如 果 元 zl € 五 , 使 得 f(z1) 关 0, 那么 , 对 任意 的 元 Zz E 忆 , 均 有 分 解 式 
Z 一 azl 十 9 (其 中 : y € Njy,a € K), 
2) 上 述 分 解 式 是 唯一 的 . 
2.6 如 果 有 所 和 fz 为 巨 中 两 不 相同 的 线性 泛 函 , 那么, 为 了 (“零点 集 ”) Np, = Ny,, 必须 
且 只 需 存 在 一 常数 入 天 0, 使 得 
fi(7) = Afo(7), Yr EE. 
2.7 如 果 甩 和 锯 为 马 中 两 不 相同 的 线性 汽 函 ,并 设 集 (“ 超 平面 ”) 
Hr = {rz€ E: fi(z)=o)}, Hy, = {rz€ E: fo(7)= a2}, 
则 为 了 “ 超 平 面 ” Hi， = Hp, 必须 且 只 需 存 在 一 数 入 关 0, 使 得 
(1) fi(z) = Mfo(z), (2) aa = Moa2. 
2.8 设 工 是 从 空间 (m) 到 其 自身 的 有 界线 性 算 子 ， 
z= T(z), Vz= (&;) E (m). 
其 中 ， » 
z=(m), m= >》 aij6 (ViE N), 有 > laij| < o0. 
十 


了 一 1 


试 证 明 : 
Co 
TI|= su Qi7 
[nl = snp Do lou 


(“ 行 向 量 ” 坐标 绝对 值 之 和 的 上 确 界 ). 
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2.9 设 卫 是 从 空间 (lw)) 到 其 自身 内 的 有 界线 性 算 子 : 
之 二 T(z), vz= (和 cz， 人 , En, ) € (2), 


其 中 


n 
z= (T1 712，…… Mn) mi = >》 aiés(l <i<n). 
j=1 


试 证 明 : 


1<7<m 


n 
[T= max >》 laaj| 
i=1 


(“ 列 向 量 ” 坐标 绝对 值 和 之 最 大 者 ). 
2.10 ”将 上 题 中 空间 (lj)) 改 为 (的 )), 且 设 5 = Qji(1 < ij < nn). 试 证 明 : 


TI = max | 矩阵 (oi;) 的 特征 值 |. 


2.11 设 互 为 典范 线性 空间 , 1 为 Banach 空间 ,而 To 是 从 轧 的 子 空间 Bo 到 Bl 内 的 有 
界线 性 算 子 . 试 证 明 : 只 要 Bo 稠 于 EEF, 则 To 可 以 “ 保 范 扩张 ( 延 拓 )” 到 整个 空间 忆 上 (也 
即 : 能 在 全 空间 已 上 唯一 定义 一 个 有 界线 性 算 子 , 使 其 满足 条 件 

1) T(y) = To(y), (Vy € Eo); 2) 1 = 17olleo) 
2.12 ”利用 列 紧 集 的 性 质 , 并 注意 到 第 一 章 习 题 1.7. 试 证 明 : 如 果 Q 为 距离 空间 , 那么 , 为 
了 连续 函数 空间 C(Q) 是 可 分 的 必须 且 只 需 人 是 紧 空 间 . 
2.13 设 人 为 典范 线性 空间 媚 上 定义 的 线性 算 子 . 试 证 明 : 如 果 了 将 瑟 中 的 “单位 球 ” 变 
为 Ei 中 的 列 紧 集 时 ,， 则 全 为 已 上 的 全 连续 算 子 . 
2.14 设 在 区? 中 引入 范 数 


llzlh = |&1|+|é2|, Vz = (全 ea) € K’; 
其 所 构成 的 赋 范 线性 空间 记 为 Kf). 在 K(f) 上 定义 一 泛 函 ff: 
f(z) = at + PBés, Vz = (1,é€2) € Ke) 


(其 中 a 和 6 为 固定 复数 ). 试 证 明 : f € [K%1)]*, 并 求 ||f| =? 

2.15 试 对 “所 有 数列 ” 所 构成 的 赋 准 范 空间 (s) (其 中 “收敛 ”等 价 于 “ 按 坐 标 收敛 ”), 求 
出 其 连续 线性 泛 函 的 一 般 形 式 . 

2.16 设 妃 和 Eo 均 为 典范 线性 空间 . 试 证 明 : 对 于 积 空间 Bl Xx E2 ( 范 数 定义 为 


lI(z1, 22)|| = ||z1l| + llz2ll, V (21, za) € Ei x E2) 


有 关系 式 
(五 : xX E2)” 一 E? xX E> 
(这 里 , 积 空间 EY x 3 的 范 数 定义 为 ||( 户 , 户 )| = max(|| 入 外 ,| 户 |). 
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2.17 设 忆 (i ET) 为 一 族 Banach 空间 , 定义 积 空间 


E= [IlE.= {(z.): Zz. € E,(i € 1),supllzl| < 0}, 
wel el 


(z,) + (9y) = (zo + 1), a(ze) = (az 
lz) = (Dllel)”, vs), y) € Ba eK. 
El 
斌 证明: B* = J],cy B:， 且 具 有 范 数 
NN= (DDN), ve) eIIE:, 


el eI 


1 
a 


(这 里 ,3 十 二 1). 

2.18 设 T,To € B(E 一 到 ) (n= 1,2,…). 试 证 明 : 当 | 了 Th 一 | 一 0 时, 必 有 ||T% 一 
T=0 (一 oo). 

2.19 设 互 为 典范 线性 空间 . 试 证 明 : 对 于 妃 上 的 线性 算 子 来 说 , 为 了 将 巨变 为 “< 有限 维 ” 
赋 范 线性 空间 , 必须 且 只 需 了 是 “有 限 秩 ” 算 子 . 

2.20 设 忆 (一 00, 十 00) 内 定义 一 个 到 其 内 的 算 子 (量子 力学 中 的 “坐标 算 子 ”): 


(T(z)](t) = tr(t), Vz = 72(t) € D(T); 
其 中 , D(T) = {72(#): z(t),tz(t) € (一 00, 十 00)}. 试 求 : [T*(g)](t) 对 于 g(t) E D(T*) 的 表 
达 式 及 定义 域 D(T*), 并 说 明 T* = 全 ( 自 共 轿 算 子 ). 
2.21 在 LL2[0,1] 内 定义 了 一 个 到 其 内 的 算 子 工 (量子 力学 中 的 “动量 算 子 ”): 

Fl = 70), Ve = z(t) € DT); 
其 中 , D(T) = {z(): zz 的 E 天 0]}. 试 求 : [T*(g)](t) 对 于 g(t) € D(T*) 的 表达 式 及 
定义 域 D(T*) (由 此 可 知 , 数理 方程 里 有 时 所 说 的 “ 自 共 纯 ” 只 是 形式 的 . 而 此 处 , 虽然 形式 
上 人 与 了 的 “变换 式 ” 相同 ,然而 D(T*) 与 D(T) 是 不 同 的 ). 
2.22 ”由 空间 C[0,1] 内 单位 闭 球 B(9,1) 中 的 元 列 {zn} 设 为 


0， 当 0 < t < 了 时 ; 
1 1 1 1 
Tt 三 一 一 > 一 之 二 — i* 
(t) 2n(t 5 )， 当 3 <t< 3 二 + 去 叶 ; 
1 1 
当 二 -一 区 <1 9 
1， 汪汪 求全 t< 1 时 


直接 说 明 C[0,1] 内 单位 闭 球 不 是 弱 列 紧 的 . 
2.23 ” 当 已 知已 自 反 二 E* 自 反 ”时 , 利用 82.5 中 的 引 理 2(Pettis 定理 ) 证 明 : 当 书 为 
Banach 空间 时 , BE* 自 反 一 > 瑟 自 反 . 


第 三 音 ”Hahn-Banach 型 定理 


在 函数 论 中 , 我 们 曾经 考虑 过 把 一 些 函数 从 原来 的 定义 域 中 扩充 出 去 的 问题 . 
例如 定义 在 度量 空间 内 某 一 闭 集 的 连续 函数 可 以 保持 其 上 下 界 延 拓 成 整个 空间 上 
的 连续 函数 (值得 注意 的 是 , 此 结论 对 于 非 闭 集 未 必 正 确 . 反例 可 见 数学 分 析 中 定 
义 于 (0,1] 中 的 函数 sin 二); 又 如 , 解析 函数 的 解析 开拓 等 . 同样 在 测度 论 中 有 测度 
的 扩张 , 在 代数 上 有 域 的 扩张 等 . 

此 外 在 上 一 章 中 , 对 于 任意 赋 范 线性 空间 EE, 我 们 曾经 引入 其 上 定义 的 有 界线 
性 泛 函 的 全 体 构成 的 共生 空 间 BE* 的 概念 . 虽然 对 于 某 些 具体 的 空间 找到 了 共 斩 空 
间 , 但 对 任意 的 赋 范 线性 空间 三 , 我 们 并 不 知道 除了 零 泛 函 以 外 还 有 没有 其 他 的 非 
零 的 有 界线 性 泛 函 存在 . 

为 了 使 得 任意 的 线性 空间 EE 上 存在 非 零 的 有 界线 性 泛 函 , 最 简化 的 方法 自然 
使 我 们 想到 了 前 面 所 说 的 “ 延 拓 ” 的 方法 , 即 : 如 果 能 在 EE 内 某 一 子 空间 上 定义 一 
个 有 界线 性 泛 函 , 而 且 还 能 够 使 其 延 拓 成 为 整个 上 的 有 界线 性 泛 函 , 那么 问题 就 
解决 了 . 

值得 注意 的 是 , 在 现代 的 文献 中 , 人 们 不 在 仅仅 将 83.1 中 的 定理 1 称 为 汉 恩 - 巴 
拿 赫 (Hahn-Banach) 定理 , 而 是 将 此 一 章 的 83.1 和 83.2 的 各 个 定理 和 推理 , 均 习 惯 
地 、 不 加 区 别 地 统称 为 Hahn-Banach 定理 . 


83.1 线性 泛 函 的 控 保 延 拓 定 理 


本 段 下 面 的 两 个 定理 , 就 是 用 来 解决 延 拓 的 可 能 性 问题 的 . 首先 引出 一 个 与 Zer- 
melo 公理 等 价 的 Zorn 引 理 , 它 在 定理 的 证 明 中 是 非常 必要 的 . 首先 给 出 下 面 关 于 
“ 序 ” 的 一 些 定义 . 

定义 1 集合 G 称 为 有 序 集 , 是 指 对 于 其 中 “ 某 些 元 ”之 间 定 义 了 一 个 “ 序 关 
系 ”~<. 关系 < 满足 下 面 三 个 条 件 : 

( 如果 zZ<2y 且 <2 那么 xX <z( 传 递 性 )， 

(ii 对 任意 ZEG 均 有 7z<z( 自 反 性 )， 

(这 ) 如 果 < 且 <z, 那么 z= 二 y (反对 称 性 ). 

定义 2 集合 G 称 为 “全 序 集 ”, 是 指 它 是 一 个 有 序 集 ， 并 且 对 于 媚 中 的 任意 
两 个 元 了 Z 和 2 关系 Z < 和 32<Z 至 少 有 一 个 成 立 , 
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定义 3 设 G 为 一 有 序 集 , 集 BCG, 元 yEG 称 为 集 B 的 上 界 , 是 指 对 于 任 
意 的 TEB, 均 有 XxX <Yy 成 立 . G 中 的 元 zo 称 为 “ 极 大 元 ”, 是 指 若 EG 且 xo <， 
则 有 z = zo. 

有 了 上 面 的 定义 就 可 以 引入 下 面 的 公理 : 

引 理 1(Zorn 引 理 ) 如 果 G 是非 空 有 序 集 , 且 其 内 每 个 全 序 子 集 都 有 上 界 , 那 
么 G 至少 有 一 个 极 大 元 . 

从 上 面 的 引 理 1, 我 们 将 给 出 一 般 (没有 拓扑 结构 的 ) 线性 空间 上 的 线性 泛 函 在 
某 种 特定 泛 函 “控制 下 ”的 延 拓 定 理 . 首先 选择 “控制 函数 ”为 “次 加 、 正 齐 性 ” 泛 
函 , 其 定义 重 述 如 下 : 

定义 4 线性 空间 马上 的 泛 函 p(T) 称 为 次 加 的 , 是 指 


p(T+Y) < p(T)+ p(y), Vr,y Eb. 
线性 空间 媚 上 的 泛 函 p(z) 称 为 “ 正 齐 性 的 ” 是 指 
D(az) = ap(7), Va>0,7€E. 


注 这 里 所 给 出 的 “次 加 、 正 齐 性 ” 泛 函 , 对 于 我 们 来 说 并 不 是 陌生 的 . 事实 
上 , 在 赋 范 线性 空间 中 , 元 的 拟 范 数 || .|| 就 是 这 种 泛 函 . 一 般 来 说 , 它 未 必 是 “加 法 
的 ”或 “ 齐 性 的 ”. 

下 面 我 们 给 出 在 泛 函 分 析 中 起 着 重大 作用 的 著名 定理 : 

定理 1 (Hahn-Banach 定理 ) 假设 

1? 媚 是 “ 实 ” 线 性 空间 ,BEo CB 是 其 线性 子 空间 ， 

2? p(y) 是 媚 上 的 次 加 正 齐 性 泛 函 , ja(y) 是 定义 在 子 空间 Eo 上 的 ( 实 ) 线性 泛 
函 , 并 且 满 足 fo(y) < p(y) (Vy € Eo), 
则 必 存 在 定义 在 整个 空间 巨 上 的 ( 实 ) 线性 泛 函 f(y), 满足 

1) f(y) = fo(y), Vy € bEo, 

2) f(y) < p(y), Vy EB 
(并 且 称 f 为 fo 在 全 空间 巨 上 的 延 拓 ). 

证 明 下 面 我 们 分 三 步 来 证 明 : 

(1) 设 任意 一 点 zi € BENEo, 我 们 把 泛 函 fo 从 Eo 在 保持 泛 函 p(x) 的 控制 下 延 
拓 到 子 空间 现 上 去 , 其 中 轧 定义 为 


Ei = {y+ axi: y € Eo,a € (一 oo 十 oo) 上. 
考察 Eo 中 的 任意 两 元 y 和 多 . 从 定理 假设 2 可 知 


foly)— foly)= fo —y) Sp —Y) < py +r1) +p(—y — 71), 
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由 此 有 一 p( 一 一 21) 一 fo(W) < p(y 二 21) 一 fo(y), 故 可 得 到 
-co <m {—p(—y— 71) — fo(y)} < p(y + 11) — foly), Vy € Eo. 
因而 导出 
—00 <m< inf {p(y + x1) — fo(y)} SM < +oo. 
yEEo 
fi(y +azi1) = fo(y) + aé1i, Vy € Eo,a € (—%%,+o0). (3.1.1) 


于 是 , 由 于 空间 Bl 中 的 每 个 元 是 唯一 表示 为 形 如 y 十 azi 的 , 因此 式 (3.1.1) 唯 
一 确定 了 El 上 的 一 个 线性 泛 函 . 此 外 , 由 定义 显然 有 


fi1(y) = fo(y), Vy € Eo. 


因此 , 可 以 看 出 泛 孙 有 是 fo 在 B11 上 的 延 拓 . 所 以 ,余下 来 的 只 要 证 明 仍 有 下 面 “ 控 
制 ” 关 系 式 : 


fi(y+ari) <p(y+ar), vy€EFo, Qa€(-o,+00) (3.1.2) 


成 立 就 可 以 了 . 

事实 上 , 当 a = 0 时 , 由 式 (3.1.1) 及 假设 条 件 2" 显然 式 (3.1.2) 成 立 , 因此 我 们 
假设 a #0 并 分 两 种 情形 来 讨论 . 

(i) 如 果 a > 0, 注意 到 & 的 取 法 , 故 知 对 任意 ye Eo, 有 


5 scr 人 to) -mn 
从 而 有 

afo(¥) 卡 入 各 并 ap(¥ zi) 
再 注意 到 fo 的 线性 以 及 泛 函 p 的 正 齐 性 假设 , 便 可 得 到 

foly) + aéi < p(y + a&1). 
最 后 由 式 (3.1.1) 及 上 式 则 可 导出 
fi(y+ax1) < p(y +ar), Vy € Eo,a € (0,co). 
(i) 如 果 a < 0, 那么 类 似 地 , 对 任意 ye Eo 有 
=p(--7) -fo(L) < ms, 


Qa 
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故 有 
(0) 2ot tah!) 


fi(y+azr1) < p(y+ar1) (Vy € Eo,a € (0,o00)). 


总 合 上 述 a = 0 情形 及 (i) 和 (让 , 便 证 得 泛 函 有 即 为 九 在 空间 上 保持 “p 控 
制 ” 下 的 延 拓 . 

(2) 设 万 表示 fo 的 一 切 满足 条 件 f(z) < p(z)(Vz € D(f)) 的 延 拓 线 性 泛 函 的 
全 体 , 即 有 


万 = {fa: 有 a 为 线性 子 空间 D( 扩 ) 上 的 线性 泛 函 , Eo CD( 及 ), f(z) 志 p(z) (VzED( 了 ))， 
f(y) = fo(y), Vy € Eo.}, 


在 万 中 定义 序 关系 “<” 如 下 : 对 任意 ,fx e 万 . 称 A < fr 是 指 
D(fx) CD(fr), f(z) = fr(2), Vz ED(IN). 
于 是 , 万 就 成 为 一 个 有 序 集 . 此 外 , 对 于 万 中 的 任 一 全 序 子 集 Mp, 令 
D= () Df), fi(2)= 2) (Vz E Df) feMbp). 


feMy 
由 Mp 是 全 序 的 可 知 f(z) 在 D 上 是 唯一 确定 的 , 并 且 它 是 以 D 为 定义 域 的 线性 
泛 函 , 当然 仍 有 
fs(z) < p(z), Vz €D, 


从 而 导出 fe 所 及 扩 < (Vf EAMp), 此 即 导 出 : 万 中 任 一 全 序 集 Mp 均 有 
上 界 . 所 以 由 引 理 1 可 知 万 必 存 在 一 极 大 元 , 不 妨 记 为 f. 

(3) 极 大 元 f 即 为 fo 在 上 的 延 拓 . 为 验证 这 一 结论 , 由 f 的 求法 可 知 仅 需 证 
明 D(f) = 互 就 可 以 了 . 事实 上 , 如 果 此 结论 不 成 立 , 即 有 D(f) 和 B, 则 由 上 面 证 明 
中 的 (1) 可 知 , 此 时 必 有 泛 函 f 的 一 个 保持 “p 控制 ” 的 线性 延 拓 f*, 使 得 f* € 万 
以 及 D(f) DA 产 (z) = f(z) (Vz € D( 有 )). 显然 , 这 与 了 是 集 万 中 的 极 大 元 假 
设 相 了 矛盾 . 口 

注 在 上 面 定理 的 证 明 中 , (1) 是 关键 . 初 看 起 来 其 证 明 思 路 难以 理解 ， 然而 ， 
如 果 我 们 注意 式 (3.1.1) ( 泛 函 fo 的 “形式 扩张 ”), 然后 倒 推出 数 & 所 须 满足 的 条 
件 , 其 证 明 技 巧 就 不 难 掌握 了 . 
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事实 上 , 如 果 及 是 fo 在 上 的 线性 延 拓 , 那么 它 一 定 具 有 如 下 的 形式 ; 
fi(y+ aor) = fo(y) +aé:! (Vy € Eo,a € (~—00,00)). 
如 果 我 们 能 确定 上 面 的 ( 实 ) 数 & = 户 (zl), 使 得 其 满足 : 
fi(y+ari) < p(y +ar) (Vy E Eo,a e (一 co, oo) 
问题 就 解决 了 . 而 此 式 等 价 于 
at < p(y + or1) — fo(y). 


当 a =0 时 , 上 式 显 然 成 立 . 

当 a > 0 时 , 就 必须 要 求 (注意 p 的 正 齐 性 及 fo 的 线性 ) &1 < p(y 十 zi) 一 
jo(2y) (Vy € Eo;a > 0). 此 式 显然 等 价 于 (注意 Bo 为 线性 空间 ) &1 < p(y + zl) 一 
fo(y) (Vy € Bo), 这 也 等 价 于 


£1 < ,nf (p(y + £1) — fo(y)). 


而 当 a < 0 时 , 类 似 地 需要 求 > -2p( 去 y 一 21) 十 有 fo( 寺 yy) (Vy € Eo;a < 0)， 
此 式 等 价 于 和 > 一 p(y 一 Zz1) 十 fo(y) (Yy € Bo), 故 也 等 价 于 


&1 > sup(—p(y ~ 71) + fo(y)). 
yEEo 
为 了 和 取 法 的 合理 性 只 需 下 式 成 立 : 


sup (—p(y — £1)+ fo(y)) < inf (p(y + 7x1) — fo(y)), 
VE 五 0 yEEo 


此 式 显然 等 价 于 不 等 式 
-p(y —z1) + foly) < p(y + 11) — foly’) (Wy € Bo). 
注意 到 fo 的 线性 和 2 的 次 加 性 , 上 式 显 然 可 由 以 下 关系 式 导 出 : 


foy)+fi(y)=foly +y) < py +Y) 
=p(y 二 ZI 十 一 2Z1) 
p(y 十 Zi) 十 D( 一 21). 
因而 定理 1 中 的 (1) 得 证 . 
为 了 将 定理 1 推广 到 “ 凸 泛 函 ”控制 下 的 情形 , 我 们 给 出 凸 泛 函 的 定义 : 
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定义 5 线性 空间 媚 的 泛 函 c(z) 称 为 凸 泛 函 ,是 指 对 任意 xz,y EB 均 有 
c(AT+ (1 —A)y) < Ac(r)+ (1 oA)c(y) (YAE IO0,1H)， 
注 ”前 面 定 义 的 次 加 、 正 齐 性 泛 函 显然 是 西 泛 函 , 但 反之 未 必 . 其 反例 见 实 轴 
上 定义 的 函数 y 一 Z2 即 可 . 
完全 与 上 面 定理 1 的 证 明 方法 类 似 , 当 我 们 注意 到 凸 泛 函 的 定义 时 , 不 难 导出 
下 面 的 推广 命题 : 
定理 2 (Weston) 在 上 面 的 定理 1 中 , 当 把 那里 的 次 加 、 正 齐 性 “控制 泛 
函 ”p(Z) 换 为 凸 泛 函 c(Z) 时 , 其 相应 的 结论 仍 是 成 立 的 . 
证 明 与 定理 1 的 证 明 方 法 类 似 , 对 于 任 一 元 ze EE\Eo, 只 要 能 证 明 将 Eo 
上 定义 的 ( 实 ) 线性 泛 函 fo 在 保持 “ 凸 泛 函 控制 下 ”, 可 以 延 拓 到 ( 实 ) 线性 子 空间 
Bi = {y+azl: ye Bo,a € (—00, 二 +o0)} 上 去 就 可 以 了 .下面 就 来 证 明 这 一 事实 . 
我 们 注意 到 , 如 果 所 是 fo 在 五 上 的 线性 延 拓 ,那么 它 一 定 具 有 形式 
fi(y +axi) = fo(y) +aé1, Vy € Eo,a E (一 co co). 
如 果 能 确定 某 & = 及 (x1) e 到, 使 得 
fi(y +azxi) < cy +ar), Vy € Eo,a € (一 oooo)， 
问题 就 解决 了 . 而 此 式 等 价 于 
Qaé1 < cy+ari) — fi(y) = c(y + oz) — fo(y), 
这 就 要 求 满足 
6 么 Lc(a(2y 加 z1)) ho(29), vyE Eoa>0 
及 1 1 1 
红 之 -—c( ca( 二? 过 zl) ) 十 fo(—y), Vy € Eo,a < 0. 
此 式 显 然 等 价 于 
| & <ic(a(y+o)) -foly), vyeEo,a>o0; 


QO 
1 之 -ce(-aly — 721)) + fo(y), vy € Eo,a < 0. 
这 也 等 价 于 
| & <ac(T(y+r)) fol), vyeBoa>0 


1 之 -ac(T(y —z1)) + fo(y), vy € Eo,a >0. 
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故 & 需 满足 1 
S < inf [oc(=(y +z1)) 二 fo(y)|， 


Eo 
>0 


之 sup -ac(=(y 2)) + fo(y)|. 


为 了 各 的 存在 只 需 


一 oo < up | - ac(-=0 一 z1)) + foly)| < nf [ac (+ 21)) 一 fo(y)| < oo. 


最 后 一 式 显然 等 价 于 
-ac(z(y =21)) + 有 gbc(500+zD) -jg Wy e Bo, mw8>0 
而 此 式 可 从 


ee 


Qa 十 
<(atB)e(SS) 
-er 
CE se) 
(ots saci -0)) + ata (3 +o) 


1 1 
=ac(=(y = 1)) 二 pc(Fly 十 z1)), Vy ,y GE bo, a,b >0 


中 得 出 . 
注 * ”定理 2 也 可 以 作为 定理 1 的 直接 推理 . 
证 明 作 巨 xRR, 令 
pl[(z, t)] = inf { a: c(=) < + 1}, V(x,t)EExR; 
go[(x,t)] = fo(x) —t, V(x,t) € Eo x R. 
若 c(2) < 站 十 1 成立, 可 知 对 任意 (x,t) € Eo x 下, 从 设 则 有 


(se 人 < 


从 而 go[(7x,t)] = fo(z) 一 t < a. 再 由 pl[(z,)| 的 定义 知 


go[(x,t)] < pl[(x,t)], V(xz,t)€ Eo xR. 
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另外 , 对 于 任意 入 >0 及 (7z,t),(y,s) EEBxR 恨 ,由 7p 的 定义 有 


p[A(z,t)] = inf {a: c( 空 2) < 二 +]} 


又 设 入 = zl(z, 可 ,， = pl(y,s)], 对 任意 s > 0, 必 存 在 X 和 以 满足 


入 < 入 <A 和 二 Ee， < <put+e; 


z t 2 2 
:< 交 to 的 < 六 + 


故 
| -c( 7 二 
< 二 + 人 ( 约 
< 
< 双生 + 
从 而 


pl(z,t) + (y,s)]=p(zT + y,t+ s) 


=inf {a: c( 2 了) < 1} 
CQ [ey 


N+ 


<A+k+2e. 


由 < 的 任意 性 知 p[(z,t) 十 (y,s)] < 入 十 4 二 pl(z,; 如 十 pl(y,s)], 故 导出 p[(z, 汶 ] 是 次 
加 、 正 齐 性 的 . 

由 此 直接 从 定理 1 可 知 存在 定义 在 xRR 上 的 线性 延 拓 泛 函 g, 满足 g[(z,t)] < 
pl(z,t)] (v (z,t) € BE x R). 可 令 g[(z,t)] = f(z) — at (其 中 : a € R, f(z) 为 E 上 线性 
泛 函 ). 由 f(y) 一 at = fo(y) 一 t+ (Vy € Bo,teER) 知 a=1. 当 t=0 时 ,有 


f(y) = fo(y), Vy € bo. 
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当 令 a“=1t= c(z) 一 1 时, 可 知 


(2) =c(z) =[c(z) -I+1 =+1. 


由 g[(z, 如 ] < p[(z,j 及 pl(z, 如 的 定义 知 
f (7) [c(x) 和 1 = f(z) —t= g[(x,t)] <a=1, vreb, 


从 而 
f(x) < c(z), Vz €E, 


故 f(z) 即 为 所 需 的 保 控 延 拓 线性 泛 函 . 品 
对 上 面 的 定理 我 们 感到 不 足 的 是 , 它 仅仅 是 在 “ 实 ” 的 线性 空间 (在 一 定 条 件 
下 ) 讨论 线性 泛 函 的 可 延 拓 性 . 当然 , 我 们 希望 把 它 推广 到 一 般 “ 复 的 ”线性 空间 中 
去 . 然而 , 仅仅 把 上 面 的 定理 形式 地 搬 来 是 不 行 的 , 因为 在 复线 性 空间 中 上 面 的 条 
件 和 结论 中 相应 的 不 等 式 就 没有 意义 了 (一 般 的 复数 是 不 能 比较 大 小 的 ), 因此 必须 
做 某 些 修改 . 首先 , 把 “控制 函数 ”做 某 些 修改 , 我 们 给 出 下 面 的 定义 : 
定义 6 线性 空间 如 上 的 次 加 泛 函 p(z) 称 为 对 称 的 (或 绝对 齐 次 性 的 ), 是 指 


p(az) = |alp(z), Yr € E,a€kK. 


注 1 设 p(7z) 为 轧 上 的 对 称 次 加 泛 函 , 则 在 轧 上 必 {有 p(X) 之 0. 
事实 上 , 对 任意 ze 五 , 由 泛 函 p(z) 的 假设 , 有 


p(z) = p(27 一 Z) < p(27) + p(—7) = 2p(Z) 十 p(Z) = 3p(7) (Vz € E), 


从 而 导出 2p(z) >0 即 p(x) > 0. 

注 2 显然 易 见 , 拟 范 数 ||z|| 是 赋 拟 范 线性 空间 巨 上 的 一 个 对 称 次 加 泛 函 . 此 
外 , 凡 对 称 (次 加 ) 泛 函 一 定 也 是 正 齐 性 (次 加 ) 泛 函 . 但 反之 却 未 必 成 立 . 

事实 上 , 取 函 数 p(x) = |z| 十 x (Vx € 有 R), 则 p(z) 显然 是 正 齐 性 次 加 泛 函 , 但 却 
不 是 对 称 次 加 泛 函 . 

有 了 上 面 的 定义 , 借助 于 实 空 间 上 泛 函 的 延 拓 定 理 , 我 们 就 可 以 引出 在 一 般 
“ 复 ” 线 性 空间 中 的 线性 泛 函 的 延 拓 定 理 . 

定理 3 (Bohnenblust-Sobczyk 定理 ) 假设 

1? 妃 是 “ 复 ” 线性 空间 ,BEo 是 媚 内 一 “ 复 ” 线 性 子 空 同 ; 

2° p(z) 是 媚 上 的 “对 称 、 次 加 ” 泛 函 , 并 且 满 足 条 件 | (y)| < p(y) (Vy € 五 0)， 
则 必 存 在 一 定义 在 全 空间 妃 上 的 线性 泛 画 F(z), 满足 

1) f(y) = fo(y), Vy € bo; 

2) |f(z)| < q(x), vr EE. 
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证 明 首先 令 jlz) = Folz) +im(lz) (Vz € Bo), 这 里 Ro(z) = Re.fo(z)， 
Jo(z) = Im.jo(z), 对 任意 ze Eo, 从 而 由 fo(z) 的 “ 复 齐 性 ” 可知 1(z) = 一 Ro(liz). 
由 Eo 是 复线 性 空间 , 根据 泛 函 REo(z) 的 定义 不 难 由 fo(z) 在 Bo 上 的 线性 推出 它 
们 均 为 B6。 上 的 “ 实 ” 线 性 证 函 . 且 由 于 实数 域 是 复数 域 的 子 集 , 故 每 个 复线 性 空间 
按 原 来 复 空间 的 加 法 及 关于 实数 的 乘法 , 显然 亦 构 成 实 的 线性 空间 . 因此 , 当 我 们 
视 刀 和 Eo 为 实 空间 时 , Bo 仍 为 忆 的 线性 子 空间 , 证 函 Ro(z) 就 成 为 实 空间 Bo 上 
的 “ 实 ” 线 性 泛 函 了 . 此 外 由 假设 条 件 


Rolx) < |Ro(z)| = IRefo(z)| < |fo(z)| < p(7), Yr € bE, 
故 由 定理 1 可 知 : 泛 函 Ro(z) 可 以 在 保持 p(z) 的 “控制 ”下 延 拓 为 整个 空间 上 
的 “ 实 ” 线 性 泛 函 R(X). 令 
f(z) = R(x) ~ iR(ix) (vz € EE); 
下 面 我 们 分 三 步 来 证 明 f(x) 即 为 定理 所 求 之 泛 函 : 


(1) f(y) = fo(y) (Vy € Eo). 
事实 上 , 由 f(z) 构造 可 知 , 对 于 任意 的 ze Eo, 有 
jg] = Ba — iR(iz) = Ro(z) -ipoGo) 
这 样 由 于 Eo 为 “ 复 ” 线 性 子 空间 的 假设 , 故 由 zx € Eo 可 知 iz € Eo. 另外 , 注意 到 
Jo(z) 的 实 部 Ro(7z) 与 虚 部 Io(zx) 的 关系 即 得 到 f(x) = Po(z)+izo(z) = fo(7x) (Vz € 
Eo). 
(2) f(z) 是 瓦 上 的 ( 复 ) 线性 泛 函 . 
其 实 , 由 f(z) 的 定义 以 及 R(z) 的 实 线性 , 显然 可 知 f(z) 是 实 齐 性 的 可 加 泛 函 . 
下 面 证 明 它 的 “ 复 ” 齐 性 . 为 此 我 们 只 要 对 i 的 乘法 验证 其 为 齐 性 的 就 可 以 了 . 而 此 
同样 由 f(z) 的 定义 直接 如 下 导出 : 
ee 7 1 ey 
=R(iz) + iR(z) = i[R(z) ~ iR(iz)] 
=if(x), Vx € EE. 


可 知 这 是 明显 的 . 

(3) f(z) < p(z) (Vz € E). 

事实 上 , 注意 到 对 任意 的 > € EE, 如 果 f(z) = 0, 那么 显然 上 式 成 立 ， 而 当 
f(z) 天 0 时 , 设 光 = arg f(z)( 复 数 f(z) 的 “ 主 幅 角 ”), 那么 注意 到 f(z) 的 复 齐 性 ， 
便 可 得 到 


If (2)| = ew/(s) = le-iyz) = Fe-iyz) +i.0= R(e-we). 
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而 再 注意 到 R(z) 是 Ro(z) 保持 p(x) 控制 的 延 拓 , 因此 从 上 式 立 即 导出 
|f(z)| = Re yz)<pe 7) = le lp(z) = p(2). OD 


由 上 面 的 定理 , 我 们 不 难 导 出 下 面 关 于 连续 线性 泛 函 的 “ 保 范 延 拓 ”命题 : 
推理 1 设 马 为 复 ( 实 ) 赋 拟 范 线 性 空间 , Bo 为 其 一 复 ( 实 ) 线性 子 空间 , fo 为 
Eo 上 定义 的 连续 线性 泛 函 , 则 在 互 上 必 存 在 连续 线性 泛 函 f, 使 得 


f(y) = fo(y) (vy € Eo), Mfl|= lfolls,, 


这 里 ||jollmo 为 泛 函 fo 在 Bo 上 的 范 数 . 
证 明 只 要 在 上 面 的 定理 2( 和 定理 1) 中 , 令 控 制 泛 函 


p(x) = ||follg, :||zll, Vz €&, 


则 有 | 如 (| < lifolls。 :lyl| 会 p(y) (Yy e Eo). 故 由 上 面 定理 2( 和 定理 1) 可 知 : fo 
在 巨 上 必 有 线性 延 折 了 满足 |f(z)| < p(z) 全 ||jolls。 :llzl| (Yz e E). 由 此 立即 得 到 
If < lifollgo: 另 一 方面 , 由 泛 函 范 数 的 定义 又 知 


fll= sup |f(z)| > sup |f(y)|= sup |fo(y)| = lfollso: 
llzll=1 Illyvll=1 ilyll=1 
EE 2E 五 0 2E 五 0 


结合 上 面 两 式 则 得 ||f|| = jfollgo, 此 即 导 出 了 本 推理 的 结论 . 品 
作为 定理 1 和 2 的 有 趣 应 用 , 我 们 给 出 下 面 的 推理 . 当 读 者 逐 行 阅读 此 推理 的 
证 明 时 , 可 能 并 不 感到 有 任意 困难 . 但 我 们 必须 提醒 注意 的 是 : 此 证 明 方 法 是 非常 
具有 创造 性 的 ! 读者 如 果 怀 疑 这 一 点 , 你 不 妨 先 不 看 下 面 的 证 明 , 自己 先 思索 一 下 ， 
想 想 如 何 证 法 . 这 样 , 你 方 能 品 出 此 证 明 的 技巧 所 在 . 
推理 2 (线性 泛 函 的 保 控 分 解 定理 ) 设 pi(z) 和 pa(z) 为 复 ( 实 ) 线性 空间 瑟 
上 的 两 个 次 加 、 绝 对 齐 性 ( 正 齐 性 ) 泛 函 , (7) 为 媚 上 一 线性 泛 函 , 满足 条 件 


|f(z)| < pli(z) +po(z) 或 (J(z) 乏 pi(Z) 十 pa(zZ))，VYZEE 
则 ' 必 存在 BB 上 的 线性 泛 函 有 (7) 和 2(z), 使 得 
jz) = 户 (z) + f2(7), Vr EE 


Il 站 (zl 和 p1(z), |fo(z)| < p2(7) 


(相应 地 , 户 (z) < p1(7)， f2(z) < p2(7)). 
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证 明 令 Z= 一 x 一 ,及 函数 
d(z,V) = pi1(72) + p2(Yy), V(z,y) E 2G. 


显然 , q(x,y) 亦 为 空间 2 上 的 次 加 、 绝 对 齐 性 ( 正 齐 性 ) 泛 函 . 并 且 , 当 令 “ 对 角 线 ” 
集 2Z0 = { (2,72): Zz € EB} 时 , 20 为 2 的 一 个 线性 子 空间 . 此 外 , 对 于 Zo 上 的 线性 
泛 函 

go(7T, 7) = f(z), V(z,7) € Zo, 


由 假设 还 有 
lgo(z,z)| < q(x, +), (go(zx, x) < q(z,7)); V(z,7) € Zo. 


因而 , 由 上 面 定理 2( 定 理 1) 则 知 : 存在 go 在 空间 2 上 的 线性 延 拓 泛 函 g(x,y), 使 
得 

lg(z,Y)| < q(x,y), (g(x,y) < q(z,y)); V(r,Yy) EZ. 
此 外 , 注意 到 9 的 线性 , 又 有 


f(z) 一 go(z, 2Z) 一 9g(Z,Z) 二 g(z, 0) 十 9(0， Z)， 


及 
lg(z,0)| 和 q(x,0) = p1(x), |g(0, 2)| < q(0, x) = po(z)， 
(g(x,0) < pi(x), 9(0,z) < p2(7)); vz ELE. 


所 以 户 (z) = g(z,0) 及 fo(z) = 9(0,z) 即 为 所 求 . 口 

附 ”必须 特别 注意 的 是 , 上面 证 明 中 : 作 积 空间 Z = 巨 X 并 考虑 其 “对 和 角 
线 ” 子 空间 20 = {(z,z): ze EB} 上 相应 线性 泛 函 的 保 控 延 拓 , 此 用 是 一 个 非常 出 
色 的 创新 思维 ! 当 我 们 联想 到 一 个 著名 的 智力 测验 题 :“ 用 6 根 火 业 棍 如 何 摆 成 4 
个 全 等 三 角形 ?” 时 , 我 们 就 不 难 体会 , 解决 这 两 问题 的 共同 创新 思维 就 是 把 问题 从 
“平面 ” 引申 到 “空间 ”来 思考 ， 

作为 本 节 的 结束 , 我 们 对 于 本 节 的 定理 和 推理 作 一 些 注 记 如 下 : 

注 1 由 归纳 法 , 不 难 将 推理 2 中 线性 泛 函 jz) 的 控制 泛 函 p(T) 的 数目 , 从 
两 个 增加 到 任意 正 整 数 nl 个 , 并 类 似 可 得 到 f(z) 相应 的 n 个 线性 泛 孙 的 保 控 分 解 
定理 . 

注 2 在 定理 2 关于 “ 复 ” 线 性 空间 上 线性 泛 函 的 延 拓 定理 中 ,Bo 必须 是 “ 复 ” 
的 线性 子 空间 . 而 对 于 实 的 线性 子 空 间 , 则 命题 未 必 仍 成 立 . 并 且 Bohnenblust 和 
Sobczyk 已 经 指出 :“ 在 任意 无 穷 维 的 复 Banach 空间 中 , 总 存在 其 内 一 实 线性 子 空 
间 , 使 得 其 上 存在 一 个 有 界 复线 性 泛 函 , 其 不 能 保 范 延 拓 到 全 空间 中 去 ”( 参 看 文献 
[8]). 
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注 3 从 定理 工 的 证 明 中 的 几 次 “ 任 取 ”( 例 如 , 任 取 &, 在 万 中 任 取 极 大 元 f 
等 等 ) 可 知 , 上 述 线性 泛 函 的 延 拓 未 必 是 唯一 的 . 因此 , 相应 的 定理 2 和 推理 1 及 推 
理 2 中 的 延 拓 和 分 解 也 不 是 唯一 的 . 下 面 我 们 举 一 个 简单 的 例子 . 

例 在 二 维 “ 复 ” 欧 氏 空间 C2 中 , 引入 范 数 


llzll = I++lel，Yz = (6 人) eC 


并 在 此 二 维 赋 范 空 间 E(2) 的 一 个 一 维 线性 子 空间 Eo = {(&1,0): V&1 E C} 上 定义 
泛 函 

fol(é1, 0)] 一 1 vz= (é&1, 0) € Eo. 
于 是 , 容易 验证 je 3, 上 fol| = 1. 并 且 对 于 EB(2) 上 形 如 下 式 的 泛 函 : 


fol(é1, €2)] 一 £1 十 Qaés, Va € C, 
显然 它们 均 为 有 i 在 全 空间 上 的 “线性 延 拓 ， 泛 函 . 此 外 再 从 范 数 定义 可 知 


llfoll= sup | +aéz|= max(l,lal), VaeC. 
|é11+|é2|=1 

因此 我 们 看 出 , 上 面 对 于 |a| < 1 时 的 泛 函 fa, 必 均 为 Bo 上 泛 函 fo 在 全 空间 El 

上 的 “ 保 范 延 拓 ”线性 连续 泛 函 . 故 知 保 控 线性 延 拓 未 必 是 唯一 的 . 

注 4 对 于 连续 线性 算 子 而 言 , 相应 的 保 范 线性 延 拓 定理 一 般 是 不 成 立 的 . 在 
1939 年 , Kakutani ( 角 谷 静 夫 ) 得 到 了 下 面 的 结果 :“ 设 70 是 从 Banach 空间 互 的 
任意 子 空 间 Eo 到 Banach 空间 了 内 的 连续 线性 算 子 , 那么 Tb 可 保 范 延 拓 为 整个 
空间 媚 到 本 内 的 连续 线性 算 子 必须 且 只 需 互 是 内 积 空间 ”( 和 参见 文献 [7]). 


8$3.2  ( 非 零 ) 连续 线性 泛 函 的 存在 定理 ( 含 隔离 性 定理 ) 


上 节 定 理 之 应 用 是 非常 广泛 的 , 下 面 我 们 将 逐一 地 予以 介绍 ， 首 先 , 我们 将 前 
面 的 第 二 章 多 次 用 过 的 以 下 命题 予以 证 明 : 

定理 1 (足够 多 的 有 界线 性 泛 函 存在 ) 设 忆 为 赋 拟 范 线性 空间 ， 则 对 任意 的 
zo € ,||zol| 冯 0, 存在 用 EEB*, 使 得 


户 (zo) = llzoll, MIfill=1. 


证 明 ”由 于 所 需 的 泛 函 要 满足 条 件 户 (zo) = jjzoll, 因此 我 们 自然 想到 , 在 蕊 
的 线性 子 空间 Eo = {axo: a € KK} 上 定义 的 泛 函 fo, 如 果 其 延 拓 成 为 所 需 的 证 函 
f, 则 必须 定义 为 
Jo(azo) = afo(z0) = allzxol|l, Va € K. 
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于 是 , 当 在 BE 上 定义 泛 函 p(z) = |lz|| (Yz e ) 时 , 容易 看 出 , 有 |fo(y)| = ly < 
p(y) (Vy € Eo). 这 样 一 来 , 注意 到 p(z) 的 性 质 , 我 们 就 可 以 由 上 面 的 定理 1 和 3 把 
刀 控制 延 拓 为 全 空间 上 的 线性 泛 函 及, 即 有 : 及 (y) = fo(y) (Yy € Bo) 及 


| 户 (z) < ||zl|， 吾 为 “ 实 ” 线性 空间 时 ， 
Ii(z)| < |lzll， 五 为 “ 复 ” 线 性 空间 时 ，Yz e 五 . 


因此 , 无 论 五 为 实 或 复 空间 , 均 有 | 户 (z)| < jzxl| (Yz e 五 ), 从 而 中 及 <1. 但 由 另 一 
方面 , 延 拓 性 还 有 f(xo) = fo(zo) = |lzol| 关 0, 故 fizol| > | 有 (zo)| = lzoll, 从 
而 | 凡 || > 1. 最 后 综合 以 上 两 关系 式 便 可 得 到 || 有 || = 1. D 

注 1 我 们 必须 注意 的 是 , 如 果 互 不 是 赋 拟 范 线性 空间 , 则 其 非 零 的 连续 线性 
泛 函 未 必 存 在 . 例如 , 在 第 二 章 习题 2.15 中 我 们 已 经 知道 : 赋 准 范 空间 (s) 上 的 连 
续 线性 泛 函 是 存在 的 (它们 由 “有 限 项 非 零 ”的 数列 的 全 体 所 构成 ), 然而, 也 有 非 零 
连续 线性 泛 函 不 存在 的 例子 如 下 : 

反例 对 于 赋 准 范 空间 S[a,0]( 即 : 在 [w 引 上 所 有 “ 概 > 有 穷 的 可 测 函 数 的 全 
体 . (其 “ 概 相等 ” 视 为 同一 元 , 其 “ 准 范 ” 数 ||z|| = /下 外 dt). 由 第 一 章 知道 其 
构成 一 个 Fréchet 空间 , 且 zn 一 XZo(n 一 oo) 等 价 于 zn(t) 当 n 一 co 时 “ 依 测度 ” 
收敛 于 zo(t)), 其 上 的 非 零 连 续 线性 泛 函 是 不 存在 的 . 

验证 ”反之 , 若 Sla,6] 上 有 非 零 的 连续 线性 泛 函 fo, 则 注意 到 函数 论 中 的 “ 平 
均 收 敛 ” 蕴含 着 “测度 收敛 ”, 因而 fo 也 是 Sla,4] 的 子 空间 斑 [w 上 的 连续 线性 
泛 函 , 且 由 Li[a,4] 按 “ 测 度 收 敛 ” 也 是 稠 于 S[a,0] 的 , 从 而 知 fo 亦 为 Li[a,9] 上 的 
非 零 泛 函 . 继而 由 $2.2 中 (Zi[a, 外 )* = Mo 的 结论 可 知 , 必 有 一 不 恒 为 0 的 函数 
fo(t) se Ml[a,0], 使 得 


b 区 
fo(7) = | z(t)fo(t)dt, Vz = 7(t) € Lila, b]. 
我 们 取 正 数 eo, 使 得 集 4。。 = {t: |fo(t)| > eo，Vt e [ww 中 有 4(4e。o) > 0, 并 且 用 


xn 人 表示 4。。 内 一 测度 在 “Leo) 与 人 4p) 之 间 的 子 集 的 特征 函数 .这 样 , 当 取 
za(t) = nf Xn(t)(n = 1,2,…) 时 , 对 任意 o>0 有 


Lt: |zn(t)| 2 0,t € [ao 人 At Inxn(t)| < o,t € la, d)} 


二 H(Aeo) 

nl 
即 z(t) 当 nn 一 co 时 ,“ 依 测度 ”收敛 于 零 , 也 即 ||zn 人 | 一 0(n 一 oo). 但 另 一 方 
面 , 却 有 
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b 
folen)= / zn(t)fol(t)dt 


b 
=- nljoldhea(Dat > neo tSen) = soph) >0, 


从 而 fo(zn) 力 (9) = 0(n 一 co), 此 显然 与 fo 的 连续 性 假设 相 矛 盾 . 口 

注 2 由 上 面 的 反例 还 可 以 得 出 : 对 一 个 赋 “ 准 范 ” 线 性 空间 而 言 , 连续 线性 
泛 函 的 延 拓 定 理 已 经 失效 了 . 类 似 的 反例 还 可 以 在 赋 准 范 空间 Lp(0 < BB < 1) 上 找 
到 (参考 文献 [9]). 

由 上 面 定理 1 我 们 不 难得 到 下 面 的 推理 : 

推理 ” 设 记 为 赋 范 线性 空间 ,x,y E 忆 , 则 为 了 z = 4 必须 且 只 需 对 任意 的 
f EEB* 均 有 f(z) = f(y). 

证 明 ”推理 的 必要 性 是 显然 的 . 充分 性 可 由 归 详 法 导出 , 事实 上 , 如 果 zx 产 y， 
则 取 元 zo = x 一 y 关 9, 由 范 数 定义 有 ||zol| 夫 0. 故 从 定理 1 知 存在 户 < EB*, 使 得 
及 (70) = |lzol| 去 0, 也 即 有 所 (7z) 一 及 (y) = fo(z 一 y) 冯 0. 此 显然 与 假设 矛盾 . 口 

注 3 ”上面 的 定理 1 及 其 推理 常常 称 为 “Hahn-Banach 定理 ”, 它 是 泛 函 分 析 
中 的 基本 定理 之 一 , 在 本 书 我 们 不 断 地 用 到 它 . 

注 4 由 定理 1 的 推理 显然 可 以 看 出 : 对 于 一 个 “ 弱 收 敛 ” 的 元 列 来 说 ,其 弱 
收敛 的 极限 必定 是 唯一 确定 的 . 并 且 借助 于 它 , 当 我 们 要 证 明 赋 范 线性 空间 中 的 两 
元 了 Z 和 4 相等 时 ,只 需 验证 flz) = f(y) (Vf e 五 *). 

注 5 满足 定理 1 的 条 件 的 泛 函 万 ( 即 | 及 | = 了 Ah(zo) = ||zol|) 称 为 非 零 元 
zo 的 极 大 泛 函 . 因为 注意 到 82.3 的 命题 , 我 们 可 知 


fi(x0) = ||zol|=||zol| 
=sup{|f (zo)l: ||fl| < 1,f € E*}, 


其 中 20 € BE** 是 按 自然 映射 : 20(f) = f(z0) (YJ € BB*), zo 对 应 于 EB** 空间 中 的 
元 . 也 即 : 在 B* 的 单位 球 上 定义 的 泛 函 |f(zo)| 在 “点 ”及 达到 了 极 大 值 . 
83.2 附录 ”定理 1 的 几何 意义 

定义 1 实 线性 空间 马 内 的 超 平 面 {z: f(z) = &,z € 忆 } 称 为 凸 集 Y 的 承 托 
超 平面 , 是 指 该 超 平 面 在 Y 的 一 侧 且 与 V 有 公共 点 . 也 即 有 

1) f(z) 一 &, 当 zz EV 时 具有 相同 的 符号 (0 或 < 0)， 

2) 存在 一 元 ro EV, 使 得 f(z0) = &. 

注 1 对 于 实 的 赋 ( 拟 ) 范 线性 空间 内 的 任意 一 元 zo(|lzol| 关 0), 必 可 作 瑟 
的 “ 原 心 球 ”B(9,||zol|) = {x: zl < |lzoll,z € EB} 的 一 个 闭 承 托 超 平面 = 
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{z: 户 (z) = ||lzoll,z e 忆 }, 这 就 是 定理 1 的 几何 意义 (参见 图 3.1). 


:f= bl 


ee 
_ 
~ ~ 


图 3.1 


事实 上 , 对 于 上 述 zo 从 定理 1 所 得 的 泛 函 户 e EB*, 我 们 可 以 作 超 平面 r = 
{z: 及 (Z) = |lzoll,z e EB}. 那么 首先 由 有 的 连续 性 可 知 上 面 的 超 平面 是 闭 的 . 其 
次 , 对 任意 元 ze B(0,||zol|), 由 Wi 上 = 1 的 性 质 , 我 们 可 以 导出 户 (z) 一 zol| < 
zl 一 |lzoll < 0. 所 以 上 面 的 超 平 面 在 球 B(6, ||zol|) 的 一 侧 . 最 后 由 fi(xo) = llzol| 
的 性 质 , 以 及 zo e B(0, ||zol|) 可 知 该 超 平面 7 与 球 B(0,||zol|) 有 公共 点 . 综合 上 述 
结果 , 即 得 出 注 1 的 结论 . 

注 2 不 难看 出 , 在 定理 1 中 , 如 果 对 于 实 空间 的 情形 , 换 那 里 的 ||z|| 为 任意 
一 个 “ 非 负 的 正 齐 性 次 加 ” 泛 函 p(7); 而 对 于 复 空间 的 情形 换 为 任意 一 个 “对 称 次 
加 ” 泛 p(T); 则 相应 的 定理 也 成 立 , 由 此 可 以 类 似 地 得 到 关于 下 面 的 几何 解释 : 
对 于 实 的 赋 “ 拟 ” 范 线性 空间 媚 内 的 任意 一 元 zol||zol| 关 0), 必 可 作 瑟 内 一 凸 集 
V = {z: p(X) < p(x0),X E 五 } 的 一 个 闭 承 托 超 平面 {Z: f(7) = p(X0),X € BEB. 此 结 
论 的 验证 作为 习题 留 给 读者 完成 . 

定理 2 设 马 为 一 个 赋 范 线性 空间 , Eo 为 其 线性 子 空间 , 则 对 任意 ZI1 EB 如 
采 有 


人 入. 人 
d(x1, Eo) = a ||z1 5 yl| =d> 0, 
0 


则 存在 fi € E*, 使 得 


1， 当 >z = zZ1 时 ; 1 
Z) 一 且 有 | 有 i 上 | = :=. 


证 明 作 瑟 内 一 线性 子 空间 和 ， 


Bi, = {azit+y: a € K,y € Eo}, 


83.2 ”( 非 零 ) 连续 线性 泛 函 的 存在 定理 ( 含 隔离 性 定理 ) 


并 在 思 上 定义 泛 函 fo， 
fo(azi 十 2 =aQa, VaekK,ye Eo. 


易 见 , fo 为 Bo 上 一 个 确定 的 线性 泛 函 , 且 有 


_ 1， 当 z= zi 时 ; 
fo(®) = | 0， 当 Zz € Eo 时 . 


由 zl 假设 可 知 : 于 当 aw 天 0 时 ,有 ||lazi + 名 入 0 (Yy € Eo), 故 得 


lal 
|fo(azi + y)|= i 十 yi| 


1 


一 一 一 azl + yll, VaekK,ye bEo. 
—y/o)|| 


ea 


并 注意 到 - 芋 < Eo , 则 有 
PE 
从 而 由 上 两 式 可 得 
oem + < alam + yl V(azi + em 
(上 式 当 a = 0 时 亦 对 ). 由 此 导出 ||fol|&s < 二. 另 一 方面 , 又 有 
1= 而 (cl= folws = < lfollioller sll, vy € Bo, 


从 而 


1 < llfolls, nf Iles — yl = dllfollg,, 


也 即 导出 ||fol|8, > 3. 因此 , 总 上 两 结果 , 我 们 立即 得 到 ||fol|8, = 世 
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最 后 利用 83.1 定理 1 的 结果 , 便 可 将 线性 子 空间 Bo 上 定义 的 连续 线性 泛 函 有 i 
“ 保 范 延 拓 ” 为 全 空间 上 的 连续 线性 泛 函 方 . 且 由 fo 的 性 质 可 以 看 出 户 即 是 本 


定理 所 要 求 的 泛 函 . 


注 定理 2 的 几何 意义 是 , 在 空间 中 存在 一 财 超 平面 , 把 一 个 点 及 与 之 有 正 距 


离 的 一 个 线性 子 空间 隔 开 . 
由 定理 2 可 以 直接 导出 一 个 与 台 近 论 有 关 的 推理 : 
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推理 ” 设 M 是 典范 线性 空间 忆 内 的 任 一 子 集 , To 关 0 为 互 中 任意 给 定 元， 
则 为 了 元 zo € [M1], 必须 且 只 需 对 任意 f € EB* 如 果 有 f(z) = 0 (Vz e M), 则 有 
f(z0) = 0( 这 里 [M] 表示 由 M 张 成 的 “ 闭 线性 子 空间 ”). 

为 了 介绍 下 面 一 个 定理 , 我 们 先 给 出 仿 射 平面 的 定义 . 

定义 2 线性 空间 五 中 的 集 Mo 称 为 仿 射 
平面 (线性 流 形 ) 是 指 Mo = Eo 十 zx1 = {xi 十 
y: YE Bo}, 其 中 : 元 Bo 是 忆 上 的 线性 子 空间 ， 
Xl 为 媚 中 一 个 元 . 特别 地 , 线性 子 空间 就 是 一 
个 仿 射 平面 . 

注 1 当 zigPo 时 ,上面 的 Mo, 即 为 五 
内 线性 子 空 间 Bo 按 “ 向 量 Z1” 平移 而 得 到 的 集 
会 (参见 图 3.2). 特别 地 , 当 Mo 是 仿 射 平面 时 ， 

图 3.2 任 取 一 点 yo € Mo, 则 Mo — Yo 必 为 互 中 的 线性 
子 空 间 . 
注 2 不 难 验证 : Mo 为 BB 中 的 仿 射 平面 , 必须 且 只 需 对 任意 Ji,y2e E Mo 有 


A1V1 十 X2yo € Mo, VA1,MN2 E 开 , 且 和 1 十 和 2 王 工 . 


注 3 从 定义 不 难看 出 , 与 82.3 定理 1 类似, 我 们 有 如 下 结果 : 对 于 上 述 仿 身 
平面 Mo 而 言 ，Mo 为 闭 集 > Eo 为 已 的 用 线 性 子 空 间 ， 

定理 3 (Mazur) 设 V 是 “ 实 ” 赋 范 线性 空间 轧 中 含有 内 点 的 西 集 M 为 马 
中 的 仿 射 平面 , 并 有 M 门 V° = @, 则 必定 存在 泛 函 及 E EB* 和 实数 cl, 使 得 


一 cl1， 当 ZEAT 时 ; 
fi(7)= 4 <c,， 当 Zz EV 时 ; 
< 之 cl， 当 x EV?° 时 . 

证 明 首先 , 由 假设 凸 集 V 具有 内 点 , 因此 不 妨 假设 9€ V° (否则 , 我 们 可 以 
通过 “平移 ”来 实现 , 而 平移 后 仿 射 平面 仍 为 仿 射 平面 , 而 在 线性 泛 函 作用 下 , 它们 
的 泛 函 值 仅 差 同 一 常数 , 所 以 不 妨碍 本 定理 的 结论 ). 然后 , 我 们 作 M 的 线性 扩张 
Bo = [MI]. 显然 Bo 为 BB 的 线性 子 空间 , 并 且 由 仿 射 平面 的 定义 可 知 M 必 为 子 空 
间 Bo = [M] 内 ( 仅 差 一 维 ) 的 一 个 超 平面 , 因而 必 存 在 Bo 上 的 线性 泛 函 fo, 使 得 


M= {zx: fo(7) = 1,7 € Eo}. 


其 次 , 令 p(z) 为 巨 中 (满足 9eV°) 的 凸 集 V 上 所 决定 的 Minkowski 泛 函 , 则 
有 (参见 本 章 附录 中 定理 6) 


VC {zx: p(z) <1,r€ E}, V°= {7: p(7) <1,7r € EP}. 
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由 假设 M 不 含 V 的 内 点 , 从 上 式 便 可 导出 对 任意 ze M, 必 有 p(z) > 1 . 由 此 则 
有 


fo(z) =1<p(z), vreM. 
此 外 , 注意 到 fo 在 Bo 上 的 齐 性 以 及 p(z) 的 正 齐 性 , 我 们 还 可 得 到 
foltr) =t < tp(7x) = pltz)，Vt> 0,ze 
再 由 p(z) 的 非 负 性 , 又 有 
foltz) =t < 0 < p(xz), Vt<0,z€EM. 


于 是 再 注意 到 M 为 Bo 上 超 平面 的 性 质 , 当 令 Nh = {x: fo(z) = 0，VYze Eo}, 元 


Fo = {azxo} + Nso ={ar: aeERzeAMUNrP， 
因此 从 前 面 的 两 个 结果 可 以 得 出 
fo(z) < p(x), vz € Eo. 


最 后 利用 Hahn-Banach 定理 , 便 可 将 上 述 线性 泛 函 fo 保持 p(z) 控制 地 延 拓 为 
上 的 线性 泛 函 及. 这 样 , 根据 Minkowski 泛 函 p(z) 的 性 质 , 可 导出 


fi(z) < p(x) <&1, vreV; 
f(z) < p(z) <1, vrevV®. 


而 由 上 面 后 一 式 知 存在 zo e V°,6 > 0 使 得 当 |lz|| < 6 时 , 便 有 及 (zo 土 x) <1. 由 
此 则 有 
[fi(z)| <1+|fi(zo)|, Vz € B(O,0), 


从 而 | 
|fi(z)| < (1+ |fi(z0)l) lell, vrerh. 


故 广 为 妃 上 的 有 界线 性 泛 函 , 即 户 e E*. 并 且 由 所 及 fo 的 形成 可 知 
fi(7) = jo(z)=1，VYZEAM， 


即 知 此 所 为 本 定理 所 求 之 泛 函 . 口 
注 1 定理 3 的 几何 意义 是 指 : 在 定理 的 假设 条 件 下 , 必 存 在 包含 着 仿 射 平面 
3M 的 “ 闭 ” 超 平面 有 H,H = {z: flz) = ctzE 瑟 }, 使 其 不 含 凸 集 了 的 内 点 . 
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由 定理 3, 我 们 可 以 直接 得 到 下 面 的 推理 ( 取 M = {zi}( 单 点 集 )): 
推理 1 如 果 V 为 “ 实 ” 赋 范 线 性 空间 吾 中 一 具有 内 点 的 凸 集 ， 那么 对 任意 
X1 ¢ V®, 存在 fi € E*,c1 € 及 ， 使 得 


C1， 当 Z = Z1 时 ; 
用 (7) = cl， 当 xz EV 时 ; 
<cl， 当 7xz EV? 时 . 


注 2 上 面 推 理 1 的 几何 意义 是 指 : 在 推理 1 的 条 件 下 , 必 有 一 经 过 点 Z1 的 
“ 闭 ” 超 平面 及, 使 得 西 集 六 在 五 的 一 侧 . 特别 地 , 如 果 推 理 1 中 有 元 zi EV\V， 
那么 其 结论 表明 : 过 具有 内 点 的 凸 集 了 上 的 任 一 边界 点 Z1 必 存 在 着 了 的 一 个 
“ 闭 ” 的 “ 承 托 ” 超 平面 (参阅 83.2 的 定义 1). 

由 上 面 的 推理 1 还 可 以 得 到 下 面 关 于 “是 体 ” (含有 内 点 的 闭 凸 集 ) 构造 的 一 个 
推理 . 为 此 , 作为 平面 的 几何 推广 , 我 们 先 给 出 关于 闭 的 “半空 间 ” 集 的 定义 . 

定义 3 设 马 为 一 实 赋 范 线性 空间 , Hj 为 由 泛 函 1 € EB* 所 确定 的 闭 超 平 面 ， 
Hs = {z: f(z) = cy,X € PB}(cy 为 某 一 实数 ), 则 称 集 Ws = {z: jz) < cfZ € EP} 
为 由 闭 超 平 面 Hf 所 确定 的 闭 的 半空 间 集 . 

有 了 上 面 的 定义 , 我 们 就 可 以 给 出 下 面 的 推理 : 

推理 2* 如 果 站 为 “ 实 ? 赋 范 线性 空间 互 中 具有 内 点 的 闭 凸 集 , 那么 VV 必 为 
一 些 闭 的 “半空 间 ” 集 之 交集 . 

证 明 由 推理 1 及 注 2 可 知 , 对 于 ( 凸 体 ) Y 的 任意 边界 点 z EV\V®° =V\V®， 
均 存 在 着 V 的 一 个 闭 的 承 托 超 平面 ( 参看 图 3.3): 


Hr = {7x: f(7) = cfZE 互 }， 


这 里 f(z) < cy (Vz EV),f(z) < cf (Vz €E V°). 于 是 , 当 设 这 样 的 泛 函 f 的 集 
为 G* 时 (显然 G* C E*), 由 这 些 闭 超 平 面 Hy 所 确定 的 闭 的 半空 间 的 集 类 


Wr = {z: f(z) & cr ,rT EE}, VfeG’ 


的 交集 [yc Wi 必 为 玉 
事实 上 , 一 方面 从 上 面 的 闭 超 平面 Hj (fe G*) 的 形成 显然 可 知 


Ve {| w. 
feEG"* 
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图 3.3 


而 另 一 方面 , 如 果 有 一 元 ye 门 yec* Ws, 使 得 y 4 V, 那么 当 取 站 中 任 一 内 点 xo， 
并 作 闭 线段 [zo,y] = {Xzo 十 (1 一 入 y: 0 < 入 < 1} 时 , 用 熟知 的 “区 间 套 ”定理 对 
上 面 和 的 “抽象 ”函数 ( 值 域 是 空间 EE): w(A) = Azo 十 (1 一 和 )y(0 < 入 < 1) 来 讨论 
时 (注意 p( 和 ) 在 [0, 1] 两 端 分 别 为 内 点 和 外 点 ), 我 们 便 可 找到 一 点 Ai € (0, 1), 使 得 
pA1) = 和 zo 十 (1 一 和 i)y = zi 为 V 的 边界 点 , 从 而 注意 到 VV 是 闭 集 的 假设 , 则 可 
得 到 zi eV \V°. 同 理 可 知 , 对 于 Y 的 边界 点 zl 而 言 , 存在 有 € EB*, 使 得 


Hn = {7: fi(2) = ch,7 € E} 
为 V 的 一 闭 的 承 托 超 平面 , 且 有 (zi1) = cf, 以 及 
fi(z) < cs (Vr EV), 万 (Zo) < cf 
即 有 < G*. 然而 , 根据 元 ye 门 yeG. Ws C Ws, 的 假设 , 又 可 导出 


fi(71)= fi(Mzro + (1 — A 和 1)y) 
=Afi(z0) + (1 — M8)fi(y) 
<<Alc 户 十 (1 一 Xi)cp = cp. 


此 显然 与 户 的 取 法 矛盾 . 口 

注 推理 2 同样 也 是 可 以 由 下 面 的 定理 4 导出 的 , 然而 作为 介绍 一 种 证 明 方 
法 , 现在 把 它 放 在 这 里 讨论 . 由 本 节 的 习题 , 我 们 可 以 看 到 当 凸 集 Y 不 含有 内 点 时 
结论 也 是 正确 的 . 
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定理 4 (Eidelheit 定理 ) 设 俩 和 仿 为 “ 实 * 赋 范 线性 空间 吾 中 的 两 个 凸 
集 , 并 且 VY 关 ,Vi 门 V?Y = O 则 必定 存在 一 个 泛 函 用 E BB*, 使 得 


sup fi(7) 和 inf fi(y); sup fi(z) < fi(y), vy EE V2. 
rEV vyEV2 EV 
证 明 首先 , 由 本 章 附 录 中 的 定理 3 知 , 当 设 V = Ww 一雄 时 ,VV 亦 为 具有 内 


点 的 凸 集 , 并 且 有 9 #4 V°. 其 次 , 对 于 零 元 9 与 凸 集 Y 直接 利用 定理 3 的 推理 1 时 
(注意 这 里 的 泛 函 取 了 一 个 负 号 ), 我 们 可 以 得 到 一 个 非 零 证 函 户 < E*, 使 得 


fi1(2) 0, vzEeV. 
于 是 由 有 n 的 线性 及 集 Y 的 定义 , 便 得 到 
fi(z) < f1(y), Vz Ee Vi,ye VW. 
由 此 导出 
up: Po < int f(y). 
最 后 , 注意 到 对 任意 y > e V2, 必 有 一 闭 球 B(y*,60) C V2, 故 有 


sup (7) < io 和 fi1(y) SS inf fi(y) 
TEV a ,60) 


= inf fi(y° 


iyllgéo 
=f1(y)+ i fi1(y) 
=fi(y)— sup fi(y) 


lIyllg6o 
=f1(y°) — dol|lfill. 


由 此 导出 
sup fi(7) < fi1(y°). 品 
ZE 人 


注 定理 4 的 几何 意义 是 指 : 对 于 实 赋 范 线性 空间 内 的 两 个 凸 集 而 言 ， 只 要 其 
中 一 个 具有 内 点 ,并且 其 任 一 内 点 均 不 为 另 一 个 所 包含 , 则 必定 存在 一 个 “ 闭 ” 超 平 
面 将 此 两 凸 集 分 离 (此 定理 也 常 称 为 “ 西 集 的 第 一 隔离 性 定理 ”). 

事实 上 , 只 要 对 定理 4 结论 中 的 泛 函 户 e BE*, 取 supyev, 有 1(7) 与 infyev; f1(7) 
之 间 的 任意 一 个 数 cl, 然后 作 闭 超 平面 五 = {z: 户 (z) = c1,7x € B}, 则 这 就 是 所 要 
求 的 闭 超 平面 , 并 且 可 知 Vi 在 及 (zx) < ci 的 这 一 侧 , 而 公 在 态 (z) > cl 的 那 一 侧 . 
特别 地 , 当 ye 你 时 均 有 户 (y) > ci. 
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作为 定理 2 的 推广 , 下 面 一 个 应 用 广泛 的 定理 告诉 我 们 : 不 但 闭 线性 子 空间 与 
其 外 面 的 点 , 可 以 用 连续 线性 泛 函 所 确定 的 闭 超 平 面 来 隔离 开 , 更 一 般 地 , 对 于 一 个 
闭 凸 集 与 其 外 面 的 点 , 同样 具有 上 面 的 性 质 . 其 表述 如 下 : 

定理 5 (Ascoli-Mazur 定理 ) 设 V 是 “ 实 ” 赋 范 线性 空间 马 中 的 一 个 闭 凸 
集 , 则 对 任意 z1 4 VV, 存 在 有 E EB*, 使 得 


sup fi(7x) < fi(z1). 
ZEW 


证 明 由 假设 V 是 到 中 的 闭 集 , 故 从 zi 4gV 必 有 zi 的 一 球 B(z1,61), 使 得 
B(z1,61) 门 V = 2. 于 是 对 于 凸 集 V 以 及 具有 内 点 的 凸 集 B(z1,61), 直接 利用 定理 
4 的 结论 , 我 们 立即 便 可 导出 存在 有 € EB*, 使 得 


sup f1(7) < fi(z1). O 
rE€EV 


下 面 , 我 们 再 给 出 称 为 “ 凸 集 的 第 二 隔离 性 定理 ”的 命题 . 
定理 6 设 妃 为 实 赋 范 空间 , 已 为 媚 中 的 闭 西 集 ，C 为 媚 中 的 基 巴 集 , 并 且 
BC = 2 则 必 存 在 泛 函 万 E EB* 及 实数 o 使 得 
(ZJ)<a< 户 ( 力 ，VZE,y EC 


证 明 首先, 由 假设 可 知 : 对 任意 ce C, 从 cg B 及 B 的 “ 闭 ” 性 , 必 存 在 原 
心 开 球 0O(9, 6c), 使 得 矶 
[e+ O(0,5)NB = 8%. (3.2.1) 


由 此 , 从 C 是 紧 集 知 , 必 存 在 有 限 开 集 {ck + 0(b, 党): 1 <k< no}, 使 得 
no 6 
+0O(0,—)|SOC. (3.2.2) 
Darole 和 人) 
令 260 = minixkxno 6c,. 对 任意 的 co e C, 由 式 (3.2.2) 知 存在 ko(1 < ko < no), 使 
得 co e cu 十 O(0, <0). 由 此 , 我 们 有 


6 6 
co 十 0(9,5o) C cn + ol(o, 2 ) 烛 of(e 2 = cu 十 0(b,5o ), 


而 由 式 (3.2.1) 并 注意 上 面 co 的 任意 性 , 可 得 到 
[c+ 0O(0,60)NB = ge veed. (3.2.3) 


从 上 也 即 导出 
[c +0(9, 2)] N | ol(o, A] = (3.2.4) 


. 152 . 第 三 章 ”Hahn-Banach 型 定理 


最 后 , 注意 到 集 下 全 C + O(b, 皇 ) 与 仍 会 B+O(0, 名) 均 为 开 凸 集 , 故 从 式 (3.2.4) 
以 及 前 面 Bideheit 定理 , 我 们 立即 导出 本 定理 的 结论 . 口 
为 了 引出 一 个 推理 , 下 面 先 介绍 一 个 定义 : 
定义 4” 赋 范 线性 空间 轧 内 的 集 玉 称 为 弱 列 闭 的 @ ,是 指 对 任意 ZE 瑟 及 集 
瓦 中 的 任意 元 列 {zw}, 只 要 有 


f(zn) = f(z0) 人 一 oo)，VJe 天 


成 立 , 就 可 导出 To E 下. 

注 互 中 的 弱 列 闭 集 必 为 ( 强 ) 闭 集 . 反之 不 一 定 成 立 . 

事实 上 , 前 一 结论 是 明显 的 , 只 要 注意 到 泛 函 fe BE* 的 连续 性 就 不 难 导 出 . 至 
于 后 一 结论 , 我 们 可 以 举 一 反 例 如 下 : 

反例 设 巨 = (o, 五 = {en}( 其 中 : en = (0,0,…0， 了 ,0,.…), n EN). 显然 
夏 是 空间 (c) 中 的 强 闭 集 (由 “孤立 点 ” 组 成 ). 但 另 一 方面 , 由 82.4 可 知 (c)* = (41)， 
故 对 任意 E (oO)*, 硼 在 {fn} & (1), 使 得 ( 记 en = {&0"}) 


f(en) = > fe = 所，n = 1,2,.…. 
k=1 


于 是 注意 到 和 ee || 记 | < oo, 便 可 导出 f(en) 一 0= (9) (n 一 00) (Yf Ee (c)*). 然而 
94 局 故 知 下 不 是 弱 列 闭 集 . 

推理 1 设立 是 赋 范 线性 空间 已 内 的 一 个 凸 集 , 则 为 使 V 是 弱 列 闭 集 必须 且 
只 需 Y 是 一 个 闭 集 . 

证 明 本 推理 的 必要 性 是 显然 的 . 下 面 仅 证 其 充分 性 . 反之 , 如 果 有 {zn} C 
V, zo E 五 , 使 得 均 有 


f(zn) = f(x0), Vf EP’; (3.2.5) 


然而 , zo 4 V. 如 果 为 复 空间 , 由 $3.1 定理 3 证 明 中 的 说 明 , 则 可 “ 视 ”E 为 “ 实 ” 
的 赋 范 线性 空间 . 而 由 Ascoli-Mazur 定理 (定理 5) 可知 , 存在 一 个 上 的 “ 实 ” 的 
连续 线性 泛 函 Ri, 使 得 supyey Ri(7) < Ri(zo0). 由 此 , 当 令 


f(z) = Ri(x) ~— iRi(iz), Vr EE 


@ 在 这 里 我 们 不 准备 介绍 “ 弱 拓 扑 ” 的 知识 ,因此 不 涉及 弱 闭 集 的 概念 ， 要 进一步 了 解 这 方面 的 内 容 ， 
请 参见 本 书后 面 的 第 九 章 , 或 者 文献 [10, 11] 等 . 
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时 , 显然 可 知 及 € E* ( 即 户 为 复 空间 五 上 的 复 连续 线性 泛 函 ). 且 有 


lim sup Refi (xn) <sup fi(zn) 
亿 一 OO 也 


< sup Refi(7) 
ZEW 
一 SUup 中 17 
ZEW 
< Ri(zo) = Refi(xo0) 
(上 面 的 结论 当 为 实 空间 时 亦 对 ). 此 显然 与 式 (3.2.5) 相 矛 盾 . 口 


注 “必须 注意 , 对 媚 中 的 非 丁 集 , 推理 1 的 结论 未 必 正 确 
事实 上 , 反例 可 举 空间 (4P)(1 < p < co) 内 的 闭 单位 原 心 球面 S1. 由 (如 )* = 
(ia) (+ 二 = 了 ,而 (ta) (q > 1) 的 元 的 第 nn 个 “坐标 " 当 n 一 00 时 是 趋 于 0 的 , 从 
而 可 知 零 元 为 51 上 一 元 列 {en} 的 一 个 “ 弱 ” 极限 点 却 又 不 属于 51. 
推理 2 设 互 为 典范 线性 空间 ，M 为 任意 子 集 , zo 夭 0 为 五 中 任 一 元 ， 则 为 
使 zo E covj 必须 且 只 需 


sup f(y) > jzo)，YJE 五 
yE€EM 
(这 里 covM 表示 由 MM 张 成 的 闭 凸 集 ). 


证 明 “ 僵 ”: 设 zo e covM, 则 对 任意 fe E*,e > 0( 不 妨 假设 ||f|| = 1), 可 
知 存在 yo € covM, 使 得 ||yo 一 xol| < e. 设 


n i 
yo = My DM=1 (ye EM, M0;k=1,2,..,n), 
k=1 k=1 


从 而 
Su f(y)> f(yo) = f(x0) + f(yo — x0) 


> f(z0) — llyo — zol] 


> f(zxo) 一 二， 
注意 到 正 数 es 及 泛 函 f 的 任意 性 , 则 可 导出 
sup f(y) > f(x0), Vf E 五 . 
yEM 
“和 >”: 反之 , 设 zo 4 covjY. 由 Ascoli-Mazur 定理 (定理 5) 可 知 : 存在 fo € EE”*， 
使 得 sup,essvx7 fo(7) < fo(zo), 所 以 


sup fo(7) < sup fo(z) < fo(zo). 
TEAM rEcovM 
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与 假设 supyem f(y) > f(z) (Vf e BE*) 矛盾 9 
作为 定理 2 的 推理 或 者 作为 定理 5 的 推理 1 的 直接 结果 , 我 们 还 可 以 得 到 下 面 
的 结论 : 
推理 3 ”对 于 赋 范 线性 空间 巨 内 的 线性 子 空间 0 而 言 ,其 强 闭 与 弱 列 闭 是 等 
价 的 . 


83.3 ”元 列 的 弱 收 敛 与 强 收敛 


在 82.5 中 我 们 给 出 了 元 列 的 强 收敛 与 弱 收 敛 的 概念 , 并 且 指 出 强 收敛 的 元 列 
一 定 弱 收 敛 . 本 节 指 出 在 有 限 维 赋 ( 准 ) 范 空间 中 , 两 者 是 等 价 的 . 然而 , 对 于 我 们 
熟悉 的 无 限 维 的 赋 范 空间 来 说 , 绝 大 多 数 空间 中 其 点 列 的 强 弱 收敛 两 概念 是 不 等 价 
的 , 虽然 也 有 “点 列 ” 强 弱 收 敛 等 价 的 空间 存在 , 例如 (41). 我 们 还 要 指出 弱 收 全 元 
列 与 其 子 列 中 元 的 凸 组 合 构成 的 元 列 的 强 收 敛 的 关系 . 然后 , 介绍 在 某 些 赋 范 空间 
中 , 如 果 弱 收敛 元 列 的 范 数 构成 的 数列 也 收敛 于 极限 元 的 范 数 , 则 其 必 也 是 强 收敛 
的 ( 即 Hilbert 性 质 , 简称 H 性 质 ). 

定理 1 在 任意 有 限 维 的 赋 范 线性 空间 中 , 元 列 的 弱 收 敛 与 强 收敛 是 等 价 的 . 

证 明 设 En) 是 n 维 赋 范 线性 空间 , Bo 中 点 列 {zn} 弱 收 傅 于 其 中 一 点 zo 
由 $1.5 的 引 理 1, 坐标 泛 函 所 : z 一 z(k) 均 是 连续 线性 泛 函 , 即 fk € E* (1 < k<n)， 
故 由 弱 收 敛 的 定义 可 知 , 对 于 1<k<n, 有 


Tm(k) = fr(Tm) 一 fr(T0) = To(k), m 一 oo. 


再 次 使 用 此 引 理 便 知 zm 按 范 收敛 于 zo, 从 而 由 强 收敛 定义 知 定理 得 证 . 口 

下 面 的 反例 说 明 存 在 无 穷 维 赋 范 空间 , 其 中 有 弱 收 敛 而 非 强 收敛 的 点 列 : 

反例 ”空间 (co) 中 点 列 {en} (其 中 en = (0,… ,0 ,0,…),n EN), 是 弱 收 
敛 而 非 强 收敛 的 点 列 . 

事实 上 , 对 于 (co) 上 任意 连续 线性 泛 函 2*, 由 82.4 知 (co)* = (41), 故 有 x* = 
(&k) e (41), 及 z*(en) = én. 一 0 (n 一 00). 从 而 {en} 弱 收敛 于 (co) 中 的 零 元 0 因 
此 若 {en} 强 收敛 , 则 必 也 强 收敛 于 9 ( 因 强 收敛 也 必 弱 收敛 且 弱 收 敛 极限 唯一 ). 但 
此 显然 与 llenl| = 1(m e N) 矛盾 , 故 {en} 非 强 收敛 . 

注 ” 当 注意 到 82.4 中 共 斩 空 间 的 表现 定理 时 , 不 难 导出 : 当 上 例 中 的 空间 (co) 
换 为 (c) 或 (如 )(p > 1) 时 , 结论 仍 是 成 立 的 . 

上 面 的 定理 及 反例 说 明 : 虽然 有 限 维 赋 范 空间 中 点 列 的 强 弱 收敛 是 等 价 的 , 但 
是 在 无 限 维 赋 范 空间 中 没有 这 样 的 结果 . 尽管 如 此 , 点 列 的 强 弱 收敛 等 价 并 非 有 限 
维 赋 范 空间 的 特征 . 这 可 由 下 面 的 定理 说 明 . 

定理 2 (Schur 定理 ) 在 空间 (41) 中 , 元 列 的 弱 收 敛 与 强 收敛 是 等 价 的 . 
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证 明 * 设 z。= {£7}e (£1)(n = 1;2,….), 且 A 一 00). 下 面 用 归 廖 


法 证 明 {zw} 亦 必 强 收敛 于 9, 即 |lza|| 一 0(n -oo)， 
事实 上 , 由 $2.4 知 (1)* = (le), 及 假设 zn 本 9 (n 一 oo), 我 们 便 有 


em 0(n 一 oo)，Vi e RN. (3.3.1) 


如 果 ||lza|| -0 (n 一 0), 则 其 有 子 列 收敛 于 +oo 或 某 正 数 , 不 妨 假设 {zw} 具 
有 此 性 质 (否则 可 以 用 {llza||} 的 子 列 代 之 ), 并 且 又 不 妨 假设 ||zn|| 一 $, (否则 以 
{可 上 17zn} 代 {zn}). 这 样 , 由 刀 上 范 数 的 定义 可 设 
Clim lznll =) lim DE = 5, (8.32) 
4 一 工 


由 数列 极限 的 定义 可 知 , 存在 自然 数 no, 使 得 当 n > no 时 有 


lIlznl| < 2 (3.3.3) 
并 且 可 取 自 然 数 ni > no 及 相应 的 项 数 和 ,使 得 
> > 5 (3.3.4) 
i=1 


由 式 (3.3.1) 和 (3.3.2), 对 于 上 面 项 数 i (固定 ), 可 找到 自然 数 n2 > ni, 使 得 


?1 1 oo 
Sle | le (3.3.5) 
i=1 《一 工 
?2 i2 i1 4 
Dy es RD (3.3.6) 
?一 红 十 工 i=1 4 一 工 


一 般 地 , 如 果 已 找到 自然 数 wk-i 及 元 zn_， 的 相应 项 数 多 -1, 同样 由 式 (3.3.1) 
和 (3.3.2)， 当 项 数 Vk—1 固定 时 ， 必 可 找到 自然 数 Nk > 人 K 一 1) 使 得 


?ZK 一 1 1 Co 
D3 4 5， > (3.3.7) 
4 一 工 i 二 1 
ik tk 2 一 1 4 
人 (3.3.8) 
?一 和 一 1 十 1 “一 工 i 二 1 
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这 样 , 我 们 就 得 到 两 单调 自然 数列 {nx} 及 {ix}, 它们 满足 相应 的 上 述 不 等 式 ( 见 图 
3.4). 


< 4 i 之 和 i 
图 3.4 


现在 , 构造 一 有 界线 性 泛 函 fo = {9} e (11)* = (Leo), 其 中 : 


sgn En) 全 人 Elm | 和 从 _1 十 1 世系 外 (k € N), 
(0) _ je 
fi = ( 设 io =0 且 é0"* 天 0) 
0， 其 他 . 


我 们 则 有 (注意 式 (3.3.3) 和 (3.3.4)): 


|fo(zni)|= ] 3 fl Oem) 


> | EA Es 


于 | fC0) En) 


i=ip-1 十 

bk 
| 
?一 和 一 a 

4 3 1 
> 

5 En 


这 表明 
fo(zn.) » fo(0) = 0 (一 oo)， 


与 原 设 | 矛盾 ! 口 
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注 上 面 证 明 的 技巧 主要 是 利用 了 一 列 正 数 所 组 成 的 无 穷 矩 阵 ， 如 果 每 “ 行 ， 
之 (级 数 ) “和 ”有 界 , 且 每 “ 列 " 之 数 “ 趋 于 0”， 则 我 们 可 以 对 每 “ 行 ” 用 去 “ 头 ”、 
去 “ 尾 ”、 取 “中 上 段 ” 的 方法 , 选 出 一 无 穷 “ 子 行 ? ; 使 得 : 所 选 每 行 “ 中 段 ” 均 对 应 
于 不 同 的 列 , 并 且 各 “中 段 ” 之 和 均 大 于 同一 常数 . 

在 上 面 定 理 的 证 明 中 , 主要 用 到 元 列 {zn} 对 于 任 一 固定 “坐标 (所 成 的 数列 
{zn(k)}n) 收敛 于 0 的 性 质 , 因此 我 们 可 将 上 述 定理 改 述 如 下 : 

定理 2， 在 空间 (4) 中 , 如果 元 列 {Zs} 的 各 “坐标 * 所 成 的 数列 {zn()}a(k E 
N) 均 收 敛 于 0, 则 当 {zn} 不 强 收敛 于 ( 零 元 ) 9 时 , 必 存 在 一 子 列 Zn C {zn} 及 一 
泛 函 je (如 )* 使 得 

fo(zn; ) >e0>0 (vkeN) 

一 致 的 成 立 . 

为 了 进一步 阑 明 点 列 之 强 、 弱 两 种 收敛 之 间 的 关系 , 我 们 给 出 一 些 在 逼近 论 中 
非常 有 用 的 结果 . 

首先 , 由 83.2 相应 结果 , 可 以 得 到 下 面 的 两 个 定理 : 

定理 3 设 {zn} 是 赋 范 线性 空间 万 内 的 一 元 列 , To E 马上 且 {zn} 弱 收 敛 于 zo 
( 即 Tn 二 20)， 则 zo 可 用 {Zn} 的 “线性 组 合 ” 按 范 通 近 , 即 存 在 一 个 元 列 {yn} (其 


中 yn = ye EK zk, n € N), 使 得 
| 一 zol| 一 0 (人 一 oo). 
函 ， 由 Zn 70 知 
f(z0) = lim f(zn) =0. 
则 由 §3.2 定理 2 的 推理 知 zo € [MI1. 故 对 n = 1,2,… , 存在 
k(n) 
= 》 7 € [M), 
k=1 


使 得 |lyn 一 zoll < 去 , 从 而 jlyn 一 zoll 一 0 (n 一 00)- 四 
定理 4 设 {zn} 是 赋 范 线性 空间 万 内 的 一 元 列 , To E 巴 且 {Zn} 弱 收 敛 于 zo 
( 即 Tn 70), 则 zo 可 用 {zn} 的 “ 西 组 合 ” 按 范 通 近 , 即 存在 元 列 {zn} (其 中 : 


k(n) k(n) 
n= Mr; YM =1, M20,1<k<g k(n),neN), 
k=1 k=1 


使 得 


llzn ~ zol| = 0 (一 co) 
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证 明 令 M = {zn}. 显然 , 对 任意 的 f EEE*, 由 Tn 全 70 知 
jzo) = lim f(xn) < sup f(zn), 
人 一 OO nEN 


则 由 $3.2 Ascoli-Mazur 定理 (定理 5) 的 推理 2 知 zo € tov 到, 故 存在 元 列 {zm} (其 
中 : 

k(n) 

> A py; > A =1, MN® >0,1<k< k(n),neN), 


使 得 ||zn 一 zol| < 二 从 而 ||zn 一 zol| 一 0 (n 一 00). OD 

注 | {zn} 弱 收 敛 于 zo 时 , 其 内 任意 子 列 也 必 弱 收敛 于 zo, 因此 
在 上 述 的 两 定理 中 , 当 将 那里 的 线性 组 合 或 廿 组 合 的 元 列 中 的 zk 换 为 Zn。 时, 其 
结论 仍然 成 立 . 特别 地 , 我 们 可 以 将 上 面 {yn} 和 {zn} 换 为 某 {zr} 和 {zw.} ( 其 中 
r= DW 和 


k(n) k(n) 
zn = Dp Tk; Dp =1, pa > 0,n < k < kn), 
k=n k=n 


(n € N), 则 结论 仍然 正确 . 
推理 ” 设 巨 为 赋 范 线性 空间 , {Zn} C ,zo € 己 , 那么 ,为 使 {Tn} 弱 收 敛 于 zo， 
必须 且 只 需 对 于 任意 递增 的 自然 数 子 列 {ni}, 存在 由 {zni} 构成 的 西 组 合 元 列 


m(n) m(n) 
{a 允 Nt MN? >0, 1<igm(n), ineN}, 
, i=1 


使 其 强 收敛 于 zo. 

证 明 ”必要 性 已 经 由 上 面 的 注 得 出 , 下 面 仅 证 明定 理 的 充分 性 : 

反之 , 若 {zn} 弱 收 敛 于 zo 不 成 立 , 则 存在 fo € EB* 正 数 so 及 {zn} 的 子 列 
{Zni}, 使 得 fo(zn,) > fo(zo) 十 eo(Vi € N). 然而 , 对 于 任意 的 由 {xn} 构成 的 凸 组 
合 元 列 {zn} (其 中 : 


m(n) 
i A MX >0, 1<igm(n), neN), 
i 二 1 
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我 们 有 


lfoll: llzn ~ zoll 2 fo(zn — 0) 


-A( A zn -全 XM”zo) 


m(n) 


= 2, A fo(zn; — xo) 


人 


2 


注意 到 ||fol| 才 0, 则 知 上 式 与 定理 充分 性 的 假设 矛盾 ! 口 

下 面 几 个 定理 说 明 , 在 某 些 赋 范 空间 中 , 当 元 列 的 “ 范 数 ”( 数 列 ) 也 收 公 于 “ 弱 
收敛 元 ”的 “ 范 数 ” 时 , 则 其 强 、 弱 收敛 是 等 价 的 (由 于 Hilbert 空间 中 均 有 此 特性 ， 
因此 人 们 常 将 此 性 质 简 称 为 (五) 性 质 ). 

定理 5 在 “内 积 空间 ”中 , 为 使 弱 收 敛 于 zo 的 元 列 Zn 也 强 收敛 于 zo, 必须 
且 只 需 |za|| 一 ||zoll(n 一 co). 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 . 下 面 我 们 来 验证 其 充分 性 . 此 时 , 只 要 注意 到 “内 积 ” 
的 性 质 , 由 


lIzn 一 zoll? = (Tn — Zo, Tn — Xo) 


=||zn||? — (x0, tn) — (xn, x0) + ||zoll?, VneN, 
并 注意 到 内 积 是 连续 的 以 及 定理 的 假设 , 我 们 可 直接 导出 
im lzn 一 zoll? = ||zoll? — 2(z0, xz0) 十 llzol = 0， 


即 z= zo(m 一 oo). 口 

更 一 般 地 , 下 面 , 我 们 可 以 证 明 : 任意 一 个 “一 致 凸 ” 的 赋 范 空间 也 必 具 有 (H) 
性 质 (有 关 “ 一 致 凸 ” 的 定义 可 参看 83.4). 

定理 6* 设 妃 为“ 一致 凸 ” 的 赋 范 线性 空间 ， 则 为 使 弱 收 化 于 Xo 的 元 列 Zn 
也 强 收敛 于 7o, 必须 且 只 需 ||zxnl| 一 jzxoll(n 一 co) 

证 明 ， 同样, 只 要 证 明定 理 的 充分 性 就 可 以 了 . 

首先 , 我 们 指出 : 当 'l|za|| = zoll = 1 (Yn e N) 时 , 定理 结论 成 立 . 

事实 上 , 由 Hahn-Banach 定理 (83.2 定理 1) 可 知 : 存在 fo € EB*, 使 得 f(zo0) = 
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llzol| = 1. 于 是 有 


2= 2||zol|=2fo(x0) = Lim Jo(zo + Zn) 
lim (||xo + zxn||) 
侯 一 OO 


< 
< lim (llzol| + llznll) =2, 


也 即 得 到 lim oo(|llzo 十 zwj|) = 2. 注意 到 马 是 “一 致 上 同 ”空间 , 因此 由 定义 立即 导 
出 lim ,oo(||zo 本 zn||) =0. 
其 次 , 考虑 一 般 情 形 . 不 失 一 般 性 , 我 们 只 需 假设 zo 6 且 zn 0(vVn € N). 
令 yn 三 ETTn(n = 0, 1, 2,.…), 则 ||yol| 二 ||ynl| = 1. 由 设 Tn 弱 收 和 敛 于 Xo 且 
za|| 一 zol, 易 知 yn 亦 弱 收敛 于 yo, 再 由 上 段 证 明 结果 可 立即 导出 
lw — voll = 0 (n= 00), 
最 后 , 再 注意 到 
en = oll = llenll yn — lzoll wo | 
=|| ||lznl| (yn 一 yo) + (Nznll — lzoll)yo | 
<|lznl|: ||yn — yoll + | llznl| = llzoll | llyol| 


可 导出 zn 一 zo (mn 一 00). 口 
注 上面 定理 对 于 非 一 致 凸 空间 未 必 成 立 , 可 见 如 下 反例 : 
反例 在 空间 (9] 中 , 取 元 列 mm 二 (1,1,.… ,1,0,0,…)(nE N), 则 必 有 zn 强 
收敛 于 zo = (1,1,…); 且 ||za|| 一 ||zol|. 然而 Zn 一 zolm 一 oo). 
验证 ”我 们 逐条 来 验证 所 需 的 结论 : 
(1) 注意 到 (ce)* = (《1), 且 对 任意 的 f = {F] € (41), 均 有 


= fi—) fe= f(r0) 人 一 oo) 
k=1 k=1 
成 立 , 因而 可 知 zn 0 (n 一 oo). 
(2) 由 空间 (c) 中 范 数 定义 显然 可 知 : ||zn|| = llzoll = 1(n € N). 
(3) 同样 由 空间 (c) 中 范 数 定义 , 还 有 
||zn — zol| = | 上 0,… ,0, 1,1,.…:)|| =1 (n € N), 
从 而 可 知 : zn Xo (n 一 co). 口 


上 面 例子 中 的 空间 (c) 是 可 分 的 Banach 空间 , 故 上 例 也 说 明 : 即使 是 可 分 空 
间 , 也 未 必 具 有 上 述 (五 ) 性 质 ; 然而 , 在 “ 改 赋 范 数 ” 后 ( 即 : 赋予 一 与 原 空间 拓扑 
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等 价 的 范 数 后 ), 此 可 分 空间 却 可 具有 该 ( 互 ) 性 质 . 因为 我 们 有 下 面 著名 的 卡 切 效 定 
理 (只 介绍 ): 

定理 7*( 卡 切 兹 (Kanen) 定 理 ) 如 果 瑟 是 一 个 “可 分 的 ” Banach 空间 , 那么 
能 够 在 巨 中 引入 一 个 新 的 范 数 “|| . ||1”, 使 其 与 原 范 数 等 价 ; 并 且 在 此 范 数 下 古 
具有 (五 ) 性 质 (也 即 : 对 于 任意 一 个 弱 收 敛 于 zo 的 元 列 {Zn}, 只 要 有 ||za|li 一 
llzolli(n 一 oo), 就 可 导出 {zn} 强 收敛 于 zo). 

此 定理 证 明 可 参阅 文献 [1]298~301 页 . 
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为 了 讨论 最 佳吉 过 的 唯一 性 问题 , 空间 的 自 反 性 问题 以 及 有 界线 性 泛 函 的 “ 保 
范 延 拓 ” 问题 , 我 们 讨论 几 种 特殊 类 型 的 赋 范 线性 空间 . 
在 这 一 节 里 我 们 将 介绍 关于 “严格 凸 ”“ 平 性 凸 ” 和 “一 致 止 ” 空间 的 基本 概 
念 . 先 给 出 关于 “严格 凸 * 空间 的 定义 : 
定义 1 赋 范 线性 空间 马 称 为 严格 凸 的 , 是 指 对 任意 工 天 0 天 0 必 有 下 列 
lz + oll= ell+ yl => 2 = oy 


(其 中 a 为 某 一 正 数 ). 

注 ”严格 凸 的 一 个 常用 的 等 价 定 义 是 : 当 |lzll = |lyl| = 了 关 0 时 , 一致 的 有 
lz+G- Agll<r(YAe (0,1T))( 此 等 价 性 验证 可 以 从 后 面 的 定理 工 导 出 ) 

下 面 给 出 关于 “和 平 性 凸 ” 的 定义 : 

定义 2 冉 范 线性 空间 五 称 为 平 性 凸 的 , 是 指 在 瑟 的 单位 原 心 球面 Si 上, 有 
两 个 点 To 和 Vo, 使 得 

| 和 ||= lzoll = lyoll=1. 

对 于 平 性 凸 空间 , 我 们 给 出 一 个 命题 , 由 此 命题 便 可 体会 “ 平 性 凸 ” 这 个 名 词 的 
几何 直观 意义 . 

命题 ”如 果 羽 为 平 性 廿 空间 , 则 马 的 单位 原 心 球面 51 上 必 有 两 个 不 同 的 点 
Z0 和 yo) 使 得 “线段 ” [zo, Yo] C 91. 

证 明 事实 上 , 当 设 单位 球面 8S; 上 的 两 个 点 zo 和 wyo 满足 定义 2 的 条 件 时 , 则 
可 得 出 , 线段 [xo, yo], 即 线段 [zo, 33 生 ] 和 [253 血 ,yo] 必 都 含 于 单位 球面 51 内 . 反之 ， 
如 果 有 点 uo = 和 Mozo 十 (1 一 和 0) g 5S1(0 <XA0 < 或 wo = Joyo+(1 一 po) 
5S1(0 < jo < 1). 那么 由 zo,yo, 2 e 51, 立即 导出 ||wol| <1 或 |jvol| < 1. 这样, 注 
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. 162 . 
意 到 
Ho 和 0 和 OHo No 十 Ho 一 2XoHo 
vo 一 Xo 十 0 
_ Zo+yo 
2 》 
便 可 导出 (注意 : ||woll, |lvol| < 1; 且 至 少 有 一 范 数 小 于 1) 
Z0 yo 
< et 
上 和 |< 志和 lioll + 元 二 llool 
Ho _N0  _ 
和 Xo 十 Ho  》o 十 /Ho 
显然 与 开始 假设 的 ||2 旭 || = 1 相 矛 盾 . OD 


例 空间 () 和 元:[0,1] 均 是 平 性 凸 的 . 
验证 ” 当 在 二 维 空间 中 观察 空间 (bto) 的 “单位 球面 时, 结论 是 非常 直观 的 ， 
因为 此 时 “单位 球 ” 即 为 过 
= 土 l， 7 = 二 土 ] 
四 点 所 连 成 的 正方 形 ( 斜 置 ), 所 以 除了 四 个 顶点 以 外 ，“ 球 面 ” 是 “ 平 ” 的 (参看 
图 3.5). 口 
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注 由 定义 2 与 定义 工 显 然 可 以 看 出 , 平 性 凸 空间 一 定 不 是 严格 凸 空间 . 
事实 上 , 对 于 满足 定义 2 条 件 的 单位 球面 Sl 上 的 两 个 点 zo 和 yo 而 言 ,元 安 
和 多 满足 关系 式 


el 
上) + z+ 


然而 , 由 于 ||zol| = |lyol| 但 zo 关 yo, 所 以 均 有 轨 闫 a 办 (Ya > 0). 故 知 空间 不 是 严 
格 凸 的 (至 于 反 过 来 的 关系 , 我 们 可 以 从 定义 1 的 注 , 也 即 以 后 关于 严格 凸 空间 特 
性 的 定理 1 导出 ). 

下 面 我 们 给 出 “一 致 凸 空间 的 定义 : 

定义 3 ” 赋 范 线性 空间 已 称 为 一 致 凸 的 , 是 指 : 对 任意 {Zr}, {yn} C 五 ,只 
有 ||za|| = ||yx|| = 1 (re NN) 以 及 ||zn 十 ynl| 一 2 (mn 一 00), 则 必 有 ||zn 一 ynl| 一 0 
(参见 图 3.6). 


图 3.6 
注 1 千 万 不 要 将 “一 致 吓 ” 的 定义 记 反 为 


llzn — ynl| = 0 zn + ynll = 2, 


V {zn}, {yn} C S1. 上 面 的 关系 式 对 任意 的 赋 范 空间 均 是 成 立 的 (与 空间 球 的 凸 性 无 
关 )! 
事实 上 , 此 可 由 下 面 的 不 等 式 看 出 : 


2— ||zn 一 如 || = ||2zn | ||zn, bs ynl| < ||zn + yn|| < ||zn | 二 ||yn | = 2. 
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注 2 上 面 一 致 凸 空间 有 下 面 常见 的 “等 价 定义 ”: 赋 范 线性 空间 马 成 为 一 
致 凸 的 , 是 指 对 任意 E(0 < e < 2), 存在 b(e) > 0, 使 得 对 任意 ZW E 五 , 只 要 当 
lzl|=|lyl| =1,|z 一 yl| 之 e 时 , 就 一 致 地 有 ||z 十 y| < 2[1 一 6(e)] (其 中 : 函数 6(e) 
称 为 (空间 的 )“ 西 性 模 ”, 其 有 性 质 : 5(0) = 0, 及 当 e>0 时 有 6(e) > 0). 

注 2 的 结论 作为 习题 留 给 读者 完成 , 有 意思 的 是 在 空间 L?(p > 1) 中 , 这 里 定 
义 的 凸 性 模 5(e) 的 估计 值 是 能 够 求 出 来 的 , 当 正 数 e 足够 小 的 时 候 5(e) ~ e2(1 < 
P<2) 及 6(e) ~ e?(2 < p) (可 参看 文献 [12, 13]). 

注 3 由 注 2 可 知 ， 对 于 一 致 凸 空间 内 单位 原 心 球面 91 上 的 任意 两 (不 同 ) 点 
Z 和 Yy, 必 有 ||z 十 yl| < 2, 这 个 推理 下 面 要 常用 的 . 

最 常见 的 一 致 凸 空间 的 例子 如 下 : 

例 * 空间 (r) 和 LP[a,b] 当 p > 1 时 均 为 一 致 凸 空间 . 

其 证 明 可 参见 文献 [14]. 

当然 , 赋 范 空间 未 必 是 一 致 凸 的 , 我 们 可 以 看 到 下 面 的 反例 : 

反例 1 空间 (6) 不 是 一 致 凸 的 . 

验证 取 zn = el = (1,0,0,…), yn 三 e2 = (0,1,0,…)(n EN 则 显然 有 
llznl| = |lynl| 1, ||zn + ynll = 2(n € N). 然而 ||zn — ynl| = 2 » 0(n = 00). 品 

注 4 当空 间 ( 引 ) 换 为 有 限 维 而 范 数 以 (41) 形式 定义 时 , 显然 结论 仍 是 正确 
的 . 

反例 2 ”空间 Li[0,1] 不 是 一 致 凸 的 . 

验证 ”对 于 任意 的 me N, 取 


1 

2, 当 0 <t< 9 
rn(t) 三 rolt) 本 1 

0， 二 之 tl 

1 

0， 当 0 <t< 5 
yn(t) = yolt) = 1 

2, 当 a <t<1. 


显然 ||za|| = lo = 14xzn 十 ynl| = 2; 但 ||zn 一 ynl| = 2 (Yn ee N), 从 而 知 L7[0,1] 
不 满足 一 致 凸 的 定义 . 口 


反例 3 空间 (c) 和 Cla,0] 都 不 是 一 致 凸 的 (请 读者 自己 验证 .) 
下 面 , 我 们 给 出 有 关 严格 凸 空间 性 质 的 三 个 定理 
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定理 1 为 了 空间 瑟 是 严格 凸 的 , 必须 5 
且 只 需 巴 的 单位 球面 91 是 “严格 凸 ?的 ( 即 : 
对 任意 7,y € S1,7 关 y, 只 要 ||zl| = |lyl|=1,， 


则 均 有 |lXz 十 (1 十 和 yl| < 1(vVYA € (0,1)))( 参 > 
看 图 3.7). 

证 明 1) “一 ”: 有 反之, 如 果 五 的 单位 6 
球面 51 不 是 严格 凸 的 , 那么 , 必 有 两 个 不 同 图 3.7 


的 元 Xo, Yo € S1 及 一 数 和 0 € (0， 1), 使 得 

||Aozo + (1 ~ Xo)yo|| = 1, 
于 是 有 

||Aozo + (1 — Mo)yol| = ||Xozol| + |I(1 — Mo)yoll, 
这 样 由 空间 严格 凸 的 假设 , 必 存 在 数 ao > 0, 使 得 
》Xozo = Qo[(1 — Xo)yol， 
即 zo = 和 3-9yo. 最 后 , 注意 到 ||zol| = |lyol| = 1 的 假设 , 有 2S5eo = 1, 此 即 导 
出 zo = yo, 与 原来 zo 和 yo 的 取 法 矛盾 . 
2)“<”; 反之 , 如 果 互 不 是 严格 凸 的 空间 , 那么 , 必 存 在 两 个 非 零 元 zo 和 yo， 

使 得 

||zxo + yol| = zol + |lyoll, 
且 zo 关 ayo (Ya >0); 于 是 和 Ei 与 i 则 为 的 单位 原 心 球面 51 上 两 个 不 同 
的 点 . 这 样 , 由 球面 51 是 严格 凸 的 假设 , 便 有 


Ca llzoll EL +( llyoll ji Is 
llzoll + llyolls llzoll Nllzoll + llyoll llyol| 


即 
| < 
zol| + llyoll 
也 即 ||zxo 十 yol| < jzol| 十 上 yoll, 从 而 与 zo 和 wo 的 取 法 矛盾 . 口 


注 由 定理 1 显然 可 以 看 出 , 严格 凸 的 空间 一 定 不 是 平 性 凸 的 空间 . 

定理 2 ”如果 空 间 巨 不 是 严格 吓 的 , 则 必 是 平 性 凸 的 . 

证 明 事实 上 , 根据 定理 1 的 结论 可 知 , 如 果 不是 严格 是 的, 则 必 存 在 S1 上 
的 两 个 元 zo 和 yo 以 及 正 数 Xo e (0,1), 使 得 || 和 oxo 十 (1 一 和 o)yol| = 1. 这 样 , 类 似 上 
面 有 关 平 性 凸 命题 的 证 明 方法 , 可 导出 线段 [zo, yo] C 51, 因而 忆 是 平 性 凸 的 . 口 

注 由 定理 2 可 知 , 一 个 赋 范 线性 空间 只 能 是 严格 廿 或 平 性 廿 的 , 并 且 此 两 类 
型 是 互 斥 的 . 
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定理 3 (Clarkson 定理 ) 一致 凸 空间 必 是 严格 凸 的 . 

证 明 反之 , 如 果 空 间 已 是 一 致 凸 但 不 是 严格 凸 的 , 那么 由 互 不 是 严格 凸 , 从 
定理 2 知 : 其 必 是 平 性 凸 空间 , 且 从 平 性 凸 的 命题 (定义 2 后 面 的 命题 ), 则 可 得 到 
一 线段 [zo,yo] C 51. 这 样 一 来 , 当 令 zn = zo,yn 三 yo(Ymne N) 时 , 我 们 立即 导出 


To 十 
||zn + ynl| = ?| 一 二 加 | =2 
但 
||zn 一 如 || 一 ||zo 一 如 || > 0; Vm E N. 


此 显然 与 一 致 凸 的 假设 矛盾 ! 口 
下 面 介 绍 严格 凸 的 另 一 个 性 质 , 此 性 质 与 所 谓 “ 最 佳 逼 近 元 ”相关 联 , 因此 先 介 
绍 后 者 的 定义 . 
定义 4 赋 范 空间 忆 中 元 yo 是 古 集 VCEB 对 一 点 zoe 五 的 最 佳 逼近 元 , 是 
指 Yo EV, 且 
||zo — yol| = dzo, V) = nr lly — zol|. 


(后 面 还 要 提 到 此 概念 .) 

空间 的 严格 凸 性 与 最 佳 逼 近 元 的 唯一 性 有 如 下 密切 关系 : 

定理 4 贼 范 空间 瓦 是 严格 凸 的 充 要 条 件 是 : 忆 的 凸 集 对 于 任意 元 的 最 佳 盘 
近 元 , 如 果 存 在 则 必 唯 一 . 

证 明 “一 ”: 设 赋 范 空间 EB 是 严格 凸 的 , 若 其 中 凸 集 V_ 对 于 某 元 zo 的 最 
佳 逼 近 元 不 是 唯一 的 . 借助 于 “平移 ”, 先 不 妨 假设 zo = 0 则 由 归 诬 假设 可 知 存在 
yo, Y6 E VW 关 yo,; 使 得 loll = | = ad(0,V), 由 VV 的 同性 , 从 二 (oo 十 %) EV ,有 


| (i) + (Wn)|| = 


从 而 由 上 面 定理 1, 可 知 空间 不 是 严格 凸 的 , 与 假设 矛盾 ! 

“ 生 ”: 反之 , 如 果 空 间 不 是 严格 凸 的 , 由 定理 2 知 其 必 为 平 性 凸 的 . 故 从 定义 2 
的 命题 , 必 有 线段 V = [zo,yo] 含 于 空间 B 的 单位 原 心 球面 51 内 (这 里 , zo 入 2o). 
因此 导出 zo 和 yo 均 为 了 对 于 原点 9 的 最 佳 逼 近 元 , 与 最 佳 通 近 元 的 唯一 性 矛盾 ! 
从 而 得 证 . 口 

下 面 给 出 关于 一 致 凸 空间 的 几 个 定理 . 在 后 面 83.7 中 将 会 看 到 , 即使 对 于 一 个 
Banach 空间 内 的 有 限 维 线性 子 空间 而 言 , 其 内 关于 空间 一 元 z1 的 “最 佳 逼 近 元 ” 
虽然 存在 , 但 一 般 说 来 , 却 不 是 唯一 的 . 而 上 面 的 命题 告诉 我 们 , 对 于 一 个 严格 凸 的 
Banach 空间 来 说 , 上 面 的 最 佳 逼 近 元 如 果 存 在 , 则 必 是 唯一 的 . 并 且 , 这 里 将 要 指出 ， 
对 于 “一 致 凸 ” 的 衬 间 而 言 , 有 下 面 更 好 的 一 般 结 果 : 
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定理 5 设立 是 一 致 凸 Banach 空间 马 内 的 一 个 闭 廿 集 , 则 对 于 媚 中 任意 一 
元 Z1 必 存 在 唯一 的 元 yo EV, 使 得 


— yol| = inf |lzl — yl. 
lz — yoll = ie 一 名 


证 明 当 ziey 时 , 定理 的 结论 是 明显 的 . 下 面 仅 对 zi #4V 来 验证 定理 的 结 
论 : 

首先 , 证 明定 理 中 所 需 元 yo 的 存在 性 . 可 设 zl; = 0 4V (否则 可 以 “平移 "zl 及 
V 而 得 , 且 不 影响 定理 的 结论 ), 则 由 Y 是 闭 集 , 必 有 infyev llyl| = d > 0. 从 而 , 由 
下 确 界 的 定义 可 知 : 必 有 元 列 {yn} C V, 使 得 |lynj| 一 dn 一 00). 这 样 , 对 于 {yn} 
中 任意 子 列 {yr} 和 {ym}, 由 V 是 凸 集 的 假设 , (由 第 一 章 , 习题 1.1 中 的 (ii) ) 可 


en + hol = 2 (= o0), 
于 是 , 由 空间 的 一 致 目的 假设 , 便 可 导出 
| 放下 | 一 ok 一 oo) 


而 注意 到 limk_,。 ||yns| = limke_oo |lyml| = 4d > 0, 由 上 不 难 导 出 
| 一 gs|| — 0(k 一 oo) 


注意 到 子 列 {yn }, {yms} C {yn} 的 任意 性 ,上 式 也 即 得 到 {yn} 为 已 中 的 Cauchy 列 . 
因此 , 从 瑟 的 完备 性 以 及 集 Y 的 闭 性 便 可 得 到 一 元 yo € V, 使 得 lim_,oo yn = vo， 
此 即 导 出 ||yol| = d. 也 即 得 到 : yo 是 凸 集 了 对 于 点 zi 的 一 个 最 佳 逼近 元 . 

其 次 , 直接 利用 上 面 的 定理 3 和 定理 4, 我 们 则 知 上 述 yo 还 是 唯一 的 . 口 

推理 设 五 为 严格 凸 空间 互 内 的 任意 有 限 维 线性 子 空间 , 则 对 任意 Z1 € 互 ， 
在 Bo 内 必 和 存在 唯一 的 最 佳 通 近 元 yo. 

证 明 事实 上 , 由 于 En 显然 为 的 闭 线性 子 空间 , 故 联系 到 后 面 83.7 的 定 
理 1 (最 佳 逼 近 元 的 存在 性 ) 和 上 面 的 定理 4( 最 佳 逼 近 元 的 唯一 性 ), 我 们 便 可 直接 
导出 本 定理 的 结论 . 口 

下 面 一 个 很 著名 的 定理 是 由 Munbman( 米 尔 曼 ), Pettis( 培 梯 斯 ), S. Kakutani( 角 
谷 静 夫 ) 等 人 证 明 的 (我 们 用 角 谷 静 夫 的 证 明 方 法 ). 

定理 6**(MaxbpMaE 定理 ) 一 致 凸 的 Banach 空间 必 为 自 反 空 间 . 

证 明 设 王 为 一 致 止 的 Banach 空间 , 并 设 30 € EB* = (E*)*( 不 妨 设 ||zol| = 

1), 只 需 证 明 , 存在 zo € E, 使 得 


zo(f)= f(z0), Vf EE 
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即 可 . 
首先 , 由 于 || = 1 因而 从 空间 B* 上 泛 函 的 范 数 定义 可 知 , 对 任意 EN 存 
在 fn < E”, 使 得 1 
||fnl| = ]， Zo(fn) >1— 7(vn E N). 


其 次 , 考虑 前 n 个 泛 函 及, f2,… , fn, 利用 Helly 定理 (83.6 中 引 理 , 也 即 本 章 
习题 3.19) 可 知 : 存在 zn € 五 , 使 得 其 满足 


fk (Tn)=Zo(fx) (k= 1,2,.…..,n); (3.4.1) 
znll < lioll + 二 =1+=. (3.4.2) 
结合 前 面 的 关系 式 , 从 式 (3.4.1) 及 (3.4.2) 可 得 到 
1 < Ho(fn) = faen) < lfall :lenll = liznll < 1+ 7, VneN, 


即 有 lim ,co ||zn|| = 1. 

其 三 , 证 明 上 面 选 出 的 元 列 {zw} CB 是 强 收 敛 的 . 事实 上 , 如 果 此 结论 不 成 立 ， 
则 必 存 在 一 正 数 so, 及 自然 数列 mi < mi < na < maz <…: < <7mk <.… ,使 得 
非 零 子 列 {zmw }, {zm } € {zn}, 均 有 


zax — Tma|| 之 E0 (k 一 1,2……). 


因而 , 由 ||znl| 一 1 (n 一 co), 及 以 上 不 等 式 , 则 可 得 到 


| -me (= 0) 
从 而 由 空间 妃 是 “一 致 凸 ” 的 , 便 可 导出 
M+ el * 4 一 oo (3.4.3) 


另 一 方面 ， 注意 到 Tng 和 Tmxy 的 取 法 、 式 (3.4.1) 及 Nk < Mk, 又 有 
fnr (Tn ) = To( fn,), fa (Tmx) 一 To(fn,); (k = 1,2,.- 加 
根据 泛 函 fi 的 取 法 , 从 上 式 还 可 得 到 
2 人 (1 一 元 ) <20(fnn) = frn (sms) + rn (wm) 
= fn (Tn + Tmi) < ||fn | ||zw 十 Zmk|| 


三 ||zax 十 Zmx|| < ||zngll + ||zm|| 


<2(1+ 元 )， vneN. 
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因此 有 


lim ||znx 十 Zmx|| = 2， 
k—00 


从 而 不 难 导出 


i Be 3.4.4 
| + ml = 2 — 0%) Se 


这 样 , 式 (3.4.4) 与 (3.4.3) 的 矛盾 归 廖 证 明了 {zn} 必 收 敛 于 一 元 zo € EE. 并 且 由 
{zn} 选 法 所 得 到 的 上 面 第 二 段 结果 , 导出 
llzoll = 1; fr(z0) = 3o(fr), Vk EN. (3.4.5) 


其 四 , 证 明 满 足 上 面 式 (3.4.5) 的 元 zo e 瑟 是 唯一 的 . 事实 上 , 如 果 有 元 z0 e 王 ， 
也 满足 上 式 (3.4.5), 我 们 则 可 得 到 


fk(To + 70) = 2F0(fx) 


以 及 (注意 {fx} 选 法 ) 


2(1— 7) <25o(f = fr(zo + 2h) 
< fall leo + zl 
=|lzo + z6l 
<llzoll + llll =2, VheN, 


故 知 ||zo 十 x6|| = 2, 从 而 又 由 空间 一 致 凸 的 假设 便 可 导出 ||zo 一 z6|| = 0, 即 20 = zo. 
也 即 上 述 的 元 zo 是 唯一 的 . 

最 后 , 证 明 对 任意 fo € BE*, 均 有 fo(z0) = zo(fo). 事实 上 , 将 此 泛 函 加 到 上 面 
泛 函 列 {fn} 中 去 , 那么 , 对 于 “新 ”的 泛 函 列 fo, 所 , f2,… , fn,… , 我 们 按 着 上 面 
的 做 法 定 出 一 元 列 {24}, 同样 可 知 {z4} 收敛 于 一 元 z0 € B, 从 而 得 出 其 也 满足 式 
(3.4.5) 的 同样 结果 ， 


zoll 一 1, fr(z0) = To(fx) (k > 0, 1, 2,…: 让 


故 由 其 上 面 唯一 性 的 结论 可 知 z6 = zo. 这 样 便 可 导出 : j(zo) = Zo(f0). 而 当 注 意 
到 fo 的 任意 性 , 此 即 说 明 zo 即 为 定理 所 求 . 口 

注 1* 可 以 验 明 , 定理 6 的 适 命 题 是 不 成 立 的 . 即 : 的 确 可 以 举 出 一 自 反 但 却 
不 是 一 致 凸 的 空间 之 例子 . 
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反例 “任意 取 一 个 非 严格 西 的 有 限 维 Banach 空间 E(n)( 例 如 , 可 以 取 (Le)) 或 
(Cow))， 则 Em) 必然 不 是 一 致 凸 Banach 空间 , 但 是 由 81.5 的 定理 1, 82.5 的 定理 1 
和 83.3 的 定理 1 可 以 知道 : (mn) 是 自 反 的 . 更 进一步 ， 甚 至 可 以 举 出 一 个 严格 凸 的 
自 反而 非 一 致 凸 的 空间 的 例子 (参见 文献 [15]). 

注 2* 严格 凸 的 空间 未 必 是 一 致 凸 的 . 要 说 明 这 一 结论 并 不 是 很 简单 的 . 首先 ， 
由 定理 6, 一 致 凸 的 Banach 空间 必 是 自 反 空间 . 因此 , 能 举 出 一 个 不 自 反 且 严 格 西 
的 Banach 空间 的 例子 就 验证 了 本 注 的 结论 . 下 面 给 出 此 一 反例 : 

反例 ”在 (lce) 中 改 赋 范 如 下 : 


lel* = Iall+ (去 6) ，vz= {én} € (en) 


(这 里 , ||z|| = supn |&n| 是 空间 (lce) 中 的 原 范 数 ), 则 新 空间 吾 = (lc ,||z|]*) 必 为 一 
个 严格 西 、 但 非 自 反 (从 而 非 一 致 凸 ) 的 Banach 空间 . 
验证 ”首先 , 由 上 面 定义 不 难得 到 


llzll < llzlPs llzll + llzll = 2llzll, Yz = {én} € (人 )， 


由 此 则 容易 看 出 , 空间 马 = (6%,||zl|*) 和 (4?) 是 两 个 “线性 同 构 ” 的 赋 范 空间 (也 
即 : 存在 一 个 线性 映射 , 此 时 可 取 恒 等 映射 1 使 此 两 空间 是 线性 意义 下 的 同 构 , 且 
是 “拓扑 同 构 ” 的 ), 因此 互 = (4”,||z||*) 也 必 是 Banach 空间 , 并 由 (4™”) 不 目 反 可 
知 也 不 是 目 反 的 , 故 其 不 是 一 致 凸 空间 . 

另 一 方面 , 从 |lz| 定义 中 的 后 一 项 (注意 到 (42) 是 严格 凸 空间 ), 我 们 由 定义 
不 难 验证 空间 = (le ,|lz|l 是 严格 凸 的 . 品 
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从 Hahn-Banach 定理 可 知 , 一 般 而 言 , 赋 范 空间 上 的 连续 线性 泛 函 的 保 范 延 拓 
不 能 是 唯一 的 . 然而 , 在 某 些 特殊 的 赋 范 空间 中 , 其 上 连续 线性 泛 函 的 保 范 延 拓 却 可 
以 是 唯一 的 . 下 面 , 我 们 给 出 此 有 关 线 性 泛 函 保 范 延 拓 唯一 性 的 重要 定理 , 首先 我 们 
介绍 一 个 常用 的 引 理 ; 

5| 理 ” 设 友 为 线性 空间 , 有 1, 所 ,… ,有 太 及 0 均 为 五 上 的 线性 泛 函 , 则 9 为 
用 ,f2,… ,fn 之 线性 组 合 的 充 要 条 件 是 


{| N(x) c N(g) 


k=1 


(这 里 N(J) 表示 三 的 “零点 ”集合 )， 
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证 明 引 理 的 必要 性 是 显然 的 , 只 需 证 明 其 充分 性 . 我 们 用 三 种 方法 来 证 明 结 
论 : 

证 法 1 我 们 用 归纳 法 . 当 n = 1 时 , 由 和 (有) C N(g) 知 : 若 访 =0 必 有 
9 = 0, 则 结论 成 立 ; 而 若 有 关 0, 则 有 一 元 z1 € E, 使 得 (71) 取 0. 由 此 , 从 假设 可 


知 
_ fi1(z) 
fi(z1) 


即 有 glz 一 交口 zj] =0 (Vz € EE), 从 而 导出 


Tr1EN(fi) CN(g) (Vr € EE). 


9(Z) = re fi(x), vr EE. 
也 即 n= 1 时 结论 成 立 . 

设 n =m 时, 该 结论 成 立 , 则 当 n = m 十 1 时, 由 设 有 门 N(f) C N(9). 故 
当 我 们 在 线性 子 空间 N(f+1) 中 考虑 上 述 问 题 时 , 由 假设 , 在 此 线性 子 空间 中 则 有 
门 z1 N(fk) C N(9). 于 是 , 从 归纳 假设 , 在 子 空间 N(fm+1) 中 , 则 有 线性 组 合 关系 
9 = jk_l 和 fr 成 立 . 这 样 当 设 


h=g— > Mxfk 
k=1 
时 , 由 前 面 关系 式 可 知 : 在 空间 上 , 有 NN(fm+1) C N(h). 故 再 由 前 面 归纳 证 明 结 
果 便 知 : 存在 数 Am+1 天 0, 使 得 h = Am+1ifm+i, 此 即 导 出 


m++l1 


9 = 2 Mfk. 
k=1 


证 法 2 令 工 是 从 到 到" 的 线性 算 子 , 其 由 下 式 定 义 : 
T(z) = (fi1(2), fo(7),…… ,fn(7)), Yr € EF. 


不 妨 假设 及, fo,… , fn 线性 无 关 . 我 们 注意 到 假如 T 不 “ 满 ”, 则 必 存 在 yo € K"， 
使 得 96 关 yo EeE T(E)+. 设 y= (1 和 2,… ;和 Mn), 则 和 (1 < i gn) 不 全 为 零 ; 且 从 线性 
代数 的 知识 , 由 yo 与 T(B)“ 正 交 ” 可 知 其 “内 积 ”>jk_1 和 fk(7) = 0 (Vz € B). 也 
即 有 : (5%_1 和 fk)(z) 三 0 (Vz € 万 ). 从 而 与 {fx}? 线性 无 关 矛 盾 ! 故 了 必 是 满 的 . 

而 由 假设 又 知 N(T) C N(g). 故 当 T(zi) = 了 T(z2) 时 , 必 有 9(zi) = 9g(zo). 从 而 
对 于 任意 的 ye KK", g(x1) = g(x2)(YZz1,7X2 ET (0)), 故 可 做 映射 p: K” 一 KK, 使 
得 

p(y) = 9(7)(Vz ET (Yy), vye K"). 
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显然 p 是 K" 上 一 个 确定 的 线性 泛 函 , 从 而 亦 是 连续 线性 证 函 (82.1 例 1). 于 是 由 
$2.4 例 3 中 (K")* = K" 的 结果 , 存在 ce € KK(1 < kk < n), 使 得 2 可 表示 为 


p(y) 一 Dcréx, Vy => (上 co 人 ,én) € K”. 
k=1 


当 令 y 二 (fi(7), f2(7),: Wy , fn(7)) (vz € E) 时 ， 显然 TE T-1(y), 从 而 由 前 面 a 的 
定义 , 上 式 直 接 导 出 


g(z) = > crfe(z), Vr EE. 


k=1 
也 即 有 9 = &_; ckfx. 因此 完成 了 证 明 . 
证 法 3 令 T 是 从 巨 到 "的 线性 算 子 , 其 由 下 式 定义 : 
T(z) 一 (Piz) f2(7), 2 , fn(7)), VZE 五 . 


不 妨 假设 户 , f2,… , fn 线性 无 关 . 由 证 法 2 知 7 为 满 射 . 故 当 设 ei(i = 1,2,:… ,7m) 
是 K" 中 的 标准 基 向 量 时 , 存在 x; € E, 使 得 


T(zi) 一 Ci (i = 1,2,.…-: ) 了)， 


从 而 


1， 当 k=i 时 ， | 
no) -| 0， 当天 上; 时 | (1 < i,k <n). 


因此 对 任意 ze E, 有 


一 》 fi(z)z7 € 站 N(fr) C N(9)， 
4 一 1 k=1 


故 可 得 到 , 
9(z -Dfilz)si) =0. 
“一 工 
于 是 
9(zZ) = Sg(zi)fi(z), VZE 五. 
i=l1 
也 即 导 出 


g9 = 9(7i)fi. 
i=1 
因而 又 完成 了 证 明 . 口 
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注 ”上面 证 法 2 和 3 不 同 于 一 般 书 中 的 证 法 , 此 两 方法 中 有 关 全 为“ 满 ” 算 
子 的 证 明 , 在 下 一 章 有 关 “ 开 算 子 ”的 命题 时 还 要 用 到 , 值得 注意 . 

定理 (Taylor 定理 ) 设 马 是 一 实 ( 复 ) 赋 范 线性 空间 , 则 共 白 空间 EB* 是 严格 
凸 的 充 要 条 件 是 : 羽 内 任意 实 ( 复 ) 线性 子 空间 Bo 上 的 任意 连续 线性 泛 函 fo 必 可 
唯一 地 保 范 延 拓 为 全 空间 瑟 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 . 

证 明 “一 ”: 事实 上 , 如 果 结 论 不 真 , 设 对 的 某 一 线性 子 空间 Eo 上 的 某 一 
连续 线性 泛 函 fo, 其 可 保 范 延 拓 为 全 空间 E 上 的 两 个 不 同 泛 函 户 , 户 e BE* (显然 ， 
fo 关 0 ( 泛 函 ), 否则 ||fol| = 0, 是 不 可 能 有 两 个 保 范 延 拓 9 泛 函 的 ). 则 一 方面 由 及 和 
刻 均 为 fo 的 延 拓 泛 函 可 知 , 对 任意 入 e [0,1] 有 

Dfit+(1—ANf2l(y) =AM(Y) + (1— Nf2(y) 
=AMfo(y) + (1 — Nfo(y) 
= fo(y), Vy € Eo, (3.5.1) 
从 而 导出 


llfol|= Mp. |fo(y)| 
< up [Qfit+ (1 =- 和 A) 户 )(z)| 


=||Afi+ (1— Nfoll, vA (0,1). (3.5.2) 


另 一 方面 , 由 于 有 和 fo 对 fo 是 “ 保 范 ” 的 , 即 有 有 | = jl = lfoll, 故 由 假设 
E* 是 严格 凸 的 , 从 83.4 定理 1 可 知 


Pr + -Nb vs 


由 此 则 可 导出 
1 AP+(L 一 A)fol|= ||fol| : Fin een 
=||fol|: | [十 -| (3.5.3) 
<|lfoll, vA € (0,1). (3.5.4) 


显然 , 式 (3.5.2) 与 (3.5.4) 是 相互 矛盾 的 , 从 而 证 得 “ 保 范 延 拓 ”必须 是 唯一 的 . 
“c”: 反之 , 在 定理 假设 条 件 下 , 如 果 E* 不 是 严格 凸 的 , 那么 , 必 存 在 着 范 数 
为 1 的 两 个 不 同 泛 函 有 和 fo, 及 某 数 Mo e (0, 1), 使 得 


Nofi + (1— Xo0)foll= A = lfzll = 1. (3.5.5) 
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令 画 =N( 太 一 户 ) 全 {ze 且 (太一 户 )(z) =0}, 由 于 岂 关 到, 故 知 Bo 必 为 电 中 
的 ( 非 空 ) 真 闭 子 空间 . 现在 在 Bo 上 定义 泛 函 

fo(7) = 全 f(z), VZE Eo. 
下 面 证 明 ||fol| = 1. 首先 我 们 注意 到 , 假若 有 户 = ajfz, 代入 到 式 (3.5.5), 则 有 
lal=1, |Mat+(1—XN)|=1. 


当 a 为 实数 时 , 从 上 式 可 知 a = 1. 而 当 注 意 到 复 平面 中 单位 圆 盘 是 严格 凸 的 , 故 在 
复 空间 时 , 亦 可 得 到 a = 1; 但 这 与 假设 及 去 及 矛盾. 由 此 可 知 上 面 有 和 户 必 是 
线性 无 关 的 . 因而 从 引 理 可 知 Ns, \ Ny, 关 2. 注意 到 Np, 和 Ns, 均 为 五 的 线性 子 
空间 , 故 必 存 在 zo € Nj, \ Ns, 使 得 


fi(zo)=1 (f(z0) = 0). (3.5.6) 
而 由 z0 4 N( 岂 一 f2) 和 82.3 中 定义 1 的 注 可 知 : 对 于 任意 ze EE, 必 有 唯一 分 解 式 
Zz=[ 户 (z) 一 户 (z)jzo+% (其 中 : ye Eo). 
回 到 式 (3.5.5), 由 范 数 的 定义 可 知 存在 元 列 {zn} C S1(E), 使 得 
Nfi(zn) + (1 — No)folzn) = 1 (n= 0%0). 


注意 到 0 < Xo <1 及 |fi(zn)| < 1(i=1,2); (Vn € N) 从 上 极限 则 可 得 到 


fi(zn) = 1,n— 0%0 (i= 1,2). (3.5.7) 
这 样 一 来 , 当 记 上 述 zx 的 唯一 分 解 式 为 
Zn = [fi(zn) — fo(zn)]z0 + yr (其 中 加 E Eo,n € N) (3.5.8) 


时 , 从 式 (3.5.7) 及 zn 的 范 数 均 为 1 可 得 
Jdim llynl| = Jim llzn|| = 1. 
故 由 fo 的 定义 及 式 (3.5.6) ~ (3.5.8), 可 以 导出 


NO0O 


lim f(T = im (fi(z2n) - [f(zn) 一 fa(zn)]fi(z0)) 


= lim fo(zn)=1. 
NO0 
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再 由 fo 的 定义 , ||fol| < | 凡 上 | = 1, 从 而 得 到 ||jo|l| = 1 

最 后 注意 到 在 Eo 上 均 有 fo(y) = 有 i(y) = f2(y), 故 知 fo 在 上 有 两 个 不 同 的 
保 范 延 拓 , 与 定理 的 假设 矛盾 ! 从 而 定理 充分 性 得 证 . 品 

作为 推理 , 注意 到 严格 是 空间 的 子 空间 必 是 严格 凸 的 , 以 及 赋 范 空间 可 视 为 其 
二 次 共 罗 的 子 空间 , 我 们 给 出 一 个 赋 范 线性 空间 是 严格 凸 的 必要 性 命题 

推理 ”如 果 一 个 赋 范 线性 空间 互 的 共 斩 空 间 B* 满足 : 对 任意 0 天 万 E 五 *， 
均 存 在 “唯一 ”的 一 个 元 2 CE EB**, 使 得 || 人 | = 和 ( 户 ) = | 及 外 则 空间 五 必 为 严格 
西 的 . 
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下 面 给 出 一 个 关于 自 反 空 间 的 闭 线性 子 空间 之 特性 的 定理 . 我 们 先 给 出 在 82.5 
指出 的 引 理 2 的 证 明 . 这 里 作为 本 节 的 主要 内 容 , 我 们 以 定理 1 标记 之 

定理 1 (Pettis 定理 ) 如 果 空 间 巨 是 自 反 的 , 那么 忆 的 任意 闭 线性 子 空间 Eo 
也 是 自 反 的 

证 明 ”我 们 分 三 步 来 证 明 

(1) 对 任意 fe ,由 于 Eo < 已 故 知 了 限制 在 Bo 上 时 , 可 视 为 Bo 上 的 连续 
线性 泛 函 , 记 为 万. 于 是 , 变换 了 fo 就 决定 了 一 个 从 * 到 三 的 线性 算 子 了， 

T(J]) = foe By, Vfep. 
且 由 于 
[rN= oll = sup IO 


< sup |f(z)|=|fll, vf eB’, 


一 
llzll<1; 
EE 


故 知人 是 定义 在 BE* 上 (到 成) 的 连续 线性 算 子 . 
(2) 由 上 面 了 的 性 质 , 从 82.3 定理 4 知 , T* 必 为 从 E26* 到 E** 内 的 有 界线 性 
算 子 . 并 由 忆 为 自 反 空间 的 假设 , 故 对 任意 加 € 两 *, 存在 zy。eE ,使 得 


[7* (yo)](F) 全 f(xy,), vi EE’. 
根据 上 面 (1) 的 结果 可 得 到 


f(zy) =[T* (0)](f) = RlTF)] 
=%(fo), Vf e E*,Nh ee Ee’. 
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此 外 , 注意 到 对 任意 je 硕 , 由 Hahn-Banach 定理 可 知 , 其 必 存 在 一 保 范 延 拓 的 泛 


jo(fo) = f(z%o), Vfoe Ei, f ET (fo), Wo Ee PE™. 


(3) 为 了 证 明 Eo 的 自 反 性 , 只 需 证 明 上 述 元 zy。E Eo 就 可 以 了 . 下 面 用 归 雇 
法 来 证 明 ， 反 之 , 如 果 zj。# Eo, 则 由 83.2 的 隔离 性 定理 (定理 2), 便 可 得 泛 函 
f(D e Ep*, 使 其 满足 
0 _ 1 ， 当 z= zz 时 ; 
$9 | 0， 当 ze 如 时 
于 是 , 泛 函 ji) 全 TUAO) = 0 ( 零 泛 函 ) e 胞 , 而 将 此 结果 代入 上 面 (2) 中 所 得 关系 
式 中 去 , 则 可 导出 
0=%(f) = f(r)=1, 


蔬 盾 ! 口 
下 面 给 出 的 Helly 定理 是 很 有 用 的 (我 们 采用 Y. Mimurab 的 证 明 方 法 ). 
引 理 (Helly 定理 ) 设 忆 为 一 赋 范 线性 空间 , 有 i, f2,… ,fn 为 马上 某 n 个 连 

续 线 性 泛 函 ,和 1, 和 2,… ,Mn 为 某 兄 个 复数 ,7 为 某 一 正 数 , 则 对 任意 正 数 <, 为 了 存 

在 一 元 ze E 瑟 使 其 满足 条 件 
人 大 (ze) 过 Mx(k = 1,2,.… ,1), (i) ||zell 乏 了 十 5i 

必须 且 只 需 对 于 任意 见 个 复数 66 ,én, 均 成 立 关系 式 


| < "| > nl 
k=1 k=1 


证 明 * (1) “=>”: 从 定理 假设 条 件 (i) 和 (让 , 显然 可 以 导出 对 任意 &,&2,:… ,én €E 
C 及 任意 s > 0, 存在 ze e E, 使 得 


| > SeXs| 本 | 和 4 fk(ze)| = | (Déefi) (es) 
k=1 k=1 FE 


<|| es laa < G+ ol De 
k=1 k=1 


由 此 (注意 到 s 的 任意 性 ), 我 们 便 可 导出 
| ea < "| el| 
k=1 k=1 
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(2)“<”: 首先 , 不 妨 设 户 , f2,… , fn 线性 无 关 (因为 当 其 前 no 个 线性 无 关 , 而 
后 面 的 frot1 fnot2,… ,fn 均 为 其 线性 组 合 时 , 我 们 只 要 对 泛 函 及 , f2,… , fino 推 
出 上 面 的 定理 条 件 (i) 和 (ij), 则 后 面 (n 一 no) 个 泛 函 必然 也 是 满足 的 . 因而 , 我 们 
只 要 对 fk(k = 1,2,… ,no) 来 讨论 就 可 以 了 ). 

其 次 , 考虑 从 空间 到 n 维 复 欧 氏 空 间 C? 的 一 个 映射 7， 


y= T(z)= (fi(7), fo(7),.… ,fn(7)), Vr EE. (3.6.1) 
不 难看 出 , T 是 将 EB 映射 到 “整个 ”空间 C"” 上 的 “ 满 ”线性 算 子 . 事实 上 , 线性 
是 很 显然 的 , 并 且 如 果 T(z) 的 值 域 W(T) 构成 了 C” 上 的 一 个 m 维 (m < mn) 子 


空间 , 则 类 似 $3.5 引 理 的 证 法 2, 由 代数 知识 可 知 ， 必 有 7m 个 不 同时 为 0 的 复数 
ox(k = 1,2,.… ) 7 使 其 恒 有 


(Dot) (7) = > 一 0，Vz ee 五 . 
k=1 k=1 


从 而 导出 jk_1 ak 大 = 0( 零 泛 函 ), 故 与 fk(k = 1,2,… ,n) 是 线性 无 关 的 假设 矛盾 . 
其 三 , 我 们 证 明 当 e 为 任意 正 数 时 , 对 于 中 的 “ 原 心 球 ”By+e = B(0,Y + &) 
而 言 , 了 (By4e) 必定 包含 着 Cn 中 一 个 “ 原 心 球 ”. 
事实 上 , 由 T(E) = C", 故我 们 可 以 取出 五 中 的 于 个 元 ( 必 为 非 零 元 ) zt 22,… ,Znm， 
使 其 满足 
7T(Zk) 一 (0,…: ue ,0) (k= 1,2,... ,n), 


nN 


也 
| Dnzsl| 和 >》 ok| .llzel|<7+e， 
k=1 k=1 


故 知 均 有 元 > OkTk E By+re, 从 而 可 知 Cn 中 上 述 相应 的 元 


(61, 62, ,6n)= > 6k(0…: ) 1 ;0,……- ,0) 
k=1 (Ck) 
= 》 6kT(zh) 
k=1 
=7T (Dorrx) ET(By+e). 
k=1 


此 即 说 明 T(By+e) 包含 着 Cn 内 以 原点 为 中 心 , 以 26 为 边 长 的 “n 维 ( 开 ) 方 体 ”. 
从 而 当然 也 必 含有 n 维 复 欧 氏 空间 Cn 的 一 个 “ 原 心 球 ” B(36). 
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最 后 , 用 归 廖 法 推出 结论 .反之 , 如 果 原 命题 的 结论 不 成 立 , 则 必 存 在 某 一 正 
数 so, 使 得 EE 中 不 存在 满足 定理 条 件 (i) 和 (i 的 元 zeo, 此 即 C" 中 有 一 点 5 = 
(A1, 和 X2， ww , An) ¢ T(Byreo). 注意 到 单 点 集 {5} 与 T(Bytreo) 为 两 不 交 凸 集 ， 而 且 由 
上 面 结论 还 知 , (By+eo)]? 关 儿 . 这 样 , 当 把 C" 视 为 “ 实 ”m 维 线性 空间 时 , 则 由 上 
节 的 Eidelheit 定理 并 注意 到 0 € [了 (By+4eo)]” (我 们 亦 用 9 表示 Cn 中 的 “ 零 元 ”) 
便 可 得 到 C" 上 一 “ 实 ” 连 续 线 性 泛 函 g(z), 使 得 

g(y) < g(b), vy ET(By+eo); 0= 9(0) < g(b). (3.6.2) 
令 泛 函 
f(y) = g(y) — ig(iy), Vy EC", 
显然 fe (C")*, 并 且 式 (3.6.2) 即 为 
Ref(y) < Ref(b)(> 0), vy Ee T(Byteo): 


此 外 , 由 $2.4 中 关于 (C")*=C" 的 结论 , 必 存 在 不 全 为 零 的 nn 个 复数 {6€9,63,… ,部 
使 得 f(y) = ki RYk (VY = (0 加) E C"), 故 由 式 (3.6.1) 中 的 元 y 以 及 
上 面 元 b 的 假设 , 便 可 得 到 
Re| > et] < Re| DéXx| (> 0), Vz € Byreo. 
k=1 k=1 


注意 到 By+e。 是 球 域 , fk(k = 1 2 …… ,n) 均 为 线性 泛 函 , 故 由 复数 的 特点 以 及 上 面 
论述 便 可 导出 


| em < | ee (> 0), Vz € Byteo. 
k=1 k=1 
即 有 、 
|( 半 SG < DDG20 Vz € Byteo-. 
k=1 k=1 


最 后 , 由 泛 函 范 数 的 定义 


sup 
rEBY+e 


从 前 式 便 可 得 到 


(Der) (2) = (7 +eo)| ail 
k=1 k=1 


(7 十 eo)| Vee 
k=1 


nN 
< 
k=1 
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由 于 fr(k = 1,2,. 和 ,n) 线性 无 关 ， 因此 | Ppl 名 及 || 天 0, 从 而 由 上 式 则 可 导出 
yD er < | Dex. 
k=1 k=1 


此 显然 与 定理 假设 矛盾 . 口 
注 上述 引 理 中 方程 的 “ 解 ”一 般 说 来 是 不 唯一 的 . 事实 上 , 只 要 当空 间 忆 的 
维 数 比 n 大 时 , 由 在 大 于 n 维 的 线性 空间 中 , n 个 齐 次 方程 构成 的 方程 组 


fr(7)=0 (k=1,2,.…,n) 


必 有 一 个 非 零 解 , 则 可 说 明 本 结论 . 

下 面 给 出 关于 自 反 空 间 特征 的 重要 定理 (这 里 , 关于 充分 性 , 我 们 只 能 在 空间 
“可 分 ”时 予以 初等 证 明 ): 

定理 2 (Kakutani 定理 ) 为 使 Banach 空间 羽 是 自 反 的 , 必须 且 只 需 互 内 的 
( 闭 ) 单位 球 B(0,1) 是 “ 弱 ” 自 列 紧 的 . 

证 明 (1) “=>”: 设 瑟 为 一 自 反 空间 {zn} 为 B(0,1) 上 任意 元 列 . 若 令 
Eo = [{zn}] ({zn} 所 张 成 的 闭 线性 子 空间 ), 则 Eo 显然 是 可 分 的 , 且 由 定理 1, 还 知 
它 也 是 自 反 的 . 

其 次 , 令 

En(f°)= f° (rn), Vf° EE*, neN. 


显然 可 以 得 到 
Tn € Eo”, |lznl| < 1; vneN. 


由 于 Eo = (项 )* 是 可 分 的 , 从 82.5 的 引 理 1 可 知 到 也 是 可 分 的 . 再 利用 82.5 的 引 
理 3 可知 ( 罗 )* = Eo 的 单位 闭 球 是 “ 弱 ” 自 列 紧 的 , 而 当 注意 到 Eo 的 自 反 性 即 知 
其 为 “ 弱 ” 自 列 紧 的 , 因此 存在 {zn,} C {zn} 及 zo € B(9,1), 使 得 


f° (Tn) = f° (70) (k= 00), Vf € Bo. 
最 后 , 注意 到 对 任意 f e E*, 当 其 定义 域 限 制 在 Eo 则 为 加 中 的 元 时 , 我 们 便 可 导 
出 


f(zni) = f(r0) (k— 00), Vf eBE*. 


即 {zn} 的 子 列 {zn.} 弱 收 敛 于 B(0,1) 上 的 元 zo, 从 而 知 B(9,1) 是 弱 自 列 紧 的 . 
(2)“ 生 ”( 仅 在 “可 分 ”空间 中 用 此 初等 方法 证 之 ): 
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反之 , 如 果 瑟 不 自 反 , 注意 到 请 到 E** 的 典 则 映射 7 是 线性 等 距 映 射 , 故 由 古 
是 Banach 空间 , 可 知 J(E) 为 p* 内 的 真 闭 线性 子 空间 . 因此 , 由 Riesz 引 理 , 必 存 
在 一 元 Fe S(E**), 使 得 


1 


d(F, J(E)) > 3 (3.6.3) 


由 于 是 可 分 的 , 故 单位 原 心 球 Bi 内 有 一 稠密 子 集 {zk}. 因此 , 对 于 任意 
n EN ,Pr** 中 的 nn 十 1 个 元 J(z1);J(z2))… J(zn) 及 F;n+1 个 数 和 = 和 = 
… 二 An = 二 0, 和 ntl = 二 二 ; 从 式 (3.6.3), 对 于 任意 nn 十 1 个 数 6)… ,如 + 当 n+1 关 0 
时 , 有 


| > 6 (Zk) 十 | >d(én+1F, J(E)) 
k=1 


=|én+il ad(F, J(E)) 


1 
之 5lén+t1| 


nn 二 1 


和 ] 三 和 Ai (3.6.4) 
k=1 
而 当 6&41 = 0 时 , 由 学 2+1 Ek 和 A = 0, 故 上 面 不 等 式 仍然 成 立 . 
这 样 , 由 Helly 定理 , 对 上 述 任意 的 n, 我 们 可 以 找到 一 个 泛 函 fn e BE*, 使 得 
fn(zx) = J(zpj(j) =M=0 (SkSn), F(f)= Xn+l= 3 (3.6.5) 


(i) | 入 | 和 1+so (so > 0 为 某 一 正 数 ). 
因此 , 从 (i) 易 知 , 对 于 任意 ke N, 均 有 


fn(zk) 一 0 (一 oo). 
而 由 {zx} = Bi, 我 们 则 不 难 导出 


0 人 一 oo). (3.6.6) 
( 弱 ) 


但 另 一 方面 , 对 于 任意 的 me N, E* 中 从 (3.6.5) 所 得 的 n 个 泛 函 及 ,… ,所 和 nn 个 
数 下 (及),… ,也 (fn), 对 于 任意 个 数 让 ,Ha ,kn; 注意 到 前 面 (i) 的 后 一 关系 式 ， 
我 们 又 有 


Dd)=| 9 Poss| = | (Bes) 
k=1 k=1 
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也 
sl | Df 
k=1 


n 
-mal 
k=1 


故 再 次 利用 Helly 定理 , 我 们 便 可 以 找到 一 元 yn € EB, 使 得 

(iD fr(yn) =3 (1 < kgn). 

(ii) |lynl| < 1 十 e606 (e606 > 0 为 某 一 正 数 ). 

最 后 , 注意 到 定理 的 假设 , 由 单位 原 心 球 Bi 是 弱 自 列 紧 的 , 易 知 球 Bi+e' 也 是 
弱 自 列 紧 的 , 因此 , {yn} 必 存 在 一 弱 收敛 的 子 列 {yn;}, 使 得 yw Yolk 一 oo). 故 从 
(i 知 

fr(yo) = 3 (k € N), 
而 此 显然 与 式 (3.6.6) 矛盾 . 品 

注 1 当 引 入 弱 拓扑 概念 以 后 , 可 知 赋 范 空间 是 自 反 的 充 要 条 件 是 其 闭 单位 
球 是 “ 弱 紧 ”的 . 因此 , 从 上 面 定理 的 证 明 可 以 看 出 : 对 于 可 分 的 赋 范 空间 ， 其 闭 单 
位 球 的 弱 紧 性 与 弱 自 列 紧 性 是 等 价 的 . 从 而 用 较 简 单 的 方法 部 分 地 回答 了 高 难度 的 
Eberlein-Smulian 定理 (参见 后 面 第 九 章 第 六 节 ). 

类 似 地 , 由 定理 2 我 们 可 以 直接 导出 下 面 的 一 个 推理 : 

推理 ”在 自 反 空间 中 , 任意 有 界 集 都 是 “ 弱 ” 列 紧 的 . 反之 , 只 要 一 个 Banach 
空间 马 内 的 某 一 闭 球 BB(zo0,60) 是 弱 自 列 紧 的 , 则 马 必 为 自 反 空间 . 

注 2 当 马 不 是 自 反 空 间 时 , 其 内 单位 球 BB(0,1) 未 必 是 弱 自 列 紧 的 . 反例 可 
见 空间 (1) (注意 Schur 定理 , 在 (t1) 中 , 其 元 列 的 强 弱 收敛 是 等 价 的 ). 

注 3 根据 定理 2 也 可 看 出 , 从 “ 弱 ” 自 列 紧 性 一 般 也 推 不 出 ( 自 ) 列 紧 性 , 反 
例 可 见 空间 (4P) 或 LP[a, (p> 1). 

注 4 由 定理 2 的 推理 结合 今后 第 五 章 的 “共鸣 定理 ”, 我 们 将 可 以 看 出 , 在 
一 个 自 反 空间 中 , 集 M 的 有 界 性 与 其 “ 弱 ” 列 紧 性 是 等 价 的 . 

注 5* 关于 自 反 空 间 的 更 有 趣 的 结果 是 R. C. James 在 1963 年 10 月 在 华沙 
举行 的 泛 函 会 议 上 给 出 的 , 他 指出 :“ 为 了 一 个 Banach 空间 是 自 反 的 , 必须 且 只 师 
其 任意 连续 线性 泛 函 均 在 其 单位 ( 闭 ) 球 B(0,1) 上 取 到 其 上 确 界 ”.B8| 

注 6* 我 们 同样 可 以 利用 E* 内 的 任意 有 限 元 引出 空间 轧 的 “ 弱 拓 扑 ”， 从 
而 导出 “ 弱 ” 紧 的 概念 . 并 且 , 它 与 “ 弱 ” 自 列 紧 也 有 如 下 的 命题 成 立 :“ 赋 范 线性 空 
闻 的 任意 子 集 ， 其 弱 紧 与 弱 自 列 紧 的 性 质 是 等 价 的 ” . 但 是 “ 弱 ” 紧 与 “ 弱 ” 自 列 
某 却 不 是 等 价 的 (对 比 一 下 82.5 中 引 理 3( 如 妃 可 分 , 则 EB* 的 单位 ( 闭 ) 球 必 “ 弱 ” 
自 列 紧 ) 及 著名 的 Alaoglu-Bourbaki 定理 :“ 对 任意 赋 范 线性 空间 ,EB* 的 单位 ( 闭 ) 
球 均 是 “ 弱 ” 紧 的 ”) 便 可 知 ), 有 兴趣 的 读者 可 参看 文献 [10, 11, 17, 18] 等 . 
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83.7 Hahn-Banach 定理 的 一 些 应 用 


3.7.1 ”最 佳 逼 近 的 存在 性 


作为 Hahn-Banach 定理 在 双 近 论 方面 的 应 用 ， 本 节 介 绍 关于 空间 中 的 一 个 集 
合 与 另 一 元 之 间 的 最 佳 逼 近 值 的 存在 问题 . 

首先 从 赋 准 范 空间 瑟 中 一 元 xo 与 瑟 的 一 个 “有 限 维 ? 子 空 间 Bi 之 间 的 最 佳 通 
近 元 的 存在 性 问题 谈 起 . 即 当 设 ,= {Niel 十 Xzez+…+ Xnen: Xs EK,1 < < 由 
时 (其 中 €1,€2,° °°*En 是 E 中 的 线性 无 关 元 )， 试问 : 是 否 存在 一 元 

yo = > Xek € E, 
k=1 
使 得 
d(zo yo) = inf d(xo,Y). 

对 赋 范 线性 空间 而 言 , 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 , 下 面 就 来 验证 它 . 首先 我 们 
给 出 一 个 引 理 : 

引 理 ” 设 马 是 赋 范 空间 , el1,e2,… ,en 是 马 中 的 线性 无 关 元 , 当今 

(Ai,Xo2… .和 Xp) 三 ||Aiel 十 Xaez 十 … 十 Xnen|l|， VM ER,1l1<k<n 
时 , 则 有 ， 
》 |Ak| 一 OO 一 一 (Al 和 2 , An) 一 CO. 


k=1 


证 明 首先 , 从 前 面 $1.5 的 引 理 1 的 证 明 可 以 知道 : m 元 函数 f(A1, 和 2,… An) 
在 nn 维 空间 闭 曲 面 ki 和 Mx| = 1 上 具有 “ 正 ” 的 下 界 , 不 妨 设 其 为 go, 也 即 有 


1 二 Mk 
二 nekl| 60>0, 
ye el On) = | sl > 
k=1 
也 即 f(A1, 和 2,… An) > 60 502_1 |Ax|, (YA 和 2,… 和 n € 区 ). 由 此 显然 直接 得 出 引 理 
结论 . OD 


有 了 上 面 的 引 理 , 我 们 便 可 得 到 一 个 关于 最 佳 和 逼 近 元 的 存在 性 命题 . 
定理 1 设 忆 ,是 赋 范 线性 空间 三 的 一 个 nn 维 线性 子 空 间 , 则 对 任意 zo € 五 , 存 
在 Yo € En, 使 得 Yo 为 En 中 对 zo 的 最 佳 芝 近 元 ( 即 有 :||xo 一 yo|| = infyeg, ||zo 一 y||). 
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证 明 由 于 当 zo e En 时, 定理 结论 显然 成 立 , 所 以 不 妨 设 zo 4 En( 由 此 当然 
必 有 zo 状 . 令 
g(M1, M2,*** Mn)=||zo — (Aiel 十 Xoez 十 … 十 Xnen)||， 
VA EK, 1<kgn. 


于 是 注意 到 g(A1, A2,… ,和 n) > ||Aiei 十 A2e2 十 … 十 和 nen|| 一 上 |xoll, 因此 , 由 上 面 的 
引 理 可 知 , 对 2||zol| > 0, 存在 7 > 0, 使 得 当 x_i | 和 Mx| > ”> 时 , 就 有 ||Niel 二 和 2e2 十 
… 十 和 nen|| > 2||zoll. 由 此 可 得 


9(Al,X2，…Xn) > 2llzol| = llzoll = llzoll, 


nn 
va EK 有 》 Xel>r(sR<sm). (3.7.1) 
k=1 


另外 , 再 注意 到 


lg(A1, 入 2，， An) 一 9(U1 Ha … .pn| 
n n 
=| eo — DO erl| -| 于 me 
k=1 k=1 


nN 
人 
<|| ox 一 Aujen|| = Ai — HK1, 和 2 — J2,° Mn — Win), 
k=1 
VAk,ur EK;1l < kn, 


则 由 f 是 元 连续 正 齐 性 函数 , 故 , 直接 得 出 g( 和 1, 和 A2,… An) 也 是 nn 元 连续 函数 . 所 
取 到 该 闭 域 上 的 最 小 值 . 这 样 当 令 yo = jp_1 Mexr 时 , 便 可 得 到 
llzo — yol|=||zo — (iel + Mez 十 … 十 Men))| 
<gMN My Mn), VA EKE YO Ml gr (1 gk gn). (3.7.2) 
k=1 
特别 地 有 ||zo 一 yol| < g(0,0,… ,0) = ||zoll. 最 后 由 式 (3.7.1) 和 (3.7.2) 我 们 便 可 导 
出 : 对 En, 中 元 20 一 全 和 Rek， 必 有 
lzo — yol| < gO1, N,NMn) = ||z0— (Ne1t+Me2::: Men)l|, VM EK,l<kgn. 


也 即 有 


20 一 = inf ||zo 一 了 |. 口 
||zo — yol| ,nt lzo yl| 
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注 在 定理 1 中, En 对 于 zo 的 最 佳 各 近 元 只 有 在 某 种 类 型 的 赋 范 线性 空间 
中 才能 保证 其 唯一 性 ( 见 83.4 中 定理 4), 对 于 一 般 的 赋 范 线性 空间 而 言 , 最 佳 允 过 
元 则 未 必 是 唯一 的 . 可 见 下 面 反例 : 

反例 设 马 = ( 实 )C[0,1],Eo 为 一 维 闭 线性 子 空间 {at: a € 及 }, 元 zl = 
7T1(t) 三 1 (t € [0,1]), 刘 满足 ||z1 一 yol| = ,加 fllz1 一 囊 的 元 yo € EB 存在 , 但 不 唯 


一 一 


验证 ”事实 上 , 对 任意 y= at e Eo, 由 于 


> 1， 当 a < 0 时 ; 
zz — yl| = eas ll-— od 二 >1， 当 a>2 时 ; 
二 1， 当 0 < a <2 时. 


因此 , 如 果 yo € {at: 0 < a < 2} C Bo , 则 均 有 
es Re Es 口 
||z1 — yol| sa ||z1 — yl| 


下 面 讨 论 对 于 一 般 赋 范 线 性 子 空间 Eo 内 关于 元 zi 之 最 佳 逼 近 元 的 存在 问题 . 
为 此 我 们 先 给 出 一 个 一 般 性 的 定义 . 

定义 1 设 忆 为 一 距离 空间 . 集 G CB, 元 Xi1 EB. 称 元 Yo EG 为 G 内 对 工 
的 最 佳 逼 近 元 , 是 指 其 满足 关系 式 

dz yo) = d(z1,Y) 
( 即 yo 是 G 中 与 元 xz1 的 距离 最 近 者 ). 上 述 yo 的 全 体 记 为 AG(7z1), 即 有 
Ac(71) = {yo: d(x1,y0) = inf d(x1,y), yo € G}. 
yEG 


注 从 上 面 的 定义 不 难看 出 , 当 元 Zi1 E G 时 有 .4c(zi) = {Xi1}( 单 点 集 ). 当 元 
Z1 EG\G( 在 不 属于 G 之 G 的 边界 点 ) 时 , 则 有 .4c(zi) = 儿 ( 空 集 ). 因而 为 了 下 面 
的 讨论 有 意义 , 我 们 总 是 约定 Zi E 瑟 \G( 即 避 开 上 述 两 种 平凡 的 情形 ). 

定理 2 设 马 是 赋 范 线性 空间 , Bo 为 其 线性 子 空间 , 元 Z1 6E BB\ Bo, 则 对 于 
Eo 内 的 任 一 元 yo, 为 使 yo e AG(7T1), 必须 且 只 需 : 存在 一 个 泛 函 用 E B*, 使 得 


fill=1, fi(y) =0, (Vy € Eo); fi(z1 — vo) = ||z1 ~ yoll. 


证 明 (1)“=>”: 由 假设 元 yo € Ap(7z1) C Bo 及 元 TY1 4 EE\ Eo 
(参看 图 3.8), 故 知 


.lz 一 加 = dz Bo) = inf d(x1,y) > 0. 
yEEo 
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和 一 Jo Xl 


1f0) = Ib, -yA 


图 3.8 


于 是 由 $3.2 的 定理 2 知 存在 f/ e E*, 使 得 


pe 1 二 当 r=m 时 ; 
这 样 , 我 们 取 泛 函 户 = ||z1 一 yol|f', 其 即 为 所 求 的 泛 函 . 


(2) “<”: 如 果 泛 函 户 < B* 满足 定理 条 件 , 那么 对 于 这 样 的 任意 元 ge Eo， 
由 户 的 性 质 有 | 


za — yol|= fi(z1 ~ yo) 
=f1(71) — fi(yo) = fi(71) 
=|fi(z1 — | < fl lz — Yl 
=||z1 — yl|l, vy € bo, 


由 此 立即 得 出 


一 = inf — yll. 
ei 一 yoll = 避 llz 一 


也 即 yo € Ap, (71). 口 
注 1 定理 2 的 几何 意义 是 : 为 了 元 yo Ee 4po(zli), 必须 且 只 需 存 在 一 个 包含 
着 Eo, 且 对 于 球 B(zl,|lzi 一 Yol|) 的 承 托 超 平 面 (参见 图 3.9). 
注 2 事实 上 ,由 定理 2 中 的 泛 函 户 E B* 所 形成 的 闭 超 平面 : Hj = {z: 及 (z) = 
0z e BE} 即 为 所 需 . 因为 : (i) 由 及 () = 0(Yy e B20), 可知 Bo c HA. ( 对 任意 
z € B(z1,||z1 一 yol|), 由 于 ||z 一 zi|| < jz1 一 yoll, 注意 上 面 泛 函 有 的 三 条 性 质 , 我 


. 186 . 第 三 章 ”Hahn-Banach 型 定理 


们 有 
fi(7)= f(z1) + fi(t — £1) = fi(z1 — Yo) t+ fi(x — 21) 


>||z1 — yol| — ||fil|: llz — zl 


=||z — zoll ~ lz — zil|>0, 


即 球 B(z1,|z1 一 四 在 超 平面 互 P 的 一 侧 .，( 道 ) 由 元 yo € B(xzi,||zx1 一 加 且 
yo € Bo, 因此 必 有 ye Hi. 综合 上 述 可 知 Hy, 必 为 球 B(x1,||z1 一 Yoll) 的 闭 承 托 


0 


图 3.9 


由 定理 2 不 难 导出 下 面 的 推理 : 
推理 ” 巨 和 Eo 为 定理 2 所 设 , zl € 忆 \ 印 , 则 对 于 Eo 内 的 集 Mo, 为 使 
Mo e Ago(ZT1), 必须 且 只 需 ; 存在 一 泛 函 户 E B*, 使 得 


f=1, f(y) = 0 (Vy € Eo); 


0 


fi(z1 ~ yo) = ||z1 ~ yoll, Vyo € Mo. 


证 明 事实 上 , 只 要 注意 到 Ap (zi) 的 定义 , 则 可 导出 对 任意 y6, yb € Apo(71)， 
均 有 ||zi 一 %|| = |lz1 到 由. 因而 类 似 定理 2 的 证 明 方 法 不 难 导 出 本 推理 的 结论 . 品 

注 3 由 推理 可 知 , 即使 线性 子 空间 Bo 对 于 元 Zl 的 最 佳 芝 近 元 的 集合 Ap, (XT1) 
不 止 包含 一 个 元 素 , 但 满足 定理 2 条 件 的 相应 连续 线性 泛 函 却 只 能 是 同一 个 . 

下 面 我 们 举 两 个 求 Ag。 (7z1) 的 例子 : 

例 1 从 前 面 引 理 后 的 反例 中 显然 可 以 看 出 , 那里 的 Ag, (z1)={at: 0<a<2}. 
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例 2 设 互 为 一 典范 线性 空间 , Eo 是 五 内 的 闭 线性 子 空间 . 由 81.12 可 知 , 商 
空间 马 / Eo 亦 为 一 典范 线性 空间 , 并 且 对 于 任意 Z1 E 五, 其 在 Eo 内 的 最 佳 和 逼 近 元 
的 集合 ApE (ZT1) 为 


Apgo (71)= {yo: ||z1 — yol|= inf ||z1 ~ yoll, yo € Eo} 
yEEo 
= {yo: ||z1 — yol| = || [zi] ||, vo € Eo}. 


特别 地 , 由 于 有 限 维 空间 中 的 有 界 闭 集 的 列 紧 性 , 我 们 还 知 , 当 Eo 为 有 限 维 子 
空间 时 , 对 于 空间 吾 中 的 任意 元 Z1 均 有 Ago(71) 取 2. 

注 4 关于 在 “ 实 ” 赋 范 空间 中 , 凸 集 对 于 元 的 最 佳 和 逼 近 元 的 存在 问题 ,以 及 
在 “ 复 ” 空间 时 的 情形 就 不 详细 讨论 了 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 文献 [1, 19, 20]. 

注 5 在 本 段 中 , 我 们 只 考虑 了 最 佳 逼 近 元 存在 性 问题 . 当然 , 我 们 也 可 以 考虑 
它们 的 唯一 性 等 深入 的 问题 ,这 里 也 不 详细 介绍 . 有 兴趣 的 读者 可 参见 文献 [21~23]. 
3.7.2 ”和 矩 量 问 题 

下 面 讨论 关 于 未 知 数 是 “ 泛 函 ”或 “元 ”的 无 穷 维 线性 方程 的 “ 解 ” 之 存在 问 
题 ( 亦 称 为 “ 矩 量 问题 ” ). 我 们 将 利用 Hahn-Banach 定理 及 其 推论 来 解决 几 个 较 复 
杂 的 问题 . 

定理 3 (Riesz-Helly-Hahn 定理 ) 设 忆 为 一 赋 范 线性 空间 , {fz.: 上 e 刀 C 
忆 , {和 :4 ET}CC,Y 为 某 一 正 数 , 那么 , 为 了 存在 一 泛 函 用 E BB*, 使 其 满足 条 件 

人 fi(z)=AVi ED, (lfills’; 
必须 且 只 需 : 对 于 任意 nn 个 “下 标 ” 集 {41,42,… ,in} CT 及 nn 个 复数 {61,62,… ,én}， 


均 成 立 关系 式 , , 
| D Eh < "| Si . 
大 一 1 k=1 

证 明 (1) “一 ”: 这 是 明显 的 , 此 可 由 假设 条 件 (i) 和 (ii) 直接 导出 
| DE = ] >》 égf1(Ti,) 

k=1 k=1 
< 半 Sa 

k=1 

<7Y " | 人 。 

k=1 


(2)“<<”: 设 {2?: 4E 10} 为 {7z,: i ET} 内 的 极 大 线性 无 关 组 , 并 设 其 张 成 的 
线性 子 空间 为 Bo, 则 显然 可 知 : {x,: ET 了} C Eo. 并 且 , 对 任意 y e Eo, 由 yy 必 为 集 


-| (Se,) 
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{x?: 4€ 10o} 中 某 有 限 个 元 的 线性 组 合 , 而 该 集 的 任意 有 限 个 元 均 是 线性 无 关 的 , 因 
而 y 的 表示 法 是 唯一 的 . 如 果 在 Eo 上 定义 泛 桥 


fo(y) = fo( > rz? = 2 多 MX，VYy= > 人 TO € Eo, 
k=1 k=1 k=1 


那么 , fo 显然 是 线性 泛 函 ; 并 且 注 意 到 定理 的 假设 条 件 还 知 , fo 是 Eo 上 的 连续 线 
性 泛 函 . 这 样 , 直接 利用 83.1 连续 线性 泛 函 的 保 范 延 拓 定 理 , 就 可 导出 满足 定理 所 
需 的 条 件 (i) 和 (i) 的 连续 线性 泛 函 万. 口 

注 作为 定理 3 的 应 用 , 我 们 可 以 在 (理论 上 ) 解决 下 面 关 于 Fourier 展开 系 
数 的 问题 : 对 任 襄 给 定 的 两 数列 {an} 和 {Bn}, 在 什么 条 件 下 , 能 够 保证 存在 一 个 
[0,27] 上 的 “有 界 可 测 ” 函数 z(t), 使 得 其 相应 Fourier 系数 为 

2 z(t) cosntdt = an,; :ff z(t)sinntdt = bn (n= 1,2,.……)? 

此 结论 请 读者 完成 . 

作为 上 面 定理 在 “ 实 ” 空 间 的 某 种 推广 , 我 们 给 出 下 面 的 命题 . 它 是 由 Mazur 
和 Orlicz 得 到 的 , 我 们 下 面 用 的 是 Ptak 的 简单 证 明 方法 (参看 文献 [24]). 

定理 4*(Mazur-Orlicz 定理 ) 设 马 为 一 “ 实 ” 线 性 空间 , p(X) 为 轧 上 一 个 
次 加 正 齐 性 泛 函 , {Ti: 4 ET 了 为 马 内 某 一 元 素 集 , {Jj: iE 了} 为 一 相应 的 实数 集 . 
那么 , 为 了 存在 一 个 马上 的 线性 泛 函 f, 使 其 满足 条 件 : 

(2) f(z ) pp., vieET; (ii) f(z) < p(7), Vr EE, 
必须 且 只 需 : 对 于 任意 nn 个 “下 标 ” 集 {41,42… ,in} CI 及 nn 个 “ 非 负 ”实数 集 
{1, 62，,"… ,én}, 均 成 立 关 系 式 


> pHi < »( > Epzu ). 
k=1 k=1 


证 明 定理 的 必要 性 是 显然 的 . 下 面 证 明定 理 的 充分 性 . 
首先 , 作 一 辅助 函数 (Pté&k 证 明 的 技巧 就 在 于 此 ) 


p* (zx) = inf { [pz(z 十 y ez) 一 ye {02 in} CTI,ér >0; 
k=1 k=1 


1<k<nneN}, VZE 五 . 


下 面 证 明 p*(z) 具有 以 下 三 个 性 质 : 
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1) z*(z) 在 上 不 取 -oo. 事实 上 , 由 定理 后 面 的 假设 条 件 及 p(z) 的 次 加 性 可 
以 得 到 : 对 任意 {41,42)… ,in} CT,&k 之 0,1<k<n(neN), 均 有 


> Eglin < p( > czu ) 
k=1 k=1 
<p(z 十 》 人 zu 一 z) 


k=1 


也 
<p(z+ > 6 十 D( 一 Z)，VYZ E 五; 
k=1 


由 此 即 得 到 ， 
一 (一 Z) < p(s 十 ezuj 二 pn vrEE. 
k=1 k=1 
注意 到 p*(z) 的 定义 , 从 上 则 可 导出 
p*(7) 2 —p(—7) > —%0, Vr EE. 


2) p*(z) 是 次 加 泛 函 . 只 要 注意 到 p*(z) 的 定义 以 及 p(z) 的 次 加 性 假设 便 可 导 
出 . 因 对 任意 {41, 62,* un} © ,nk 之 0; {61, 2 ,Lin} C I, 之 0;1 <k< n(n GE 
N), 均 有 


也 也 也 
2r(zZ 十 2 ) <p(z+z'+), EkTu t+ > 和 zi) 一 》 6 一》 Ep 
k=1 


k=1 k=1 k=1 
n n n n 
< [p(s+5, Sruw)-》 Epp |+|p (z+5, 条 zx 和 | ,YIZ,T EE. 
k=1 k=1 k=1 k=1 


由 此 可 导出 
p(T+2) Sp(r)+p* (2), Vr,7r €E. 
3) p*(z) 是 正 齐 性 泛 函 , 这 是 明显 的 . 
其 次 , 当 mr(z) = 0(Yz e EB) 时 , 原 所 设 的 实数 集 {j: cE 了 必 均 为 “ 非 正 数 ”. 
事实 上 , 如 果 反 设 Wo > 0, 则 由 定理 的 假设 可 知 
p(x 十 > ezu) 二 én 之 (pu 十 > eu 二 >》 6khu 
k=1 k=1 k=1 


k=1 
一 1 > 0，V{a2 yin} CT, ér >0(1 <k < n(ne N)). 
因而 由 p*(zx) 的 定义 则 可 导出 : p*(zw) > Ho > 0, 与 p*(7) 为 零 泛 函 矛盾 . 于 是 , 由 
泛 函 p*(z) 的 定义 可 以 得 出 ( 当 在 该 定义 中 取 系 数 & = 0(1 < kk < n(n € NN)) 


p(7) >p°(7)=0, vreb. 
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故此 时 只 要 取 f = 0 ( 零 泛 函 ) 就 可 满足 定理 的 条 件 (i) 和 (ii), 从 而 充分 性 在 p*(x) = 
0(Vz E 五 ) 的 条 件 下 得 证 . 

最 后 , 如 果 上 面条 件 不 成 立 , 则 知 存在 zo € EB, 使 得 p*(zo) 关 0. 这 时 我 们 在 EE 
的 子 空间 Eo = {Qaxo: a € 民 } 上 定义 一 个 线性 泛 函 


fo(z) = fo(axo) = ap (xz0), V7 = azo € Eo, 


显而易见 , fo(z) < p*(z)(Yz e Bo). 故 由 Hahn-Banach 定理 , 可 得 到 fo 在 加 上 的 保 
控 延 拓 线性 泛 函 f(z), 即 有 


f(z) < p*(z) < p(x), Vr EE. 


由 此 则 可 得 到 
f(—z.) < 2 (—Z,) < p(—Zz, 十 Zo) 一 人 凡 三 一 /wb 


也 即 导出 
jz pH., viel. 


从 而 在 所 有 情形 下 , 充分 性 得 证 . 口 

另外 的 问题 是 讨论 未 知 数 是 空间 “元素 ”的 无 穷 维 线性 方程 组 的 对 偶 问题 . 一 
般 来 说 当空 间 不 是 自 反 空间 时 , 解 是 不 存在 的 . 这 方面 最 好 的 结果 由 Helly 给 出 , 故 
称 为 Helly 定理 . 由 于 讨论 空间 的 自 反 性 特征 时 需 用 到 它 , 故我 们 已 在 前 面 介绍 过 
了 ( 见 83.6 定理 2 前 的 引 理 ). 


3.7.3 ”Banach 极限 


在 本 节 的 最 后 , 我 们 先 举 一 个 Hahn-Banach 定理 应 用 的 简单 例子 , 即 关 于 “ 广 
义 极限 ”的 概念 . 为 此 先 给 出 “定向 集 ” 与 “ 泛 极 限 ” 的 定义 . 

定义 ”一 个 有 序 集 4 称 为 定向 的 , 是 指 对 任意 a,B € A, 存在 了 € 4, 使 得 
Qa < 及 <Y 均 成 立 . 设 {Ta} 是 定义 在 定向 集 4 上 的 实数 集 (简称 实数 广义 定 
向 列 ) , 我 们 称 zo 为 (za)(a e 4) 的 “ 泛 极 限 ”( 或 Moore-Smith 极限 ), 是 指 对 任 
意 E>0, 存 在 aoe4, 使 得 当 ao <a 时 ,有 |za -zaol <e. 记 为 limaea Xa = zo. 

注 豆 然 , 上 面 的 广义 定向 列 是 自然 数 集 入 的 推广 , 实数 广义 定向 列 (Za)(a < 
4) 是 通常 实数 列 {zn} 的 推广 . 

例 3 在 求 [a,0] 上 可 积 孙 数 f(t) 的 Riemann 积分 时 , [ao 中 区 间 上 的 所 有 “分 
法 ”的 全 体 , 组 成 一 个 “广义 定向 列 ”; 而 对 应 于 分 法 的 “积分 和 ”, 则 为 实数 广义 定 
向 列 ; 其 “ 泛 极 限 ” 即 为 此 可 积 函 数 的 (R) 积分 帮 f(t)dt. 

下 面 给 出 关于 “广义 极限 ”存在 性 的 一 个 定理 : 
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定理 5 (Banach 定理 ) 假设 {(za)} 是 “有 界 " 实数 广义 定向 列 的 全 体 所 组 成 
的 集合 , 则 当 它 们 之 间 的 加 法 与 数 乘 运算 定义 为 
Z 二 yy=(zae 十 6)，Az = (Mra) 


(其 中 , z = (za), = (ya), 入 E 民 ) 时 , 它们 构成 一 个 实 线性 空间 百 而 且 必 存在 一 个 
定义 在 马上 的 线性 泛 函 


f(z) 人 ae LIM za， Vz = (ra) EE, 


使 其 满足 
lim za < f(z) < lim za, Vz = (xa) EB 
aEA a€EA 


(其 中 : 下 极限 、 上 极限 分 别 定义 为 


lim zw 一 Sup inf 7 lim zo, 一 infsupzo5)， 


显然 , 如 果 泛 极限 lim za 存在 , 则 必 有 LIM zo 二 lim zo. 
证 明 首先 , 上 述 空间 是 一 实 线性 空间 是 明显 的 . 其 次 , 在 上 定义 泛 函 


p(Z) = lim za(=limsupzxa), Vz= (xa)€E. 
acE4 2 a<p 


容易 验证 , p(z) 是 上 的 “ 正 齐 性 次 加 ” 泛 函 ,并 且 如 果 对 于 B 的 线性 子 空 间 
Eo: Eo = {Azo: 入 e N,zo = (0)}( 其 中 : 6o 为 某 一 给 “定常 数 ”, 即 zo = (7z2),22 = 
&0, (Ya € 4)), 在 其 上 定义 一 个 线性 泛 函 io: 


fo(7) = Jim zo, V7 = (Ta) € Eo. 


显然 可 以 看 出 : ja(z) < p(xz)(Yz € Bo0). 从 而 由 Hahn-Banach 定理 可 知 , 必 存 在 五 
上 的 一 线性 泛 函 f(z) 全 LIMaeazxa, 使 其 满足 


jz) < p(7) YZ= (za)€E. 
注意 到 上 、 下 极限 的 关系 , 由 上 式 便 可 得 到 


—p(—7z) = — lim (~—za) = lim xa, VX = (za)€ BE. 
caE4 aeE4 


根据 f(z) 的 线性 及 上 两 式 , 可 导出 


f(z) > —p(—7) = lim zo, VT = (za) ELE. .， 口 
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注 ”由 定理 5 显然 可 知 “LIM Za” 具 有 通常 “极限 ”的 一 般 运 算法 则 (和 、 差 、 
数 乘 ), 且 当 泛 极 限 lim za 不 存在 时 , 它 却 仍 是 存在 的 . 基于 这 点 , 我 们 把 它 称 为 广 


义 极 限 或 称 为 Banach 极限 . 这 种 极限 在 证 明 Haar 测度 的 存在 时 是 有 用 的 (参阅 
文献 [25] 中 Banach 写 的 一 个 附录 ). 


83.7 附录 ” 凸 分 析 初 步 


在 81.1 中 , 为 了 讲述 赋 范 线性 空间 中 元 的 范 数 的 特性 , 我 们 曾经 引出 过 线性 空 
间 中 的 “线段 ”和 “ 凸 集 ” 的 概念 ， 那 里 曾经 指出 对 任意 z,y € BE, 和 集 {Xr 十 (1 一 
和 )y: 0 < 入 < 1} 称 为 由 zx 和 组 成 的 “线段 ”, 记 为 [z, 如 . 类 似 地 , 当 上 面 的 线段 不 
含 zx 元 、 不 含 y 元 或 不 含 z 与 y 元 时 , 则 分 别称 为 半 开 线段 (z,y| 和 [z,y), 或 “ 开 
线段 ”(zx,y). 这 时 对 于 空间 EB 中 的 一 个 集合 V, 如 果 对 于 任意 两 元 x,y EV 均 有 
[x,y CV 则 称 V 为 “ 凸 集 ”. 

下 面 介 绍 凸 集 的 一 些 简 单 性 质 : 

定理 1 设 互 为 线性 空间 , 则 对 于 万 内 的 凸 集 有 下 面 性 质 成 立 : 

(iD 如 果 全 和 全 为 凸 集 , 则 对 于 任意 a BEC 有 


a+p6 ={arz+pbpy re Vi,ye VW} 


亦 为 凸 集 ; 

( 如果 (i E 了 ) 为 凸 集 , 则 当 门 jcy Wi 关 儿 时, 其 也 为 凸 集 . 

( 道 ) 对 于 任意 子 集 M C 思 , 必 存 在 一 个 包含 它 的 “最 小 凸 集 ”( 凸 包 络 )， 记 为 
cov.M, 并 有 


cov.M = { > Man: M0,r.EM (k= 1,2,.…n); >_ XL =1,ne N} 
k=1 k=1 
及 cov.M = 站 er Vi (Vi 为 包含 M 的 所 有 廿 集 ,i E 卫 ). 
(iv) 为 使 V 为 廿 集 , 必须 且 只 需 有 
(a+BV=aV+BV (va>0,82>0). 


此 外 , 在 实 线性 空间 中 , 为 使 V 含有 原点 0、 且 关于 原点 9 “对 称 ”( 即 : 对 任意 
ZETY 僵 -ZEy) 必 须 且 只 需 -人 = 六 
在 复线 性 空间 中 , 我 们 称 凸 集 Y 是 (关于 9)“ 对 称 的 ”, 是 指 满足 


ZETyY 僵 MXTEVW VvIA=1. 
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定理 2 设 马 为 赋 范 线性 空间 , 则 对 于 廿 集 V 的 任意 一 点 工 及 其 任意 一 内 点 
y°, 半 开 线段 (7,y?] 的 点 均 为 V 的 内 点 ( 即 有 : (7z,y] CV?). 
证 明 对 任意 z* € (zx,y*), 由 定义 可 知 , 存在 1 > Mo > 0, 使 得 


z° = Moz + (1 — No)y'. 


由 假设 je V*, 故 知 存在 5 > 0, 使 得 中 以 多 为 中 心 、 以 6 为 半径 的 开 球 
O(y*,6) CV (参看 图 3.10). 


一 区 


= 区 二 


图 3.10 
令 50 = (1 一 和 ho)6, 则 对 任意 ze EE, 只 要 ||z' -ze|| < 6o, 当 取 元 
yy 二 Zz 十 1 2 (2z 一 IT) (3.7.3) 
时 , 由 
ly 一 yll=| 2 2 人 二 一 外 
-- (1 — Xo)z + No(z’—£) — (1— Xo)yell 
lll — M0)z + ho2] — Dor + (1— Xo)ge] 
= -| 
I 未 


知 Y € SsS(y*,6) CV. 而 由 前 面 式 (3.7.3) 中 wy 的 取 法 , 则 可 将 > 解 出 来 , 即 z = 
Aoz 十 (1 一 Ao)y. 并 从 定理 假设 zeEV 及 y EV 的 结果 , 注意 到 VV 是 凸 集 , 便 导 出 
z'EV. 最 后 , 注意 到 z' 的 任意 性 , 我 们 立即 得 到 开 球 O(z?, 60)CV, 也 即 z* EV?. 口 

注 1 上 面 定理 的 证 明 方法 是 根据 几何 直观 的 启发 而 得 的 . 由 于 这 种 “思路 ” 
在 第 四 章 中 讲述 “共鸣 定理 ”时 也 用 到 , 所 以 提醒 读者 特别 注意 . 

由 上 面 定理 2, 我 们 不 难 直接 导出 下 面 的 两 个 推理 : 

推理 1 如 果 习 为 赋 范 线性 室 间 中 的 一 个 有 内 点 的 凸 集 , 那么 Y 的 “ 开 核 ”(V 
的 内 点 的 全 体 )V。 也 必 为 凸 集 , 并 且 Ye。 的 “ 闭 包 ”有 关系 式 : V5 二 VV. 
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推理 2 ”如果 G 为 赋 范 线性 空间 中 的 一 个 开 集 , 那么 G 的 “ 凸 包 ”cov.G 亦 为 
开 集 . 

注 2 推理 1 的 后 一 个 命题 是 非常 有 用 的 , 它 指出 对 于 有 内 点 的 凸 集 了 而 言 ， 
其 内 点 的 闭 包 即 为 V 的 闭 包 ,从 而 可 知 V 的 “边界 点 ” 均 为 其 内 点 的 极限 点 . 

定理 3 设 训 和 衣 为 赋 范 线性 空间 具有 内 点 的 两 个 廿 集 , 则 当 玉 站 VP=2 
时 , 也 必须 有 全 门人 = @ (此 即 说 明 , 两 个 西 集 如 果 一 个 不 含有 另 一 个 的 内 点 ， 则 
它们 仅 可 能 在 “边界 点 ”相交 ). 

证 明 事实 上 , 如 果 坊 门 斌 冯 8, 那么 当 设 x3 Ei 门 好 时 ,由 于 7x3 为 所 的 
内 点 , 故 知 必 有 开 球 O(z3,6o) C WV (参见 图 3.11). 此 外 , 又 由 xz3 EVW 且 VP?##%， 
当 取 一 元 x? e V? 时 , 由 假设 妨 门 YP = %, 知 7? 4 O(x3,60), 并 且 由 定理 2 可 知 ， 
半 开 线段 (z3, x3] C VP?. 特别 地 , 注意 ||z3 一 xz? > 60, 当 取 元 

8 0 和 00 
#1 + a 


5 


图 3.11 


时 , 可 知 办 € (x3, 29] C 2. 另 一 方面 , 由 


Le] Oo 6 Le] © 6 
I =| 省 = 字 
又 可 导出 YE O(7z2,60) CW, 从 而 VE 记 门 VP?, 与 定理 原 假 设 矛盾 . 口 


定理 4 如 果 计 和 为 赋 范 线性 空间 的 两 个 廿 集 , 并 且 VP 关 2,Vi 门 VY = 2， 
那么 ( 凸 ) 集 V = 一 扣 必 有 V 了 @ 及 904V'. 

证 明 首先 由 定理 1 可 知 , Y 显然 是 一 个 凸 集 . 

又 由 开 集 的 性 质 可 知 , 当 元 zz e V3 时 , 对 任意 zi € Vi, 元 23 一 X11 也 必 为 ( 凸 ) 
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集 太一 zi 的 内 点 ( 即 邻 域 的 “平移 ”, 参见 图 3.12). 于 是 由 V2 了 2 的 假设 , 显然 


可 知 V* 关 2 
分- 去 


一 Xi 


图 3.12 


下 面 证 明 零 元 9 4 V°. 事实 上 , 如 果 9 e Yo", 则 知 存在 6o > 0, 使 得 “ 原 心 
球 ”B(9,60) C 信 此 外 ,由 ge 大 = 了 从 -人 珊 可 知 : 必 存 在 一 元 丈 使 得 亏 e Vi,z€ Vo. 
这 样 , 注意 到 假设 你 坟 2, 由 定理 2 的 推理 1 则 可 导出 : 对 WW 的 元 壹 必 存在 
8 e 7, 使 得 ||y3 一 二 | < 60, 从 而 导出 亏 -%eEB(05)cT 根 据 Y 的 假设 , 由 以 
上 的 讨论 知 , 存在 元 加 E Vi,yp 6 仙 , 使 得 元 -好 = 见 一 加 , 即 有 琵 呈 = 归公 .最 
后 由 页 和 人 的 凸 性 的 假设 及 上 面 的 定理 2, 还 可 以 导出 


元 Oo 


将 上 面 的 两 式 综合 起 来 则 可 得 到 Vi 门 这 关 2, 这 显然 与 定理 假设 矛盾 . 口 

注 ”在 上 面 定 理 的 证 明 中 . 我 们 不 难得 到 下 面 的 结论 : 对 于 两 个 凸 集 全 和 从 
(至 少 有 一 个 含有 内 点 ) 而 言 , 为 使 丁 集 仍 一 训 以 0 点 为 内 点 , 必须 且 只 需 存 在 全 
和 V2 这样 的 公共 元 , 使 其 为 Vi 或 者 2 的 一 个 内 点. 

下 面 讨论 凸 泛 函 . 上 节 已 经 介绍 过 在 线性 空间 上 凸 泛 函 的 定义 , 类 似 地 , 可 以 在 
内 的 一 个 凸 集 V 上 定义 凸 泛 函 . 更 一 般 地 , 我 们 在 V 上 定义 一 个 较 广义 的 “次 
凸 泛 函 ”. 

定义 ”在 线性 空间 妃 内 凸 集 V 上 的 泛 函 c(z) 称 为 次 凸 (中 点 凸 ) 的 , 是 指 

也 十 
c( 2 

有 了 上 面 的 定义 , 可 以 指出 下 面 的 引 理 : 

引 理 1 设 c(z) 为 线性 空间 如 内 凸 集 V 上 的 次 凸 泛 函 , 则 对 于 任意 nn 个 正 有 
理 数 7T1,72,… ,Tn, 只 要 p_i7Tk = 二 1, 则 有 


) < Se(z) + cy)], Vo,y eV. 


nn 


Nn 
(Drezs) 去 >》 ，rkc(zhh， V2Z1,Z2……Zn EV. 
k=1 


k=1 
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证 明 ”下面 分 四 步 证 明 : 


(1) 从 次 凸 泛 函 的 定义 不 难看 出 
‘(2 二 + =c[3(2 NN Xa 二 2)] 


3) +t) 
<[c(z1) + c(22)+ c(Z3) + ce(z4)], Voi1, 2, 73,T4 EV. 


因而 由 归纳 法 不 难 推出 : 对 任意 n (自然 数 ), 均 有 
2" 2" 
(5 2 ) < 吉 Dc(zx), VTZ1, 7T2,..* Ton EV. 
k=1 k=1 
(2) 当 已 知 c( ZK-1 竺 ) < 充 了 kp-1C(Zk) 时 , 有 
n—l n—l 
(De )< 31 De) (n=2,3,.…) 
k=1 k=1 


事实 上 , 由 已 知 条 件 可 以 导出 , 对 任意 自然 数 n > 2, 当 令 zw = (21 zk/(n 一 1)) 
时 , 均 有 


-o> Tk + (DR1 Tk/(n — D9) 


和 
-(2)] 
be + clzn)】 “(由 假设 结论 对 名 项 时 成 立 ) 
移 项 则 得 a 
(~ a)en) < 4 es), 
从 而 导出 , 
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(3) 综合 (1) 和 (2) 可 看 出 , 对 任意 的 自然 数 n 均 有 
c(i < ~[e(z) + c(z2) + +c(zn)]. 
(4) 对 任意 n 个 正 有 理 数 ,72,…7n 当 jp_i7Tk = 1 时, rk 可 表示 为 mk = 
其 中 m,mi,m2z,… ,mn 为 非 负 整数 , 使 得 jk_1 mx = m. 这 样 由 (3) 立即 可 以 导出 


m2 Mn 


nN m1 
ee Pe 人 ~~ 
c( 》 mizkj=c(G 二 十 全 十 区 十 十 到 十 十 名 十 十 Zn] 


k=1 


< 二 mac 二 m2c(z2) 十 … 十 rnnc(Zm]] 
= rkC(Tk). 口 
k=1 


注 当 c(z) 在 V 上 连续 时 , 次 凸 泛 函 即 为 凸 泛 函 . 
事实 上 , 由 引 理 1 的 结论 可 知 , 当 c(z) 连续 时 则 可 导出 : 对 于 任意 nn 个 正 实数 
入 1, 和 2，， ”” 入 mn， 只 要 站 人 k 二 1, 则 有 


c( Da) < Sl VZl2Z2 Tn EV. 
k=1 k=1 


为 了 给 出 有 关 次 凸 泛 函 的 连续 性 的 定理 , 我 们 还 需 给 出 下 面 的 引 理 : 

引 理 2 设 c(z) 为 赋 范 线性 空间 马 内 (具有 内 点 的 ) 廿 集 VV 上 定义 的 次 廿 泛 
函 , 那么 , 只 要 c(Z) 在 V 内 的 一 个 闭 球 B(xo0,60) 上 (数值 ) 有 上 界 , 则 c(z) 在 V 的 
任意 内 点 之 某 一 闭 球 也 (数值 ) 有 上 界 . 

证 明 《假设 次 凸 泛 函 c(z) 在 V 内 的 某 一 闭 球 B(zo,6o) 上 (数值 ) 有 上 界 ， 
且 不 妨 设 其 一 上 界 为 pp， 则 对 任意 z1 e V°, 由 zi 是 V 的 内 点 , 故 可 找到 一 自 
然 数 no, 使 得 元 za = zl 十 2 E 从 (注意 2 一 0 7 一 co), 因此 可 得 
71 二 miTZ0 十 iTZo( 人 参看 图 3. 13). 
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于 是 当 取 正 数 ji = 元 41 时 , 对 于 闭 球 B(z1,51) 上 任 一 点 , 取 元 yo = zz 十 
(no 十 1)(yi 一 22), 由 于 


lw — zoll=||[z2 + (no + 1)(y1 — x2)] — zol| 
TX2— ZT0 

=(no + Dl | 

(not+ 1)|ly — zx2+ a 

= - za 

=eo+g| (i 
=(no+ ly ~ zill 
< (no+t 1)61 = 0, 


因而 可 知 yo € B(xo, 60), 这 样 我 们 由 yo 的 取 法 解 出 yy 有 


Uh a 0 


利用 引 理 1 的 结论 , 并 注意 c(z) 在 B(xo,60) 上 数值 有 上 界 po 的 假设 , 则 可 得 到 


1 n 
c(Y1) = ei 十 ti 


i 一 一 一 C(yo) 十 


no 二 1 (2) 


pes 


十 一 一 一 Cc(ZX2) 
ny re 


<|pol + lc(z2)l. 


最 后 ,注意 到 在 B(xz1,51) 上 的 任意 取 法 , 也 即 导出 泛 函 c(z) 在 zl 的 闭 球 
B(z1,61) 是 数值 有 上 界 的 . 口 

有 了 上 面 的 两 个 引 理 , 我 们 可 导出 如 下 关于 次 凸 泛 函 的 一 个 命题 : 

定理 5 设 c(z) 是 定义 在 赋 范 线性 空间 马 内 (具有 内 点 的 ) 凸 集 了 上 的 次 凸 
泛 函 , 那么 , 只 要 c(z) 在 了 内 的 某 一 闭 球 B(x0,60) 是 数值 上 有 上 界 的 , 则 c(z) 必 在 
V 的 开 核 V* 上 连续 . 

证 明 对 任意 zk: eY", 首先 由 引 理 2 可 知 , 必 存 在 V 中 的 一 球 B(x1,51), 使 得 
泛 函 c(z) 在 其 上 是 数值 有 上 界 的 . 不 妨 设 其 一 上 界 为 B1. 其 次 , 对 任意 zx € EE,||z|| < 
号 , 取 两 个 自然 数 m,n(n > m), 使 得 z1 土 nz e B(z1,51) (参见 图 3.14). 于 是 由 引 
理 1 以 及 c(z) 的 次 凸 性 可 导出 

Dy 


m 刀 一 
Se c(zZl 十 TDZ) 十 


< 


n 
c(Z1 + mz) =c( 二 (zl 二 nz) 十 


Tc(z1), 
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图 3.14 
I c(7z1 + mz) — c(z1) 2 c(zZl 十 mZ) 一 Cz) (3.7.4) 
m 
同样 地 , 由 c(z) 的 次 凸 性 又 可 导出 关系 式 
区 二 =-c[ 坚 二 mz) + (x1 一 本 
< ee 十 7nZ) 十 c(zl — mz)]), 
即 
c(Zl) 一 cl(zZl — Mz) < c(zl 十 7nZ) 一 c(zZl)， (3.7.5) 
注意 到 在 式 (3.7.4) 中 , 当 换 z 为 -zx 时 仍 是 成 立 的 , 即 有 
c(Zl — mz) 一 c(Z1) < 一 [clza — nx) — c(z1)], 
也 即 
c(Z1) 一 Ca — nz) 站 c(Z1) 一 cm 一 mz) (3.7.6) 
结合 式 (3.7.4)~(3.7.6), 我 们 可 导出 
c(Z1) 一 c(Z1 一 TD) » c(T1 + mz) 一 c(Z1) 区 c(zZl 十 PDT) 一 c(Z1) 
n m n : 
特别 地 , 令 m = 1, 并 注意 到 c(z) 在 B(z1,51) 数值 有 上 界 Bi, 由 上 式 便 可 得 到 


ey -a Bi1 bi 一 EE 


委 cl(zZl 十 Z) 一 c(Z1) < 


根据 ”的 取 法 , 当 z 一 0 时 有 mm 一 co， ed 当 z 一 0 时 ,有 
c(zli 二 Z) 一 c(z1) 一 0. 也 即 c(z) 在 zi 点 是 连续 的 . 口 
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注 1 由 定理 5 可 知 , 如 果 次 凸 泛 函 c(z) 在 马 的 某 一 内 点 不 连续 , 那么 c(Z) 
必 在 如 的 任意 闭 球 B(z,65) 上 均 数值 无 上 和 界 . 

由 定理 5 不 难 直接 导出 下 面 的 推理 : 

推理 ”设立 为 虐 范 线性 空间 中 具有 内 点 的 有 界 闭 凸 集 ，c(z) 为 V 上 定义 的 
“ 凸 泛 函 ”， 那 么 , 只 要 c(Z) 在 Y 的 “边界 > VN\Ye。 上 数值 有 上 界 , 则 c(z) 必 在 下 
的 开 核 TV" 上 连续 . 

证 明 事实 上 , 我 们 不 难 证 明 凸 集 Y 的 闭 包 Y 也 是 凸 集 . 此 外 , 由 Y 的 有 界 
性 可 知 对 任意 z EV 均 存 在 Y 的 “边界 点 ”yl 和 yo, 使 得 z= 和 yi 十 (1 一 入 )y2, 其 
中 0< 入 <1. 这样 , 由 c(z) 在 V 上 的 是 性 可 知 


c(7) = cy + (1 ~ Ny2) < Mc(y1) + (1 — Nc(y2). 


注意 到 c(z) 在 V 的 边界 是 数值 有 上 界 的 , 当 设 其 一 上 界 为 bo 时 , 由 上 式 可 导出 
c(z) < ABo 十 (1 一 入 Bo = Bo, 即 c(z) 在 V 上 也 是 数值 有 上 界 Bo 的 , 因而 直接 可 从 
定理 5 得 出 本 推理 的 结论 . 口 

注 2 由 上 面 的 推理 , 特别 可 以 得 到 : 如 果 c(zZ) 为 实 轴 内 凸 集 V 上 定义 的 一 
个 凸 函数 ( 按 c( 和 IT 十 (1 一 入 )y) 世 Ac(z) 十 (1 一 入)c(y) 定义 ), 则 其 在 V 的 任意 内 点 均 

事实 上 , 因为 对 于 实 轴 上 的 任意 一 个 内 点 而 言 , 它 的 “ 球 域 ” 是 “区 间 ” 而 “ 边 
界 ” 为 两 个 端点 , 因而 其 “边界 值 ” 永远 是 有 上 界 的 . 

下 面 将 介绍 一 个 由 凸 集 构成 的 次 加 、 正 齐 性 泛 函 (通常 称 为 Minkowski 泛 函 ) 
的 性 质 . 

定理 6 设 V 为 实 赋 范 线 性 空间 马 内 的 一 个 (有 内 点 的 ) 廿 集 , 且 有 9 EV?， 
则 当 在 巨 上 定义 泛 函 p(z) 为 


. 7 
2D(Z) = inf {yp n>0, 是 = v} 
时 , p(X) 必 为 吾 上 的 次 加 、 正 齐 性 连续 泛 函 , 并 且 有 性 质 
V= {z: p(r) <1,r€EE}, V°={r: pz) <1,7 eB}. 


证 明 下面 逐条 验证 所 需 结论 : 
(1) p(z) 是 次 加 的 . 事实 上 , 对 任意 z,y e E，e > 0, 由 泛 函 p(z) 的 定义 可 知 ， 
存在 a, 6 > 0, 使 得 


及 
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但 由 Y 是 是 集 , 故 对 数 -95 e (0,1) 有 


ed 


于 是 当 注 意 到 泛 函 p(x) 的 定义 以 及 上 面 的 两 个 不 等 式 , 便 可 得 到 


p(T+Y)Sa+p 


< (pz) 3) 十 (py) 本 2 ) 


=p(z) +p(y) +e; Vr,yeE, ve> 0. 
因而 当 令 s 一 0 时 , 则 可 导出 
p(T+Y) < p72)+ py), Vr,y ER. 
(2) p(z) 是 正 齐 性 的 . 首先 当 入 = 0 时 , 易 见 p(9) = 0. 而 当 入 > 0 时 , 我 们 有 


D(AzZ) 一 inf {p: 4>0, 2 GE v} 


-we 的; 鸭 >0 霹 引 
=Xinf { 以 : 有 >0,5 ev} 
=Ap(7), Vz €E. 


(3) p(z) 是 连续 的 . 首先 , 由 0 e V° 可 以 导出 p(z) 是 ( 强 ) 有 界 泛 函 . 事实 上 ， 
由 be Y。 可 知 : 存在 一 闭 球 B(0,6) c V, 注意 到 当 元 z EV 时, 即 在 e 友 故 由 p(z) 
的 定义 可 知 必 有 p(z) < 1. 这 样 对 任意 z e 书 由 于 种 < B(9,6) 及 上 面 (2) 的 结 
果 , 便 可 得 到 Eip(z) = p(T 简 ) < 14, 也 即 导出 p(z) < 婴 ! (Yz e 如 从 而 p(x) 是 强 
有 界 的 . 其 次 , 注意 到 p(x) 的 次 加 性 , 由 其 强 有 界 性 便 可 导出 下 面 的 关系 : 


， V7,To € bb, 


p(x) — p(X0) < p(x 一 Zo) < lz 一 = 


， V7,To EE. 


P(X0) 一 P(Z) < p(T0 — 7) < 


也 即 lp(z) 一 p(zo)| < zx - zoll(Yz,zo e 五 ), 从 而 直接 导出 证 函 p(z) 在 五 上 是 连 
续 的 . 

(4) V = {x: p(x) < 1,z € E}. 首先 证 明 7 C {x: p(z) 入 lz € BEB}. 由 上 面 (3) 
的 证 明 已 知 , 对 任意 z eV 均 有 p(x) < 1. 对 任意 yeE Y\, 则 存在 {zn} CV 使 
得 zn 一 y(n 一 oo). 利用 上 面 (3) 的 结果 , 直接 就 可 得 出 


p(y) = lim p(zn) 和 1. 
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其 次 证 明 {zx: p(z) < 1,z € EB} CV. 事实 上 , 如 果 有 元 y 基站 那么 , 必 存 在 y 
的 球 域 B(y,6), 使 得 B(y, 65) 站 VY = @. 由 元 v =y 一 6 (注意 y#V 故 知 y# 9) 
满足 | 一 = 5 = 5 即 知 ve B(y, 5), 从 而 得 到 v # 六 ( 如 图 3.15 所 示 ), 也 


9 | 加 5 
y Ee 二 
y/o 3 4- 商 )=8 


如 果 pl(v) < 1 根据 p(o) 的 定义 , 存在 0 < p< 1, 使 得 去 < V. 再 由 V 的 凸 性 知 
ve |9, 虽 < ,矛盾 ! 故 po) > 1. 由 p() 的 正 齐 性 知 p(y) > 础 由 > 1 此 即 证 得 
{z: Pp(z) <lze 可 c 了 综合 上 述 结果 , 即 导出 (4) 的 结论 


图 3.15 


(5) V? = {zx: p(z) < 1,7x € BB}. 首先 证 明 V°* C {fz: p(z) <1,zeEEB}. 当 x*=0 
时 , 显然 从 上 面 (2) 可 知 : p(0) = 0 < 1 成立 . 若 x? 关 9 且 xz* Ee V°, 必 有 一 闭 球 
B(x?,60) C V. 这 样 ,对 于 元 w= z2 十 josf 而 言 , 由 于 lw? 一 z?|| = ll5oT 人 || = 50, 
故 知 we e B(z*,60) CV, 也 即 有 zo/ 册 呈 晤 = we V( 如 图 3.15 所 示 ). 故 注意 到 
p(x) 的 定义 则 可 导出 


zoll 
<——— <l. 
zz ) < 二 | 页 


其 次 证 明 {z: p(z) < 1,z € EB} CVY". 由 (9 中 证 明 可 知 , 如 果 存 在 元 Ye 已 
使 得 p(z") < 1, 则 必 有 re 六 由 (3) 的 结论 ( 即 p(z) 的 连续 性 ) 可 知 , 必 有 z 的 球 
B(z' 6), 使 得 p(z) < 1 (Yz e B(x',5')). 同样 由 (4) 中 证 明 可 知 , B(z ,9) CV, 也 即 
Z EVY". 综合 以 上 论述 , 即 导出 了 (5) 的 结论 . 9 
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从 上 面 定理 的 证 明 , 启发 我 们 引出 两 个 以 后 需要 用 到 的 结论 : 

推理 1 设 户 为 一 赋 范 线性 空间 , 则 对 于 媚 上 的 “次 加 ” 泛 函 而 言 , 由 其 “ 强 
有 界 性 ”可 以 导出 其 连续 性 . 对 于 媚 上 “ 正 齐 性 ” 泛 函 而 言 , 由 其 在 “原点 ”0 的 连 
续 性 可 以 导出 其 强 有 界 性 . 

证 明 (1) 设 p(z) 在 上 是 “ 强 有 界 ” 泛 函 (82.1 定义 2), 即 有 |p(z)| < 
Bllzl| (Yz e EE), 其 中 8 为 一 固定 正 数 , 则 用 上 面 定理 6 中 证 明 (3) 的 方法 , 我 们 不 
难 由 p(z) 的 次 加 性 及 以 上 条 件 导 出 其 连续 性 . 

(2) 设 正 齐 性 泛 函 p(x) 在 已 上 90 点 是 连续 的 , 则 对 正 数 1 而 言 , 必 存 在 三 内 的 
闭 球 B(9,0), 使 得 lp(z)| < 1 (Yz e 了 (9 5)) (注意 p(9) = 0). 由 上 面 定理 6 证 明 (3) 
的 方法 , 我 们 不 难 由 p(x) 的 正 齐 性 及 上 面 的 结果 导出 p(z) 在 上 的 强 有 界 性 . 口 

推理 2 设 p(z) 为 赋 范 线性 空间 媚 上 定义 的 “次 加 、 正 齐 性 ” 泛 函 ,， 则 为 使 
p(X) 在 上 是 强 有 界 的 , 必须 且 只 需 p(Zz) 在 书 中 某 一 点 To 是 连续 的 . 

证 明 ”定理 的 必要 性 显然 可 由 推理 1 直接 得 出 . 下 面 证 明 其 充分 性 . 事实 上 ， 
如 果 p(z) 在 zo 点 是 连续 的 , 注意 到 z(z) 必 在 五 中 的 某 一 闭 球 是 数值 有 上 界 的 . 此 
外 由 假设 可 知 p(z) 亦 是 凸 泛 函 , 因此 直接 利用 定理 5 便 可 得 到 p(x) 在 巨 上 是 连续 
的 . 最 后 , 再 由 上 面 的 推理 1 便 可 导出 本 命题 的 结论 . 口 

注 对 于 上 面 刀 上 的 次 加 泛 函 , 由 于 


p(X) — p(x0) < p(x 一 Z0)， 
D(Z0) 一 D(Z) < p(Xo Ba 7), V7, TO, € bE, 


因此 , 当 Himeup phe) 二 0 时 , p(z) 必 为 忆 上 的 连续 泛 澶 . 故 当 p(T) 还 具有 正 齐 性 


时 , 此 条 件 也 是 p(Z) 强 有 界 的 充 要 条 件 . 
关于 次 加 性 泛 函 的 结果 及 凸 性 泛 函 的 其 他 结果 可 见 文献 [26, 27]. 


习 题 三 


3.1 试 证 明 : 定义 在 线性 空间 瓦 的 一 个 线性 子 空间 Bo 上 的 线性 泛 函 ja(z) 必 可 线性 延 拓 
于 全 空间 EE. 

3.2 设 马 为 一 赋 范 线性 空间 , Eo 为 媚 的 任意 闭 线性 子 空 间 , To 为 由 Eo 到 “任意 ” 赋 范 线 
性 空间 El 内 的 任意 连续 线性 算 子 . 斌 证 明 : 为 使 To 均 可 “ 保 范 延 拓 ”于 马 , 必须 且 只 需 存 
在 由 轧 到 Bo 上 的 “投影 算 子 "PP ( 即 P? = P,P|| =1). 

3.3 ”利用 互 CE**, 试 证 明 ; 为 使 Banach 空间 妃 是 自 反 的 必须 且 只 需 EB* 是 自 反 的 . 

3.4 已 知 慷 C EB”*, 试 证 明 ， 如 果 Banach 空间 轧 不 是 自 反 的 ， 则 空间 E,， EE**,.…， 
2m)*，...， 同样 的 B*, 忆 ***，…. ,五 0， 均 为 在“ 典 则 映射” 下 不 等 价 的 空间 (这 
里 Em* 表示 百 取 兄 次 共 示 后 所 成 的 空间 ). 

3.5 设 马 为 典范 线性 空间 ，Zo 为 其 一 线性 子 空间 , 并 设 元 To € Bo, 试 证 明 : 
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1) 对 任意 的 f € EE*, 如 果 令 Eo 上 的 泛 函 有 0 为 
fo(7) = f(7), V7 € Eo, 


则 必 有 fo € E6. 
2) 如 果 又 设 各 € 本 *， 且 有 


zo(fo) = f(z0), Vf EPE” 


(其 中 fo 定义 同 1)), 那么 , 必 有 Xo(go) = go(zo)j(Ygo € BB6). 
3.6 设 zo 为 典范 线性 空间 瓦 中 的 任意 元 ,ao 为 一 正 数 . 试 证 明 : 存在 有 € EE*, 使 得 


[fi = oo, fi(z0) = | 六 下 zol 


3.7 试 证明: 赋 范 线性 空间 中 弱 收 效 元 列 的 极限 是 唯一 确定 的 . 

3.8” 试 证 明 : 为 使 仿 射 平面 JMo = Eo 十 zo 是 闭 集 , 必须 且 只 需 Bo 是 五 的 闭 线性 子 空间 
( 互 为 任意 赋 准 范 空间 ). 

3.9 试 证 明 : 如 果 线 性 冉 范 空间 巨 中 有 一 线段 [zi,zal C Si( 忆 内 的 单位 原 心 球面 S1 全 
{z: ||z|| = 1,x € EB}), 则 必 有 


llazi+Bzzl| > la+Bl, va, eR. 


3.10 设 马 为 一 实 线性 空间 , zo 为 五 内 任意 给 定点 ，c(Z) 为 互 上 定义 的 泛 函 . 试 证 明 : 
1) 如 果 c(zZ) 是 次 凸 泛 函 , 那么 , 对 任意 VE 五 单 边 部 分 极限 
lim czo 十 7g) 一 c(zo) 
7 一 0 十 7 
(其 中 了 为 有 理 数 ) 必 存 在 . 
2) 如 果 c(zZ) 是 凸 泛 函 , 那么 对 任意 YE 互 , 单 边 极 限 
Jim czo 十 Xg) 一 ctzo) 
入 一 0 十 入 
必 存 在 (通常 记 为 dc(zo,y), 称 为 单 边 Gateaux 微分 ). 
3.11 设立 是 赋 范 线性 空间 内 的 一 个 有 界 闭 凸 集 ， 并 设 d = supyw ev|loa 一 y2ll, 则 对 任 
意 To E V°, 存在 60 > 0, 使 得 对 于 V 的 任意 经 过 zo 的 两 边界 点 y1 和 yo, 如 果 zo = 
Xi 十 (1 一 入 yz, 则 一 致 的 有 入 > 畔 ,(1 一 入 ) > 加 
3.12 利用 赋 准 范 线性 空间 媚 上 的 连续 线性 泛 函 f, 必 使 下 = {z: |f(z)| < 1,z EE} 映 为 
一 个 含有 8 点 的 开 凸 集 的 性 质 , 试 证 明 : 在 空间 3[0,1] 上 , 非 零 连 续 线 性 泛 画 是 不 存在 的 . 
3.13 设 M 为 实 典范 线性 空间 EE 内 的 非 空子 集 ， 则 M 的 闭 凸 包 cov.JM 必 为 含 MM 的 所 有 
闭 的 “半空 间 ” 的 交 (也 即 应 有 


so = () fe: fe) < sup f())) 


fEE* 


习题 三 . 205 . 


3.14 首先 , 我 们 把 B* 中 的 集 下 称 为 “正则 闭 ” 的 是 指 : 对 任意 万 和 和 丰 (及 E EE*), 存在 


Z1 E BE, 使 得 
1， 当 了 = 户 时 ; 
reo-| 0， 当 fe 大 时 . 

试 证 明 : 

1) 如 果 下 (C EE*) 为 正则 闭 的 , 则 它 也 必 为 五 " 中 的 闭 集 . 

2) 如 果 设 M 为 召 中 的 任 一 子 集 ,又 万 ={f: f(z) 三 0(Vz € M),f EE*}( 后 者 常 记 
为 M+), 则 万 是 正则 闭 的 . 
3.15 设 马 为 自 反 空间 , 斌 证明: 如 果 下 CB* 是 BE* 中 的 一 闭 线 性 子 空间 , 则 它 必 为 正则 
3.16 ” 试 举 一 反 例 说 明 当 习题 3.15 中 的 下 不 是 “ 闭 ” 的 时 , 结论 未 ' 必 成 立 . 
3.17 设 ro € BB, 及 € BE*,(C BE*) 是 正则 闭 的 ; 且 设 集 Mo = {zx: f(z) = f(zo),(Vf € 
六 ,ze 万 }( 在 大 上 与 zo“ 弱 相等 ? 之 元 的 全 体 ), 超 平 面 Hi = {7: 户 (z) = (zo0),z€ EB} 
(在 及 上 与 zo“ 弱 相等 ” 之 元 的 全 体 ). 试 证 明 : 如 果 有 Mo C fi, 则 有 hE 大. 
3.18 回答 83.7.2 的 注 中 关于 Fourier 展开 系数 的 问题 . 
3.19 试 证 明 : 对 任意 的 元 Zo E 也 扩 | 泛 函 万) 有 户 …， 户 E 盏 及 任意 的 正 数 ec, 必 存 在 一 元 
Ze € 已 , 使 得 其 满足 条 件 

llzel| < llzol| + e 
及 
fr(ze) = Ko(fr) (k= 1,2,...,n). 

3.20” 试 证 明 : 可 分 赋 范 线性 空间 的 共 朱 空 间 必 是 “ 弱 ”可 分 空间 . 
3.21 试 证 明 ; 当 马 是 自 反 空 间 时 ,其 上 任意 泛 函 f € EB* 均 在 马 的 单位 原 心 闲 球 Bi 上 取 
到 值 |||. 
3.22” 试 验证: 空间 (c) 与 Cla, 中 都 不 是 一 致 凸 的 . 
3.23” 试 证 明 : 如 果 万 为 一 致 凸 空间 , e 为 任意 给 定 正 数 (0 < E < 2), 那么 对 于 在 吾 内 的 
单位 原 心 球面 51 上 满足 ||z 一 yl| > e 的 那些 点 了 和 2 必 有 


inf(2 一 lz+3l 全 25(e) > 0 


(5(e) 称 为 “ 凸 性 模 ”). 

3.24 试 证 明 : 为 使 妃 是 一 致 西 的, 必须 且 只 需 ; 对 任意 E (0 <e < 2), 存在 6(e) > 0, 使 得 
只 要 “球面 S1 上 的 元 7 和 2 满足 条 件 ||z 一 yl| > 6, 就 一 致 的 及 十 y| < 2(1 一 6(e)). 
3.25” 试 证 明 : 为 使 妃 是 一 致 凸 的 , 必须 且 只 需 : 对 任意 e(0 <e < 2), 存在 6(e) > 0, 使 得 
只 要 “ 球 ”B1 中 的 元 Zz 和 3 满足 条 件 ||z 一 yl| > e, 就 一 致 的 有 ||z 十 yl| < 2(1 一 6(e)) ( 提 
示 : 必 存 在 一 数 入 Ee [0,1), 使 得 ||z 一 和 yl| = lly 一 和 yl|). 

3.26 ” 试 证 明 : 为 了 万 是 一 致 西 的 , 必须 且 只 需 : 对 任意 so > 0, 有 


sin (2 一 |z 十 外 ) > 0， 


llz—vyll>eo 
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3.27 设 瓦 为 一 致 凸 空间 , zlza…… ,Tn 及 >)k 1iZk 均 为 妃 内 的 非 零 元 ,并 设 未 数 


1 
alz,y = 二 一 二 | Vr,y EE 
[zy = Tap ~ Wil 


(“向 量 ”Z 和 3 之 闻 的 “广义 角 ”). 试 证 明 : 


Iall< Di -25(ow))llzall 


k=1 


其 中 , ak = afzk D2_1 Zk](k = 二 1,2,:… ,n); 6 即 前 所 确定 的 (空间 的 ) 凸 性 模 函 数 . 
3.28 ” 按 下 面 的 步骤 证 明 : 空间 (lp) 和 L?[0,1] (p > 1) 均 是 一 致 凸 空间 (Clarkson 定理 ): 
1) 对 于 复 “ 单 位 圆 ” 内 的 任 一 数 E = pe”?(0 pgs1), 当 gq >2 时 ,十 数 |1+E] 十 |1 一 é] 
当 =0 时 取 到 最 大 值 . 
2) 当 1<p<2 时 , 对 于 任意 复数 mi 和 12, 不 等 式 


Im + ml 十 lm 一 大 < 2(ml? + ml?) 


成 立 (这 里 及 以 下 均 有 : 十 二 1). 
3) 当 了 > 2 时 , 对 于 数 Qa,B > 0, 以 下 不 等 式 成 立 : 


2(a? 十 人 < 2?7 1 (oP + 6B?). 
4) 在 (lz) 及 L?[0,1] 空间 中 , 当 p > 2 时 , 以 下 不 等 式 成 立 : 
llz +ylP + ls — ye < 2°7 (lz + llyll?). 
5) 当 0<s<1 时, 对 任意 数 ax,Bk > 0(1 kk<n), 以 下 不 等 式 成 立 : 
[BDC +B:)’|* > (50)’ 十 (576:)”, 
k=1 大 一 1 k=1 
其 中 0<s<l. 
6) ** 在 (4r) 和 L?[0,1| 空间 中 , 当 1<p<2 时, 关系 式 
llz + yl + lz — yl < 20lzll? + llyll?) 
7) 由 上 面 的 4) 和 6) 证 明 (如) 和 L?[0,1] 当 p>1 时 是 一 致 凸 的 . 
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作为 线性 泛 函 分 析 三 大 原理 之 一 的 开 映 像 与 闭 图 像 定理 , 不 仅仅 在 泛 函 分 析 的 
各 个 分 支 中 起 着 重大 的 作用 , 而 且 在 微分 方程 和 应 用 数学 的 一 些 分 支 中 也 有 着 极其 
广泛 的 应 用 , 例如 它 可 以 解决 一 般 的 算 子 方程 的 求解 问题 等 . 


84.1 线性 开 算 子 与 闭 算 子 


为 了 更 一 般 起 见 , 这 里 所 讨论 的 算 子 均 是 赋 准 范 空间 中 的 算 子 . 

定义 1 设 马 和 i 为 赋 准 范 空间 ,了 是 从 五 “内 ”到 Ii( 内 ) 的 算 子 , 如 果 对 
于 巨 中 的 任意 原 心 球 Bs, 存在 Fi 中 的 原 心 球 Bi 使 得 BAY CT[Bs nD(T)], 则 
称 了 为 开 算 子 . 

下 面 介 绍 有 关 可 加 算 子 为 开 算 子 的 等 价 命题 : 

命题 0 当 了 为 可 加 算 子 时 ,人 为 开 算 子 的 充 要 条 件 是 :全 将 D(T) 中 的 开 集 
映 为 Bl 中 的 开 集 . 

证 明 事实 上 , 充分 性 是 显然 的 . 只 要 注意 到 : 从 工 的 可 加 性 可 知 T(9) = 91 (其 
中 6b 是 妃 中 的 零 元 ), 以 及 赋 准 范 空间 中 的 原 心 开 球 O(e) = {2: ||zll* <e}(Ve > 
0) 族 , 构成 零点 的 一 个 邻 域 基 , 由 此 就 可 以 导出 充分 性 . 

为 证 明 必 要 性 , 仅 需 证 明 人 将 任意 开 集 的 内 点 映 为 此 集 的 “ 像 集 ”中 的 一 个 内 
点 即 可 . 今 设 G 为 五 中 的 任 一 开 集 , 且 有 zo ED(T) 是 G 门 DP(T) 中 的 任意 一 个 内 
点 . 由 于 zo 为 G 的 内 点 , 故 必 存在 a > 0, 使 得 球 O(zo,a) C G. 这 样 , 对 于 原 心 开 球 
O(a) 而 言 , 由 了 为 开 算 子 的 假设 可 知 , 必 存 在 轧 中 的 某 一 原 心 球 O0)(6) (6 > 0)， 
使 得 

T [O(a) ND(T)] 2 04(0). 

由 此 , 对 任意 的 ye OW(T(zo), 8), 由 于 1y 一 T(zol < PB, 则 有 yy 一 T(zo) s OW(B). 
故 存在 ze O(a) nD(T), 使 得 T(x) =y 一 T(zo), 即 


y= T(z)+T(r0) = T(z + zo). 
而 由 z+zo es O(lzoa)nPDT) 可 知 yeTlIOlzoa)nPD(T)], 此 即 导 出 
OW T(z0), 8) © TIO(zo0, 0) N DT c TIGN DT)), 


也 即 T(zo) 为 T(G nD(T)) 在 空间 瑟 中 的 一 个 内 点 . 口 
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注 1 当 了 为 正 齐 性 算 子 时 , 若 了 为 开 算 子 , 则 必 为 满 算 子 . 

事实 上 , 由 了 为 开 算 子 可 知 , 对 于 五 中 的 原 心 球 Bs, 必 有 Ei 中 的 原 心 球 B41， 
使 得 B49? CT[BsnD(T)], 则 对 任意 的 ye Bi, 由 也 为 赋 准 范 空间 可 知 : 必 存 在 数 
和 > 0, 使 得 y = 和 yi, 其 中 yy € B49, 从 而 存在 z1 € Bs nD(T), 使 得 = T(z1). 
最 后 , 由 了 的 正 齐 性 可 知 : y = 入 = 入 T(z1) = T( 和 Az1), 且 和 zi € D(T). 此 即 说 明 
T 为 满 算 子 . 

注 2 当代 为 “1-1” 对 应 的 可 加 算 子 时 , 若 了 为 开 算 子 , 则 了 T-! 必 为 从 人 的 
值 域 (所 成 的 空间 ) W(T) 到 其 定义 域 (所 成 的 子 空间 ) D(T) 上 的 连续 算 子 . 

事实 上 , 由 了 为 “1-1” 的 , 故 T-! 是 存在 的 , 从 而 由 命题 0 可 知 : 工 将 DT) 中 
的 开 集 映 为 W(T) 中 的 开 集 , 即 W(T) 中 的 开 集 在 T-! 下 的 原 像 为 D(T) 中 的 开 
集 , 从 而 由 点 集 拓 扑 的 知识 可 知 T-! 是 从 W(T) 到 D(T) 上 的 连续 算 子 . 

下 面 介 绍 几 个 关于 开 算 子 的 例子 : 

例 1 设 瑟 为 肤 拟 准 范 空间 , 配 为 巴 的 一 个 线性 子 空间 . 从 五 到 商 空间 E/Eo 
的 商 映像 7 即 为 一 个 线性 开 算 子 

验证 ”首先 , 7 的 线性 是 显然 的 . 其 次 , 对 于 互 中 的 任 一 开 集 C, 由 于 


7(G)= {zl: zx EG}=G+Eo 


(这 里 , [z] 表示 x 对 应 的 “ 商 元 ”). 从 而 由 商 拓 扑 的 定义 可 知 7(G) 亦 为 五 /Bo 的 开 
集 , 也 即 r 是 开 算 子 . 品 

为 了 得 到 另外 的 一 些 开 算 子 , 我 们 用 命题 的 形式 给 出 下 面 的 三 个 例子 : 

命题 1 设 马 为 赋 拟 准 范 空间 , 则 其 上 任意 非 震 的 线性 泛 函 有 均 为 (从 马 到 
数 域 民 上 的 ) 线性 开 站 子 . 

证 明 由 于 f 为 上 的 非 零 线 性 泛 函 , 故 必 存在 一 元 zo € B, 使 得 户 (zo) 天 0. 
特别 地 , 当 令 zi = 名 时 , 有 (21) ==1. 

由 此 , 对 于 EB 中 的 任 一 开 集 G 关 go 任 取 一 元 me G, 由 于 G 一 为 瑟 中 
零点 的 一 个 ( 开 ) 邻 域 , 从 准 范 对 数 乘 的 连续 性 可 知 其 必 为 “吸收 集 ”( 即 : 对 上 述 
任意 元 zi, 必 存 在 数 5 > 0, 使 得 当 入 € ,| 和 | < 56 时 , 有 和 zi e G 一 yo). 这 样 , 由 
和 zi 十 yo EG 以 及 f 的 线性 性 , 并 注意 到 上 段 结果 立即 导出 


f(yo) + 和 EfG), vIA SS (Ne RK), 


从 而 f(yo) 为 f(G) C 区 的 一 个 内 点 . 
最 后 注意 到 yo e G 的 任意 性 , 从 上 也 即 得 出 f(G) 为 K 中 的 一 个 开 集 . 由 此 可 
知 了 为 从 巨 到 区 内 的 开 映 射 . 品 
命题 1 可 以 推广 成 下 面 的 合 题 : 
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命题 2 设 马 是 赋 拟 准 范 空间 , {及 ,有 2，,… ,fr} 为 巨 上 nn 个 线性 无 关 的 线性 

泛 函 , 则 算 子 
T(x) = (f1(7), f2(72),… ,fn(7)), VreE 

必 为 从 三 到 区? 的 满 线性 开 算 子 . 

证 明 首先 , 人 的 线性 性 是 显然 的 . 并 且 , TT 必 为 从 五 到 K" 的 满 算 子 . 事实 
上 , 如 果 了 的 值 域 W(T) 构成 了 K” 的 一 个 m 维 (m < nn) 子 空间 , 那么 , 类 似 前 
面 83.5 中 引 理 的 证 法 2, 由 线性 代数 的 知识 ( 即 : 取 W(T) 在 空间 K” 中 的 “ 正 交 
元 ”yo = (Qi1,… ,Qn), 从 yo 与 W(T) 中 所 有 的 元 的 “内 积 ” 均 为 0 可 得 ): 必 存 在 
n 个 不 同时 为 零 的 数 ak (k = 1,2,… ,n)， 使 得 其 均 有 


(> owfi ) (x) = apfr(z) =0, vrE€Eb, 
k=1 k=1 
从 而 导出 
》， ak 大 三 小 
k=1 
这 就 与 fi ,f2 人 ,fn 是 线性 无 关 的 假设 矛盾 . 
其 次 , 我 们 只 需 证 明 当 < 为 任意 正 数 时 , 对 于 巨 中 的 原 心 球 Be 全 B(9,e) 而 言 ， 
T(Be) 必 包 含 K" 中 的 一 个 原 心 球 . 事实 上 , 从 T(E) = K" 可知, 我 们 能 取出 五 中 
的 Nn 个 非 零 元 TX1,T2,°*"* ,Tn,) 使 得 其 满足 


T(zxk) =er EK” (k=1,2,.…,n) 


的 连续 性 则 知 , 存在 数 5 > 0, 当 |Ap| < 5 时 , 有 Xezel (1 <k<n), 由 于 


| > xzk| < >_ IA zrll < > =&, 
k=1 k=1 k=1 
故 知 元 2k-1 和 Zk € Be, 从 而 可 知 
(和 Xi, A2,*…， -Dm PMT = 7 (De) ET(Be ). 
此 即 说 明 (Be) 包含 K" 内 以 原点 为 中 心 , 以 笃 为 长 的 “n 维 ( 开 ) 方 体 ”, 从 而 也 


必 含有 7 维 欧式 空间 K" 的 一 个 原 心 球 . 所 
更 一 般 地 , 我 们 可 以 得 到 下 面 的 命题 : 
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命题 3 设 马 为 任意 的 赋 拟 准 范 空间 ,BE(n) 为 n 维 的 赋 准 范 空间 . 如 果 从 也 
到 El(n) 的 线性 算 子 工 是 满 算 子 , 则 其 ,作为 开 算 子 . 

证 明 首先 , 设 En) 的 基 为 e1,… ,en, 并 设 王 中 的 相应 元 z1,… ,zn 满足 条 
件 T(zk) = ek(1 < 上 <<n). 然后 令 


XL") = spanfzk: 1 <k<n} (或 记 为 : [zp: 1 < k < n)), 


则 XA 为 巨 的 线性 子 空间 , 且 从 工 的 线性 性 假设 可 知 : 当 令 To 为 在 X64” 上 的 
限制 时 , 显然 To 为 X64” 到 EE(,) 上 的 线性 同 构 映 像 . 并 当 注 意 到 E(,) 是 有 限 维 赋 
准 范 空间 时 , 从 82.1 最 后 的 例 1 可 知 : 75 1 必 为 El(n) 到 X64” 上 的 连续 线性 算 子 . 

其 次 , 为 了 证 明 T 是 开 算 子 , 需要 证 明了 将 已 中 的 任意 开 集 G 映 为 Een) 中 
的 开 集 T(G), 即 只 要 证 明 工 将 G 中 任 一 内 点 zi 映 为 T(G) 中 的 内 点 了 T(z1). 为 此 ， 
我 们 作 “平移”. 当 令 G1 = G -zi 时 (此 时 G1 显然 亦 为 开 集 , 且 含 有 9 点 ), 注意 
到 了 线性 的 假设 , 只 要 证 明 : En) 中 的 原点 T(9) 必 为 集合 T(G1) 的 内 点 即 可 . 下 
面 就 来 证 明 此 结论 . 

事实 上 , 由 点 集 拓 扑 的 知识 , 从 前 段 所 得 Ty1! 的 连续 性 立即 导 得 : 在 其 作用 下 
X” 中 的 开 集 之 原 像 必 为 E(n) 中 的 开 集 , 即 对 于 X4” 中 的 开 集 Go 全 Gin X 
必 可 导出 To(Go) 是 Bn) 中 的 开 集 . 而 当 注 意 到 9 € G1, 即 9 为 的 Go 的 内 点 , 故 知 
T(9) 必 为 To(Go) 的 内 点 . 

最 后 , 注意 到 关系 式 


T(G1) = T(G1NX(™) = T(G0) = To(Go), 


立刻 导出 : T(9) 亦 为 了 (G1) 的 内 点 . 由 此 本 命题 得 证 . 口 

定义 2 设 马 和 Bl 均 为 赋 准 范 空间 , 马 x Bi 为 它们 的 积 空 间 . 如 果 了 为 从 
马 内 到 Bi 的 算 子 , 其 定义 域 为 D(T) CB, 值 域 为 W(T) C Bi, 则 称 积 空间 EB x 硬 
内 的 集 


G(T)={(7,9): x € DT),y = T(r) € W(T)} 
={(7, T(x)): z € D(T)} 


为 算 子 了 的 图 像 . 而 算 子 工 称 为 是 闭 的 , 是 指 其 图 像 G(T) 是 忆 x El 内 的 闭 集 . 
注 1 为 了 从 妃 内 到 己 的 算 子 全 是 闭 算 子 , 必须 且 只 需 其 满足 条 件 : 对 任意 
{zn} C D(T), 只 要 zn 一 T(EB) 及 T(zn) 一 YE)(n 一 00), 则 必 有 zeEeDT) 和 
T(z)=y. 
事实 上 , 如 果 zn 一 zx0,T(zn) 一 yo, 即 (zn,T(zn)) 一 (zo,yo), 那么 由 了 为 闭 算 
子 知 (zo,yo) € G(T), 因此 , 由 G(T) 的 定义 可 以 得 到 zo e D(T),yo = Txo. 
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男 一 方面 , 对 G(T) 中 的 任意 收敛 列 {(zn,yn)}, 当 设 其 极限 为 (zo,yo) 时 . 则 有 
Zn 一 ZX0,yn 一 加. 又 由 于 yn = Tzxn, 从 而 由 假设 条 件 可 知 zo € D(T) 及 yo = Tzo， 
这 样 就 得 到 了 (zo,yo) = (zo,Tzo) € G(T). 

注 2 当 上 面 的 算 子 全 是 “1-12> 对 应 时 , 则 有 : 了 为 闭 算 子 当 且 仅 当 了 T-! 为 闭 
算 子 . 

命题 4 设 媚 和 历 均 为 典 准 范 空间 , 了 为 从 万 内 到 万 ( 内 ) 的 任意 算 子 . 如 
果 D(T) 是 闭 的 且 全 是 连续 的 , 那么 了 必 为 于 算 子 . 

证 明 对 任意 的 {zn} es D(T), 如 果 zn 一 Zo0(n 一 00) 及 T(zn) 一 加 (一 oo)， 
则 由 假设 可 知 zo € D(T) 及 T(zn) 一 T(zo) (n 一 co), 从 而 由 极限 的 唯一 性 立即 得 
到 yo = T(z0). 由 此 证 得 了 为 闭 算 子 . 口 

注 3 在 上 面 的 命题 中 , 如 果 D(T) 是 不 闭 的 , 即使 了 为 线性 算 子 且 是 强 有 界 
的 (从 而 也 是 连续 的 ), 也 未 必 能 导出 了 为 闭 算 子 . 因为 有 以 下 反例 : 

反例 ”考虑 C[a, 中 内 的 多 项 式 全 体 P[a,i 上 定义 的 恒 等 算 子 工 

命题 5 设 轧 和 忆 | 为 赋 准 范 空间 且 Bl 是 “完备 ”的 , 了 为 从 五 内 到 琴 内 
的 可 加 算 子 . 那么 , 如 果 工 是 连续 的 且 荆 为 闭 算 子 , 则 有 D(T) 是 闭 的 . 

证 明 对 任意 的 {zn} € D(T), 若 有 zn 一 zol 一 oo), 则 ||zn 一 zmll 一 
0 (m,n 一 co). 由 于 了 是 连续 且 可 加 的 , 故 有 


T(zn) = T(zm)) = T(r — zm))| = 0 (n,m 一 oo). 


因而 从 Bi 的 完备 性 可 知 , 必 存 在 yo e Bi, 使 得 T(zn) 一 yo(n 一 00). 最 后 注意 到 
了 T 是 闭 算 子 , 立即 可 以 得 到 zo € DPD(T)( 且 有 T(z0) = vo). OD 

推理 ”车 户 和 Fi 为 赋 准 范 空间 且 忆 是 “完备 ”的 ,了 为 “1-1” 对 应 的 可 加 算 
子 , 则 当 全 和 T-1 均 连 续 时 , 由 D(T) 是 闭 的 可 以 得 到 WI(T) 是 闭 的 . 

证 明 ”由 命题 4 可 知 , 此 时 了 为 闭 算 子 . 而 由 定义 2 后 的 注 2 还 知 了 亦 为 
闭 算 子 . 最 后 对 于 T-! 应 用 命题 5 则 得 结论 . 口 

注 4 值得 注意 的 是 , 从 上 面 的 命题 4 和 5 我 们 自然 会 提出 问题 : 在 什么 样 
的 条 件 下 会 有 “由 D(T) 闭 及 人 为 闭 算 子 , 可 以 推出 了 为 连续 算 子 ”的 结论 成 立 
呢 ? 要 解决 这 个 问题 是 不 容易 的 , 这 就 是 下 一 节 将 要 讲 的 著名 的 闭 图 像 定理 . 特别 
应 该 指出 的 是 : 即使 对 于 一 般 的 赋 范 空间 , 其 内 所 定义 的 线性 闭 算 子 也 末 必 是 连续 
的 . 我 们 可 以 参看 下 面 的 反例 : 

反例 设 了 = 入 (微分 算 子 ) 是 从 C[a,9] 中 子 空 间 C?[a,b]( 即 Co 中 具 
有 “连续 导 函 数 ” 的 函数 y(t) 的 全 体 ) 到 Cla,g 的 算 子 , 则 了 必 为 从 C[o, 内 到 
C[a, 中 (内 ) 的 闭 而 不 连续 的 线性 算 子 . 

证 明 7 的 线性 性 是 显然 的 . 下 面 先 来 验证 7 是 闭 算 子 . 设 {zn} C D(T) = 
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Cl[a,b| 是 有 
Zn To, T(Tn)= 25,(t) = yolt) (n= 0%0). 
由 于 空间 Cla, 5] 中 元 的 范 数 收敛 即 是 相应 元 (函数 ) 的 一 致 收敛 , 故 可 得 到 
(一 致 (一 致 ) 


zn(t) — zo(t), 24(t) — yolt). 


从 而 由 数学 分 析 的 知识 我 们 可 知 ，zo(t) 亦 是 具有 连续 导 函 数 的 , 并 且 有 zx6(t) = 
yo 人 te [0,1]). 此 即 导 出 z € D(T),T(z0) = yo, 因而 了 是 一 个 闭 线性 算 子 . 

命题 6 设 人 为 上 范 空间 已 内 到 的 稠 定 线性 算 子 ( 即 : D(T) = E), 则 了 
的 苍 算 子 T* 必 为 从 其 定义 域 D(T*) C Bt 到 E* 的 闭 线 性 算 子 . 

证 明 ”由 82.3 可 知 , T* 必 为 DP(T) 上 的 一 任意 确定 的 线性 算 子 . 下 面 我 们 来 证 
明 T* 为 闭 算 子 . 事实 上 , 对 任意 的 {gn} C D(T*) (cC EY), 车 有 


gn290€EPl, Tgn)=fn2 foe EF 人 一 oo)， 
则 直接 从 7* 的 定义 有 
gn[T(7)] = [T* (gn)](z)= fn(z), Vz €D(T). 
因此 , 从 上 面 的 假设 , 当 令 n 一 co 时 便 可 得 到 
golT'(z)] = fo(z), Vz € DT), 


也 即 导出 : go € D(T*) 且 7*(go) = fo, 从 而 7T* 为 闭 算 子 . 口 
命题 7 设 刀 和 历 均 为 赋 范 空间 , 下 为 从 囊 到 两 的 线性 算 子 . 如 果 对 于 任 
意 元 列 {Zn} C B,g € BY, 由 Zn 一 0(n 一 00) 均 可 得 到 g[T(zn)] 一 0 人 一 oo), 那 
么 ,了 必 为 闭 算 子 . 
证 明 如果 对 于 任意 的 元 列 {zw} C EB, 存在 zo € 一 ,yo € Ei, 使 得 


Zn 一 Z0，T(zn) 一 Wo ln 一 oo). 
则 从 zn 一 zo 一 9 (n 一 00) 及 命题 假设 , 对 于 任意 ge Bt 有 
9g[T (zn)] ~ glT (x0)] = glT (zn — 70)] 一 0 (n= 0%). 
又 由 于 g[ 代 (zn)] 一 g(yo) (n 一 00), 从 上 式 便 立即 得 到 
g[T(z0)] = g(yo), Vg € Fi. 


因而 由 Hahn-Banach 定理 的 推理 可 知 : T(z0) = vo, 故 了 为 闭 算 子 . 问 
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为 了 讲述 著名 的 开 映 像 与 闭 图 像 定 理 , 我 们 首先 回忆 一 下 在 81.9 中 曾经 讲 过 
的 有 关 赋 准 范 空间 中 的 政 集 和 第 二 纲 集 (空间 ) 的 定义 . 这 里 特别 要 用 到 的 是 以 下 
三 点 : 

1) 如 果 巨 是 完备 的 赋 准 范 空间 , 那么 , 其 必 为 第 二 纲 集 (反之 未 必 ). 

2) 如 果 B 是 赋 准 范 空间 EB 中 的 第 二 纲 集 , 则 当 B 可 以 表 为 


时 , 其 中 必 有 一 个 集 Mn。 不 是 疏 集 . 
3) 如 果 M 是 政 集 , 则 其 闭 包 M 不 含 内 点 ; 即 : 对 瑟 中 任意 球 B(z,6), 其 内 
必 会 一 球 B(zl, 61), 使 得 B(z1,51) 内 无 M 的 点 . 故 当 M 不 是 疏 集 时 , 必 存 在 一 球 
B(zo, 60), 使 得 
M 2 B(zo, 60). 


定理 1 (Banach 开 映 像 定理 ) 设 全 是 从 完备 的 赋 准 范 空间 媚 内 到 第 二 纲 赋 
准 范 空间 轧 内 的 线性 算 子 , 且 满 足 , 

(i) W(T)(T 的 值 域 ) 为 第 二 纲 的 ， 

(让) 工 是 闭 算 子 ， 
则 全 必 为 开 算 子 (从 而 工 是 满 的 , 即 W(T) = 1). 

证 明 ”下面 分 三 步 来 证 明 本 定理 : 

(1) 由 于 线性 算 子 了 的 值 域 W(T) 是 轧 中 的 第 二 纲 集 , 故 对 中 的 任意 原 心 
球 B(e) 全 B(9,e), 必 存 在 i 中 的 原 心 球 B0)(6) 全 BW(9,6), 使 得 


TIB(e) N DCT) > 584)(5). 
事实 上 , 由 假设 7 的 值 域 (注意 了 的 齐 性 )， 


WwW(T) = U TInB(s) ND(T) 


为 | 中 的 第 二 纲 集 , 则 必 存 在 某 集 T[no B(5) nD(T)] 不 是 朴 集 . 而 由 下 集 的 定义 
可 知 , 存在 某 球 B() (yo, 60) C Bi, 使 得 


TInoB (5) ND(T)] 2 BY (yo,60). 
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由 i 为 赋 准 范 空间 , 关系 式 


6 
BW (wy 6 BQ ( 圈 
(yo, 60) 2 mo a 二 


成 立 (事实 上 , 对 任意 的 ye 6G)( 恕 , 血 ), 由 准 范 数 的 三 角 不 等 式 导 出 
|"zoy 一 如 | = no(y — | 
<m 一双 | 


60 
< 720 -一 一 00， 
No 


因而 有 noy e BW (yo, 60)). 这 样 一 来 , 由 了 的 线性 又 可 得 到 


noT|B(3) np(7)| D no BO( 关 ， a 


0 No 
当 记 妇 = 各 ,6 = 锯 时 , 由 上 式 导出 
T|B(3) np(7)| > BW (9,6). 


最 后 , 由 于 对 任意 的 ye BW(6), 有 妇 +yE BOY(y,6), 故 从 上 式 可 知 , 对 任意 
的 o>0, 存 在 z'€ B(5)nD(7T), 使 得 


IT() -n+ < 3; 
另外 , 又 由 妇 & BO(y,5), 类 似 上 面 可 知 , 存在 z”e B($) nD(T), 使 得 
[T(z") -ml < 3 


lz -zl <lz +ls ls +3=6, 


Ee E 
2 2 
即 导出 
2Z 一 2 €B(e) ND(T). 
由 前 两 关系 式 还 可 得 到 
IT(z 一 2 一 名 = —T(2")— 
<|T(2) — (g++ |T(2") 一 多 | 


< 一 十 一 二 0o. 
Sto 0 
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至 此 , 我 们 得 到 了 所 需 的 关系 式 T[B(e) nD(7T)] > BW(6). 

(2) 在 (1) 的 证 明 结果 中 , 当空 间 EB“ 完 备 ” 时 , 根据 了 的“ 闭 ” 算 子 性 质 可 将 
结论 中 的 “ 稠 ” 的 关系 加 强 为 “包含 ”关系 . 

首先 , 由 (1) 的 结论 可 知 , 对 于 正 数列 {ex} = { 麻 }, 必 有 正 数列 {6k} 与 之 对 应 ， 
使 得 一 致 地 有 

T[IB(ek) ND(T) 2 BW(6x), VkEeN; (4.2.1) 
并 且 不 妨 设 6 0( 上 一 oo). 下 面 将 证 明 关 系 式 : 
T[B(e) ND(T) > BWV). 

事实 上 , 由 式 (4.2.1) 可 知 集 T[B(e1) nD(T)] 是 稠 于 球 B(51) 的 ; 因此 对 上 

面 的 正 数 52, 存在 zi e B(el)mD(T), 使 得 
ly 一 Tc < 62. 


同样 , 由 于 这 里 的 元 y 一 T(z1) € BW(6)， 故 由 式 (4.2.1) 知 集 T[B(e2) nD(T)] 
是 稠 于 蒜 B(W(652) 的 , 因而 存在 zz e B(e2) ND(T), 使 得 


| [y— T(r)] — T(z2)) < 63. 


一 般 地 , 对 于 元 
— [T(z1)+T(z2)+:…+ T(zn_1)] =Yy— 3 T(zk) € BW (6,), 
k=1 


由 式 (4.2.1) 可 知 , 对 上 面 的 正 数 6%+1 而 言 , 存在 zn € B(en) 咯 D(T), 使 得 
| [y -Sree) -T(r)|| < nn 
这 样 , 从 工 的 线性 以 及 56h 0(n 一 co) 的 假设 可 以 导出 
7 (De) 一 (na 00). (4.2.2) 


另 一 方面 , 由 {zk} 的 取 法 又 可 导出 
lorl < Deer = = 
k=1 


k=1 
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因此 , 从 空间 的 完备 性 可 知 (参看 81.9), 元 并 ?2 zk 是 收敛 的 , 即 存在 re EE, 使 
得 


》 zx 一 7 (7 一 oo). (4.2.3) 
k=1 


最 后 , 注意 到 了 是 闭 算 子 的 假设 , 由 式 (4.2.2) 及 (4.2.3) 则 可 导出 
rED(T), T(z)=Y. 


同样 由 


oo 
lzll < > .| zxll < se， 
k=1 


我 们 还 知道 re B(e) ND(T). 至 此 就 得 到 了 本 段 所 需要 的 关系 式 . 

(3) 由 上 面 证 明 的 (2) 可 以 知道 7 是 开 算 子 . 同样 , 由 于 得 到 BW(51) C W(7)， 
故 由 了 的 线性 便 可 得 到 W(T) = Ei, 此 即 说 明了 是 满 的 . OD 

下 面 讨论 闭 线性 算 子 的 连续 性 问题 , 也 就 是 著名 的 闭 图 像 定 理 . 这 里 用 定理 1 
的 “证 明 方法 ”给 出 结果 (注意 : 不 能 直接 用 该 结论 导出 这 里 的 结果 . 因为 工 的 “ 逆 
算 子 "人 仅 在 了 为 “1-1” 对 应 时 , 才 有 意义 ). 

定理 2 ( 闭 图 像 定理 ) ” 设 了 是 从 第 二 岗 的 赋 准 范 空间 忆 到 完备 的 赋 准 范 空间 
Bi 内 的 线性 算 子 , 则 当 工 是 闭 算 子 时 , 它 必 是 连续 线性 算 子 . 

证 明 首先 用 T-1(Mi) (Mi C Bi) 表示 集 Mi 对 于 了 的 “ 原 像 ”. 

与 定理 1 的 证 明 类 似 , 对 任意 s > 0, 有 


人 > & 
E= UT 1 |”Bo(5) N wn)|, 
从 而 由 王 是 第 二 纲 的 假设 知 , 存在 一 足够 大 的 正 整 数 no 及 互 中 的 某 一 闭 球 B(xo, 60)， 
使 得 
T-1 [moB® (5) NW(T)| 2 B(zo0,60). 


同样 由 五 的 赋 准 范 性 以 及 线性 算 子 原 像 的 性 质 , 可 以 得 到 


T-!|B0 (5) nw)| 2 8B(2, | 


no No 


但 W(T) 为 Ei 中 的 线性 子 空间 , 从 上 可 知 : 对 任意 z < B( 总 ), 由 于 z 十 各 < 
B( 开 , 吕 ) 以 及 名 & B( 铝 ,名 ), 故 可 得 到 


ToO\ _ To -= TIPOJ 
z (e+ 妈 ) zeT-BGO(GnW(CT 
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即 
TB WT > B(P | 


其 次 , 也 可 由 了 是 闭 线性 算 子 的 假设 以 及 空间 忆 的 完备 性 的 假设 导出 : 上 面 
关于 “ 稠 ” 的 关系 式 可 以 加 强 为 包含 关系 式 . 

仍然 与 定理 1 的 证 明 类 似 , 由 上 式 可 以 导出 , 对 正 数列 { 亮 }， 必 存在 正 数列 
{6k},6k 0(k 一 oo), 使 得 


TBGO(eJmWO DS Bk) (k=1,2,..), 


从 而 与 定理 1 证 明 的 (2) 相 类 似 , 由 归纳 法 可 导出 : 对 任意 的 z € B(61)(n € N), 存 
在 zu ET-1[BWW(ek) 巾 W(T)], 使 得 


n—1l1 
a 
k=1 


因此 得 到 
> 2 7T (7 一 oo). (4.2.4) 
k=1 


男 一 方面 , 由 {zx} 的 取 法 还 可 知 T(zn) e BWW(ek), 因而 由 
re 1< Dm- 
k=1 k=1 
及 空间 Ei 的 完备 性 ， 可 知 : 存在 y € BV (e) C Ebi, 使 得 


T( > zh) = >》 T(zx) 一 (nm 一 oo). (4.2.5) 
大 一 1 k=1 
这 样 一 来 , 由 式 (4.2.4) 和 (4.2.5) 以 及 了 为 闭 线性 算 子 的 假设 , 可 得 到 y = T(z), 从 
而 导出 了 关系 式 T[B(51)] C BWW(e). 也 即 线性 算 子 人 工 在 五 的 原点 0 是 连续 的 , 从 
而 了 在 整个 刀 上 是 连续 的 . 品 
注 运用 闭 图 像 定理 , 回顾 上 面 84.1 中 后 面 的 命题 6 和 7, 立即 可 以 导出 : 在 
命题 6 中 , 当 D(T*) 是 本 内 的 “ 闭 集 ” 时 , T* 必 为 连续 算 子 . 类 似 地 ,在 命题 7 
中 , 如 果 马 是 “第 二 纲 ” 的 且 El 是 “完备 ”的 赋 范 空间 (特别 地 , 当 已 和 Fl 均 是 
Banach 空 间 ) 时 , 那里 的 人 必 为 连续 线性 算 子 . 也 即 , 此 时 对 于 任意 线性 算 子 了 , 只 
要 有 : Zn 一 0 一 Tzn 全 (V{zn} CE), 则 全 必 为 连续 算 子 . 


定理 3* 如 果 马 和 己 均 是 完备 的 赋 准 范 空间 , 并 且 闭 线性 算 子 了 工 定义 在 整 
个 空间 马上 , 则 此 时 开 映 像 定理 与 闭 图 像 定 理 是 等 价 的 . 
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证 明 (1) ( 开 映像 定理 一 > 闭 图 像 定 理 ): 事实 上 , 由 了 是 闭 线 性 算 子 的 假设 
可 知 , 图 像 G(T) 为 乘积 空间 E x 了 (此 时 亦 为 完备 的 ) 内 的 闭 线性 子 空间 , 从 而 知 
其 也 构成 一 个 完备 的 赋 准 范 线性 空间 . 下 面 在 G(T) 上 定义 一 个 算 子 4: 


Al(z, T(z))] = z, V(x, T(z)) € G(T). 


显然 可 以 看 出 : 4 是 从 G(T) 到 上 的 “1-1” 对 应 的 线性 算 子 (从 而 4 的 道 算 子 
A 存在 ). 并 且 由 乘积 空间 的 范 数 的 定义 可 知 : 对 任意 的 (z, T(z)) < G(T)， 


|A[(z, Tz) = llzll < lz + 72)N = Hz, Tz) 


由 此 导出 4 为 定义 在 整个 空间 G(T) 上 的 连续 线性 算 子 , 于 是 4 也 是 一 个 闭 线性 
算 子 . 又 注意 到 4 的 值 域 W(T) = E 是 第 二 岗 的 ( 因 五 是 完备 空间 ), 所 以 由 定理 
1( 开 映像 定理 ) 可 知 4 必 为 开 算 子 . 这 样 , 4-: 就 是 一 个 连续 线性 算 子 . 

此 外 , 在 G(T) 上 定义 的 算 子 B， 


Bl(z, T(z))] = T(z), V(z, T(z)) € GT). 


同样 可 以 看 出 : B 也 是 一 个 从 G(T) 到 Ei 内 的 有 界线 性 算 子 , 于 是 由 明显 的 关系 
式 卫 = Boh-1! 可 导出 :人 也 是 已 上 定义 的 连续 线性 算 子 , 这 样 也 就 得 到 了 闭 图 像 
定理 . 

(2) ( 闭 图 像 定理 一 > 开 映像 定理 ): 首先 , 由 T 是 闭 线性 算 子 的 假设 , 由 闭 算 子 
定义 不 难看 出 , Ei 中 零 元 的 原 像 T-1({90}) = N(T) 必 为 (完备 空间 )B 中 的 一 闭 线 
性 子 空间 . 从 而 商 空 间 B/N 也 必 为 一 完备 的 赋 准 范 空间 , 于 是 , 由 了 可 得 到 定义 在 
E/N 上 的 线性 算 子 7: 

T(z) = T(x), Vie E/N. 
容易 看 出 ,T 是 空间 E/N 到 W(T) 上 的 “1-1” 对 应 的 线性 算 子 . 下 面 , 我 们 来 验证 
它 是 闭 算 子 . 事实 上 , 如 果 元 列 {SE} C E/N 满足 条 件 


HF T(i) oYyE BE (一 oo)， 
则 由 上 面 第 一 式 及 商 空间 准 范 数 的 定义 , 我 们 有 
I(zn -sl=, nf nl 0 (no 00), 
因此 , 存在 一 列 元 un, € (zn 一 ZJ (k == 1,2,…), 使 得 


1 
< (=) 
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于 是 , 可 以 得 到 一 元 列 zn € Xn。 (k= 二 1,2,…) 及 元 ze 元 使 得 


WW 一 Zn 一 Z (k=1,2,...). 


k 


这 样 便 得 到 
Tn TT 及 T(zn;) 所 T(En,) yy (k 00). 


且 由 工 的 闭 性 , 便 可 得 到 T(z) = 人 由 此 导出 即 
T(z) = T(x) =y, 


故 算 子 了 亦 是 闭 的 线性 算 子 , 因而 其 逆 算 子 T-! 也 是 从 W(T) 到 完备 的 赋 准 范 线 
性 空间 E/N 上 的 闭 线性 算 子 ; 且 由 这 时 的 假设 W(T) 是 第 二 纲 的 ), 从 闭 图 像 定理 ， 
便 可 导出 -1 是 连续 线性 算 子 , 因此 了 是 一 个 开 算 子 . 

最 后 , 由 工 的 开 算 子 性 质 导出 了 也 是 一 个 开 算 子 . 事实 上 , 当 用 7 表示 从 巨 到 
E/N 的 典 则 映像 时 , 易 知 r 必 为 五 上 的 开 线性 算 子 , 所 以 由 于 算 子 


T=Ton 


容易 导出 全 也 是 五 上 的 开 算 子 . 此 即 得 出 了 开 上 映像 定 理 . 口 

在 本 节 的 最 后 , 我 们 给 出 一 个 应 用 十 分 广泛 的 重要 定理 . 

定理 4 (Banach 道 算 子 定理 ) 设 全 为 从 完备 的 赋 难 范 空间 到 第 二 纲 的 冉 
准 范 空间 Ll 上 的 “1 一 1” 对 应 的 连续 线性 满 算 子 , 则 TT-! 一 定 是 连续 的 . 

证 明 由 了 的 连续 性 及 TT 是 定义 在 整个 上 的 , 故 知 工 是 闭 算 子 . 进而 由 开 
映像 定理 知 T 是 开 算 子 : 由 84.1 定义 1 的 注 2, 此 即 得 到 T-! 是 连续 的 . 口 
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下 面 介绍 两 个 有 关闭 图 像 定理 的 应 用 例子 : 

定理 1 (Harmander)jna6l 设 万 , Bl 和 Eo 均 为 Banach 空间 ;了 与 T2 分 别 是 
从 己 内 到 Bi 与 Bo( 内 ) 的 闭 线 性 算 子 , 且 有 D( 卫 ) C D(T2). 则 必 存 在 一 个 正常 数 
Pp, 使 得 

172(z)l < p T(z) + lzl), Yr es DOD). 、 

证 明 首先 , 由 了 为 闭 线 性 算 子 的 假设 可 知 ， 其 图 像 G(T) 必 为 乘积 空间 
x Bi 内 的 一 个 闭 集 , 从 而 由 假设 及 乘积 空间 的 性 质 可 知 , G(T) 亦 为 一 个 Banach 
空间 . 

其 次 , 作 一 个 从 空间 G(T) 到 Ez( 内 ) 的 算 子 4， 


A[(z,T1(7))] = Ta(z), Vv(z, T(z)) € GD). 
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由 TL 和 ZT 是 线性 的 , 显然 可 知 4 也 是 一 个 线性 算 子 . 下 面 证 明 4 是 一 个 闭 算 子 . 


(Zn, Ti(Tn)) 一 (7,T1(7), Tazn) 3Y (n= 0%0), 
则 由 假设 {zw} c PC) Cc D(T2), 并 由 乘积 空间 中 元 的 范 数 定义 可 得 
Zn 一 IT， 了 (Zn) 3Y (一 oo 
从 而 , 注意 到 算 子 ZB 的 闭 性 便 可 导出 ze D(T2) 及 T2(z) = y, 即 有 
A[(z, T1(7))] = Ta(7) = Y. 


此 即 证 得 4 亦 为 一 个 闭 线性 算 子 . 

最 后 , 由 于 D(4) = G(T1) 和 Eo 均 是 Banach 空间 , 因此 根据 闭 图 像 定 理 便 可 
导出 : 4 为 从 G(T) 到 饭 ( 内 ) 的 连续 线性 算 子 , 故 4 是 一 个 强 有 界线 性 算 子 . 于 是 
根据 空间 G( TD) C B x Bi 内 范 数 的 定义 便 可 直接 得 到 本 定理 的 结论 . 口 

定理 2 设 妃 是 自 反 的 Banach 空 间 , z(t) 是 从 [0,1] 到 了 已 ( 内 ) 的 抽象 济 数 ( 即 
向 量 值 函数 )、 如果 对 于 任意 的 f e EB*,，Lebesgue 积 分 J f[z(t)] dt 均 存 在 , 那么 必 
存在 元 To €E BB, 使 得 


1 
[ flz() dt = f(z0), Vf e 本 
证 明 首先 令 
F(f) = 上 flzt)adt, viep:. 
0 
由 定理 假设 可 知 , 是 B* 上 的 一 个 线性 泛 函 (为 证 严 是 连续 的 , 下 面 我 们 构造 一 


个 线性 算 子 , 并 利用 闭 图 像 定 理 ). 
由 假设 定义 一 个 由 E* 到 [0,1] 空间 (内 ) 的 线性 算 子 7: 


T(f)(t) = f(z(t)) (te {0,1), vf eB”. 
7 显然 是 线性 的 , 下 面 验证 它 是 闭 算 子 . 事实 上 , 当 设 有 一 加 和 了 T( 扩 ) 一 y 时 , 显 
然 有 fo Ee D(T) = E*, 并 且 有 
I(T(fn)(t) — TFo)(t)| = | fnlz(t)] — folz(D))| 
=|(fn ~ fo)[z(0)]| 


< | fn — follllz(t) 
一 0(m 一 co)， a.e. te [0,1), (4.3.1) 
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即 
fnlz(b] 一 folz(t)], te [0,1]. (4.3.2) 
此 外 , 由 假设 条 件 
上 wa — yh: = fr lz -Dm = 0 (m= %), 

因此 由 “ 实 变 函 数论 ”的 知识 可 知 : 存在 {fn[z(2)]} 的 子 列 {fn[z(t)]}, 使 得 

fi [z(t)] = y(t) (n 一 oo)，ae.te [0,1]. (4.3.3) 
从 而 由 式 (4.3.2) 和 (4.3.3) 导出 fo[z(#)] 三 yb te [0,1]. 即 : 在 空间 Li[0,1] 中 有 
了 (fo) = y, 此 即 证 得 了 为 在 (Banach 空间 )B* 上 定义 的 闭 线 性 算 子 . 进而 由 闭 图 像 


定理 可 知 : T 必 为 连续 线性 算 子 . 
最 后 , 回 到 最 初 在 B* 上 定义 的 泛 函 Ff, 利用 上 面 的 结果 可 以 得 到 


IO </ IflzDlat = TDN < TH: HN, vf es 五 


此 即 FF 是 B* 上 的 强 有 界线 性 泛 函 , 也 即 有 已 e E**. 而 当 注 意 到 的 自 反 性 , 则 
可 唯一 确定 一 元 zo & ,使 得 F(f) = f(zo)(Vf € BE*), 由 此 导出 


1 
| sleet = feo). 
口 
为 了 介绍 下 面 的 定理 , 我 们 先 给 出 一 个 定义 . 
定义 1 设 马 和 到 均 为 赎 范 空间 . 我 们 称 慷 到 到 ( 内 ) 的 线性 算 子 荆 是 能 - 
弱 连 续 的 , 是 指 对 于 任意 的 广义 元 列 {fzA} C ,有 


rz => T(z\)— T(z0). 
(再 ) (而 ) 


即 
f(r) = f(z0) (Vf EEF’*) = og[T(zA)] = 9[T (20)] (Vg € BF1). 

定理 3 设 马 与 Bi 均 为 Banach 空 间 , 则 TE B(B 一 1) 的 充 要 条 件 是 了 为 
弱 - 弱 连 续 算 子 (此 即 : 车工 为 巨 到 怒 的 线性 算 子 , 则 全 为 ( 强 - 强 ) 连续 合 T 
为 弱 - 弱 连 续 ). 

证 明 ”必要 性 : 设 Te B(BE 一 i). 对 于 任意 广义 元 列 {zs} C E, 当 zy 0 
时 , 即 有 

f(a) fz), viep. 
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注意 到 对 于 任意 的 ge BY, 由 工 的 假设 必 有 T*(g) e E*, 故 从 上 式 立即 得 到 
g[T (za)] = [7*(g](zA) 3 [rT*(9)](z0) = 9g[T (zo0)]. 


也 即 有 (2)) eo) 这 样 就 知道 了 工 是 “ 弱 - 弱 连 续 ” 算 子 . 


充分 性 : 设 T 了 是 “ 弱 - 弱 连 续 ” 的 线性 算 子 , 下 面 将 要 证 明了 对 于 忆 和 Bi 的 
范 数 拓扑 是 连续 的 , 即 有 了 e B(E 一 1). 首先 , 我 们 注意 到 , 由 于 已 和 忆 均 是 
Banach 空间 , 故 从 闭 图 像 定理 可 知 , 只 要 验证 工 (在 范 数 拓扑 下 ) 是 闭 算 子 就 可 以 了 . 
下 面 我 们 就 来 验证 这 一 事实 : 

假设 {zn} C 五, 满足 条 件 


Zn 一 Z0，T(zn) 一 加 (一 oo). (4.3.4) 


那么 , 显然 有 
Zn 一 Z0，T(zn) 一 0 (一 oo). (4.3.5) 
(二 ) ( 动 ) 


另 一 方面 , 由 了 的 假设 , 从 式 (4.3.5) 中 第 一 式 又 可 得 到 


T(zn) 0) (m 一 00). (4.3.6) 


这 样 一 来 , 将 式 (4.3.5) 中 的 第 2 式 与 式 (4.3.6) 结合 , 并 注意 到 Hahn-Banach 定理 
的 推理 ( 弱 收 敛 的 极限 是 唯一 的 ), 立即 得 到 T(zo) = yo. 由 此 及 式 (4.3.4) 我 们 导出 
了 了 在 ( 范 数 拓扑 下 ) 为 闭 线性 算 子 . 口 

注 “在 上 面 的 必要 性 中 , 电 和 瑟 的 完备 性 都 可 以 去 掉 . 

作为 本 节 的 最 后 , 再 来 介绍 有 关 开 映像 定理 的 应 用 . 

定理 4*( 无 穷 元 一 次 联 立方 程 组 求解 ) 设 马 是 某 些 “数列 ”所 组 成 的 Fréchet 空 
间 (完备 的 赋 准 范 空间 ), 其 具有 下 列 性 质 : 

(i) 吾 中 元 列 均 有 关系 : 按 范 收敛 一 坐标 收敛 ; 

(站) 对 任意 的 Y= {mi} EB, 无穷 元 一 次 联 立 方程 组 


oo 
Dikék = mh (i= 1,2,.…) 
k=1 


均 有 唯一 解 z = {&x}. 
那么 , 必 存 在 忆 上 的 一 列 连续 线性 泛 函 {fk}, 使 得 对 任意 Y= {mi} E B, 上面 
的 方程 组 的 解 z = {Ek} 均 可 由 此 列 泛 函 给 出 ; 即 有 


ék = fr(y) (k = 1,2,.…). 
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证 明 首先 , 设 = {{&k}: z = {&x} 是 上 方程 组 对 某 一 元 y = {m%} EB 的 
解 }, 则 由 于 方程 组 是 一 次 的 , 因而 可 知 忆 为 一 线性 空间 . 此 外 , 由 那里 的 假设 条 
件 G 可 知 , 如 果 以 方程 组 的 对 应 关系 作 El 上 的 一 算 子 了， 


T(z)=y= {m}, Vz= {te} eb, 


则 工 为 从 有 到 记 上 的 “1-1” 对 应 的 满 线性 算 子 . 
其 次 , 我 们 在 Bl 上 定义 一 准 范 数 


Oo 
水 1 全 | 
lz = elo+ D7 vo {er} eB 
i=1 


T+ le 
(其 中 
lzlo= I7T(ols, zli= sup| DD oirl; vie N). 
?2 j=1 
可 以 证 明 , 空间 忆 ! 中 的 元 列 按 上 面 的 准 范 数 ‖. | 亦 有 关系 : 按 准 范 收敛 一 > 从 


标 收敛 ; 并 且 Ei 按 该 准 范 数 还 构成 一 个 Fréchet 空间 . 
然后 , 由 Bl 中 的 准 范 数 的 假设 条 件 , 容易 看 出 


上 Ze)le =|zllos jz， VzeR. 


故 综合 上 面 的 结果 可 知 , 下 是 由 Fréchet 空间 Bl 到 Fréchet 空间 瓦 上 的 “1-1” 对 应 
的 连续 线性 算 子 . 这 样 , 由 Banach 道 算 子 定理 则 可 导出 , 了 的 道 算 子 了 必 为 从 王 
到 Bl 上 的 连续 线性 算 子 , 且 有 


{é} =z=T (y), Vvy={m}eE. 
最 后 , 令 
tp =fr(y), vyEeE (vkeN). 


由 7T7! 是 线性 的 , 显然 可 以 得 到 fi (k = 1,2,…) 的 线性 . 而 由 了 的 连续 性 又 知 : 
在 空间 EB 中 如 果 y 一 yo, 那么 在 空间 忆 中 ( 按 准 范 数 外 晴 ) 必 有 


z= 二 了 -1(y) 一 了-1(yo) = zo 按 准 范 收敛 
而 由 准 范 数 | . |* 的 性 质 便 可 导出 , 当 设 z = {x}, zo = 人 0} 时, 由 上 式 便 可 得 到 
一 (k= 1,2,…)，( 坐 标 收敛 ) 
即 : 当 y 一 yo 时 , 必 有 
fr(y) = fr(yo) (k= 1,2,.…), 
从 而 证 得 上 面 所 定义 的 {fi} 均 为 定义 在 上 的 一 列 连续 线性 泛 函 . 0 
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定理 5 设 互 为 一 Banach 空 间 , 则 非 零 元 列 {en} 构成 五 的 一 个 (Schauder) 
基 的 充分 必要 条 件 是 

(i) span{en}( 即 [enj] 也 即 {en} 的 线性 组 合 ) 稠 于 忆 ; 

(ii) 在 马 中 存在 一 与 原 范 数 “ 等 价 ”的 新 范 数 ‖ :1, 使 得 对 任意 数列 {6&4} € 区 ， 


均 有 以 下 关系 式 成 立 ， 
| 于 se < Dael, 
k=1 Nn1 


对 于 任意 的 nl < n2(n1,n2 = 1,2,…) 是 成 立 的 . 

证 明 必要 性 : 当 {en} 是 五 的 可 数 基 时 . 首先 , 由 定义 显然 可 知 , 这 时 定理 的 
条 件 (i) 是 成 立 的 . 由 于 {en} 是 基 , 因而 对 于 任意 的 z = Dnl énen, {Dki trexrl|} 
均 必 为 一 有 界 数列 , 从 而 当 在 EB 中 定义 一 个 新 范 数 


lzl = sup|| Dérerl|, vz = Dénen eB 
™ k=1 n=1 
时 , 显然 可 以 看 出 : 该 范 数 是 满足 定理 条 件 (i 的 , 并 且 还 有 
lzll < llzlh, vzeE. 


其 次 , 我 们 证 明 : EE 在 范 数 ‖ 1 下 也 构成 一 个 Banach 空间 .事实 上 , 对 于 
任意 的 on) C 五 , 如 果 有 jzmi 一 zmazli 一 0(mi,m2 一 co), 那么 , 当 设 zm = 
ee )ek(m € N) 时 , 便 可 导出 : 对 任意 me RN， 


[De er = Deon|| < ems = sls = 0 (masma = 00). (3 
k=1 k=1 


Ee é(™2)|||ex||= Es | Dee" - Enma))ei -De - Etma))ei | 


< 三 er -ee te -ee 
i=1 i=1 


<2||zm — Tmzlli 0 mi,m2 = 00), Vp EN. 


从 而 看 出 : 对 任意 的 ke€ N, 坐标 {E0"}n 均 为 一 Cauchy 数列 , 故 其 必 存 在 极限 总 . 
将 关系 式 (4.3.7) 两 边 取 极 限 ma 一 oo, 我 们 则 可 导出 : 对 于 任意 的 n € N, 一 致 地 
有 


也 也 
| Ve 三 : | 一 0 (m1 一 oo). 
k=1 大 一 1 
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这 样 ， 当 令 Z0 二 De Rex 时 ， 由 上 式 可 知 Xo GE E, 且 有 


nN n 
zm 一 zolh = sup|| Dé" en — DtRen 
™ k=1 k=1 


一 0 (mm 一 00). 


也 即 证 得 忆 在 范 数 | 上 下 亦 是 完备 的 . 

最 后 , 由 上 面 的 结果 , 直接 应 用 Banach 逆 算 子 定理 可 导出 : 以 上 使 均 成 为 
Banach 空间 的 两 个 范 数 ‖: 上 与 ‖: | 是 等 价 的 . 因而 , 本 定理 中 条 件 (i 的 所 有 结 
果 都 得 到 了 验证 . 

充分 性 : 首先 , 我 们 证 明 在 空间 EE 中 , 凡 能 表 为 {en} 的 无 穷 级 数 形式 之 元 , 其 
表示 法 必 是 唯一 的 . 事实 上 , 如 果 有 五 中 一 元 


oo0 Oo 
r=) Eer = >, ékek; 
k=1 k=1 


那么 ,有 _ 
| DDC = é0)exl, = to =0, 
k=1 


从 而 由 定理 的 条 件 (说 可 得 到 
| y 他 一 的 ex||， < | ye -es||, =0 (n=1,2,.…). 
i k=1 


由 此 , 从 归纳 法 显然 可 以 得 出 & = 妈 (k = 1,2,…). 

其 次 , 我 们 证 明王 中 的 元 均 可 表 为 jk_1ékex 的 形式 . 为 此 , 从 定理 的 条 件 (， 
由 {en} 的 线性 组 合 在 EB 中 是 稠 的 , 因而 , 从 条 件 (ii), 只 要 证 明 在 范 数 外 . 沾 下 , 上 
面 的 形式 的 元 所 组 成 的 线性 空间 是 完备 的 就 可 以 了 . 然而 , 这 一 事实 在 上 面 定理 的 
必要 性 证 明 中 已 经 证 得 . 综合 以 上 结果 , 我 们 已 导出 了 空间 瑟 是 以 {en} 为 一 可 数 
基 的 . 口 


习 题 
4.1 用 闭 图 像 定理 证 明 : 从 Banach 空间 羽 ( 分 别 ) 到 Ei(l € 1)( 内 ) 的 连续 线性 算 子 族 
{TI: LET} 的 “共鸣 定理 ”( 即 ， 当 sup||Zi( 咱 < oo (Vz E 万 ) 时 , 必 有 sup | < 00). 


42 设 已 为 Banach 空间 , Bl 和 2 为 其 内 的 两 闭 线性 子 空间 , 且 对 任意 的 元 ZE 已 , 均 有 
唯一 的 分 解 式 

2 一 2Z1 十 Zoo (ZE 72 € E>). 
试 证 明 : 存在 常数 p, 使 得 对 任意 的 ZE 媚 , z 的 唯一 分 解 元 Z1 和 za 均 有 


llzill < pllzll, llzzll < pllzll; Vz e 五 . 


* 226 . 第 四 章 ” 开 映像 与 闭 图 像 定 理 


4.3 ”如果 {所} 为 定义 在 第 二 纲 赋 准 范 线性 空间 忆 上 的 一 列 连续 线性 泛 函 , 并 且 极 限 
jz) = lim fn(7), vieEE 


均 存 在 . 试用 闭 图 像 定 理 证 明 ; 此 时 f 必 亦 为 妃 上 的 连续 线性 泛 函 . 
4.4 设 了 为 从 赋 范 线性 空间 马 内 到 如 | 内 的 线性 算 子 , 有 全 有 D(T) = E. 试 证 明 : 当 (7T*) 
是 连续 算 子 时 , 其 值 域 W(T*) 必 为 B* 中 的 闭 集 . 
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共鸣 定理 是 泛 函 分 析 中 最 重要 , 最 基本 的 定理 , 它 和 Hahn-Banach 定理 以 及 开 
映像 定理 ( 闭 图 像 定理 ) 被 誉 为 线性 分 析 的 三 大 基本 原理 . 由 于 它 在 理论 上 (如 : 求 
和 法 理论 、 插值 理论 、 偏 微分 方程 的 定性 理论 、 非 线性 分 析 理 论 以 及 抽象 函数 理论 
等 ) 与 应 用 上 (计算 方法 、 凸 分 析 与 优化 等 ) 的 重要 性 , 因此 , 从 19 世纪 到 如 今 , 它 
一 直 被 人 们 所 注意 . 在 19 世纪 , 当时 人 们 从 Fourier 级 数 的 研究 中 提出 了 这 样 的 一 
个 问题 : 能 否 构 造 一 个 周期 为 2r 的 连续 函数 , 使 得 它 的 Fourier 级 数 在 一 预先 给 定 
的 点 是 发 散 的 ? 对 于 这 个 著名 的 问题 , 1876 年 , P. du Bois Reymond 举 出 了 第 一 个 
例子 . 后 来 , 在 1909 年 , H. Lebesgue 也 证 明了 这 种 函数 的 存在 性 . 此 外 , 在 1911 年 ， 
O. Toeplitz 和 H. Steinhaus 对 于 级 数 求 和 的 研究 , 1918 年 , H. Hahn 关于 插值 的 研 
究 , 1920 年 , I. Schur 和 1922 年 H. Hahn 关于 求 和 法 与 奇异 积分 的 研究 , 直至 1927 
年 , S. Banach 与 H. Steinhaus 借助 于 1897 年 W. F. Osgood 定理 的 类 似 方法 , 分 析 
上 述 大 量 成 果 , 终于 总 结 出 了 一 个 一 般 性 的 定理 , 此 即 “ 共 鸣 定 理 ” 或 “一 致 有 界 原 
理 ”( 也 称 为 Banach-Steinhaus 定理 ). 

在 本 章 我 们 将 介绍 共鸣 定理 ( 它 的 原始 形式 及 我 们 的 推广 工作 ), 以 及 由 它 的 结 
果 和 证 明 方法 所 涉及 到 的 一 些 其 他 内 容 . 


85.1 完备 及 第 二 纲 赋 8* 范 空间 (0 < 8* < 1) 中 的 共鸣 定理 


在 本 节 开 始 , 首先 利用 81.9 中 有 关 完 备 空间 的 “ 纲 推 理 ” 方 法 来 给 出 有 关 的 共 
鸣 定 理 . 而 当 注 意 到 赋 8 范 空间 (0 < 6 < 1) 虽然 是 ( 非 赋 范 空间 的 ) 赋 准 范 空间 ， 
但 其 (拓扑 ) 有 界 性 与 (8) 范 有 界 性 相同 , 且 其 上 的 线性 算 子 同样 有 如 下 命题 :“ 有 
界 性 < 连续 性 < 强 有 界 性 ”, 因此 , 我 们 将 一 般 书 上 有 关 赋 范 空间 上 的 共鸣 定 
理 推广 到 赋 p* 范 空间 (0 < 8* < 1) 来 统一 处 理 . 首先 , 我 们 给 出 完备 空间 中 的 共 
鸣 定 理 : 

定理 1 (Banach-Steinhaus 定理 ) 设 轧 和 Bi 均 是 赋 Br* 范 空间 (0<P*<&<1) 
且 羽 是 “完备 ”空间 ,{7T%n} 为 从 马 到 Bl 内 的 连续 线性 算 子 , 那么 , 只 要 {Th} 是 “ 逐 
点 有 界 ” 的 , 即 有 


supllIn(z)| <%, Yz E 了 五 ， 
nN 


人 


则 {Tw} 必 是 “一 致 有 界 ” 的, 即 有 


sup | 2|| < ooe (也 即 sup sup ||Th,(z)|| < oo). 
2 n |lzllg1 


sup sup |T%,(z))| < po. (5.1.1) 
n ZEB(z0,60) 


事实 上 , 假如 式 (5.1.1) 不 成 立 , 则 对 五 内 任意 闭 球 Bo, 必 有 数 ma e N, 使 得 


sup || 7n,(zZ)|| > 1. 
XEBo 


这 样 由 7%, 的 连续 性 假设 可 知 , 必 存 在 某 闭 球 Bi C Bo, 使 得 ||7%,(z) 在 Bi 的 “下 
确 界 ” 满 足 条 件 


,这 ln, (2 >1. 
同样 地 , 由 归 廖 假设 , 对 于 球 B1, 必 有 数 wa € N, 使 得 


sup ||7n(7)|| > 2. 
rEB1 


这 样 由 Th 的 连续 性 假设 类 似 可 知 , 必 存 在 闭 球 B。 C Bi (不 妨 设 d(B2) < 3d(Bi)， 
这 里 d(B) 表示 B 的 直径 ), 使 得 


inf Tao) > 2 


如 此 做 下 去 , 则 可 归纳 得 到 一 闭 球 套 Bl 2 Ba D …D BnD Bntl D1…， 
d(Bk) 一 0(k 一 00), 以 及 一 自然 数列 {nx}, 使 得 均 有 


inf | Tn.(o) >%, VkheN. (5.1.2) 
但 注意 到 空间 五 是 完备 的 赋 准 范 空间 , 故 由 81.9 可 知 
站 Br 一 {zo}. 


k=1 
这 样 , 由 式 (5.1.2) 便 可 得 到 


supl| Tn (zo = co， 


而 此 显然 与 定理 的 假设 矛盾 . 


85.1 完备 及 第 二 纲 赋 8* 范 空间 (0 < 8* < 1) 中 的 共鸣 定理 . 229 . 


其 次 , 由 式 (5.1.1) 成 立 , 故 对 任意 元 6 条 ze 已 (注意 到 已 是 赋 8* 范 空间 ), 由 
6 全 /llzl 记 | = 5o, 即 知 zo 一 (bo/llzl) 记 ze B(zo,60), 故 有 


a- (a < we 
从 而 有 (注意 轧 亦 为 赋 8* 范 空间 ) 
ln (zl 一 Tn(z0) 1 人 ) ,0)|| -zteol 


-| (Se )”s z|||- zkzoj 


< po, vne N, 


jz| 


即 得 到 


[To < , + T(zo)) 


~ = + sup ll7» ee YneN. 


令 : pi = 下 (po 十 supn Ta(zo) 川 (有 限 数 ), 其 显然 与 > 的 选择 无 关 , 并 且 从 上 式 导 出 
To) < pillzll, Vre E, neN, 
也 即 证 得 
sup zu| < p1. m 


其 实 , 在 定理 1 中 , 定义 域 的 完备 性 并 不 是 实质 性 的 要 求 , 而 真正 实质 性 的 要 求 
是 “第 二 网” (回忆 81.9 中 的 定义 ); 此 外 算 子 列 的 “线性 ”要求 也 不 是 本 质 的 . 下 面 ， 
我 们 可 以 得 到 定理 1 的 推广 定理 . 为 此 , 先 给 出 一 个 定义 . 

定义 ” 设 马 和 本 为 赋 准 范 空间 , 从 也 到 忆 ( 内 ) 的 算 子 A 称 为 按 范 次 加 的 ， 
是 指 其 满足 条 件 

IA(z+W) < lA + HAWN, Vz,y eeE; 
称 为 正 齐 性 的 , 是 指 其 满足 条 件 
A(Az) = AA(z), vA>0,5E€R. 


称 其 在 zo 点 是 下 半 连 续 的 , 是 指 其 满足 条 件 : 对 于 任意 的 < > 0, 存在 6 > 0, 当 
lz 一 zol <6 时 ,有 
ll4(zo)l 一 s<14(cl (vz e 五 ). 
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定理 2 设 刀 和 丽 均 是 赋 Br* 范 空间 (0< Br 过 1 且 瑟 是 “第 二 纲 ” 空 间 ; 
{An} 为 从 万 到 己 ] 内 的 按 范 次 加 、 正 齐 性 的 、 下 半 连 续 的 算 子 列 . 那么 , 只 


sup ||4"(z)|| < oo， VZ E 五 ， 
人 也 


则 有 
sup||An lssup 站: |An(z) < oo. 
nN 


证 明 与 证 明定 理 1 一样 , 我 们 首先 证 明 式 (5.1.1) 是 成 立 的 . 
事实 上 , 在 五 中 作 以 下 集 列 {Mn}: 


Mn 人 人 >: p(z) <m ze B}, vneN 


(这 里 , p(z) = supn | 4。(z) 乃 、 
那么 , 由 定理 的 假设 ({4"}“ 逐 点 有 界 ” ), 显然 有 已 = Un-i Mn. 并 且 从 每 一 
个 到 均 为 下 半 连 续 的 (Yn e N), 从 数学 分 析 的 知识 可 知 : 其 上 确 界 p(z) 亦 为 下 半 
连续 的 , 从 而 上 面 每 一 个 Mn 均 是 闭 集 (yn e N). 这 样 , 由 是 第 二 纲 空 间 的 假设 
则 知 : 存在 no e N, 使 得 集 Mn。 含有 三 中 某 一 个 球 B(xo,60), 此 即 导出 
sup sup lAn(z)|= sup 2p(zZ) < no. (5.1.3) 
n rE€EB(zo0,60) rzEB(z0,60) 
其 次 , 对 于 任意 元 6 尖 z e ,同样 由 于 zo 土 (50/|z 上 ) 产 zx e B(xo,60)( 如 图 5.1 
所 示 ), 故 当 注 意 到 {4%} 的 假设 知 : p(z) 亦 为 次 加 B* 正 齐 性 泛 函 , 因而 由 式 (5.1.3)， 


一 方面 有 
nl®) =p (ma) 9 


<p I( ) 二 zo| 十 2 一 Z0) 


<not supl|An(—zo))| (< oo)， (5.1.4) 


当 令 pi = 言 (no 十 supn 上 An( 一 z0) 川 ) 时 , 此 显然 为 与 x 无 关 的 有 限 数 , 且 由 式 (5.1.4) 
导出 : 
p(z) 和 pillzl， VzeE. (5.1.5) 


另 一 方面 , 由 式 (5.1.3) 又 可 得 到 : 当 z 承 9 时 , 有 


p(x0)—p [( 癌 )= <p [zo 和 ( 辣 )” < no, 
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从 而 


世人 >p(z0) 一 70 


lz 
3up [An,(zo)| 一 ro (> 一 oo). (5.1.6) 


故 当 令 : pa = 志 (supn 4。(zo)| - mo) 时 , 此 显然 亦 为 与 > 无 关 的 有 限 数 , 且 由 
式 (5.1.6) 导出 
p(x)>p2llzxll, VYze 石 . (5.1.7) 


因此 , 总 合式 (5.1.5) 和 (5.1.7), 并 注意 到 p(z) 的 定义 , 我 们 立即 证 得 


人 
sup||Anll=sup sup ||An(D) < max{p1, lp2l}. D 
n n llzllg1 


| 
对 于 上 面 的 定理 , 我 们 给 出 几 个 注 记 : 
注 1 如 果 注 意 到 式 (5.1.1), 那么 , 当 用 逆 否 命题 的 形式 来 叙述 上 面 的 共鸣 定 
理 时 , 我 们 便 可 得 到 下 面 的 结果 : 
在 上 面 的 定理 的 假设 条 件 下 , 如 果 


sup sup 1% (2) = oo， 
n llzlsl 


那么 , 对 于 羽 内 任 一 闭 球 B(x,6), 必 存 在 一 元 zo, 使 得 


sup ||T%, (zo0)|| = co. 


此 即 表明 : 由 某 一 序列 的 无 界 性 (与 有 关 的 元 列 {Zn}, 其 使 数列 {ll7n(zn) 用 无 
界 ), 可 以 推出 另 一 序列 的 无 界 性 ( 即 “ 常 元 列 " {zn 三 zo : n E N}, 使 得 {jn(zo) 咱 } 
无 界 ). 这 就 是 共鸣 定理 的 “共鸣 ”一 词 的 来 源 , 并 且 由 上 面 的 关系 式 可 知 , 这 样 的 点 
zo 的 集合 在 己 内 是 “ 稠 ” 的 (从 后 面 的 85.2 便 可 导出 , 此 点 集 不 但 是 稠 的 , 而 且 还 
是 “第 二 纲 ” 的 , 此 外 , 此 集 的 余 集 必 为 “第 一 纲 ” 的 ). 
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注 2 上面 的 定理 也 可 称 为 “ 异 点 凝聚 原理 ” . 因为 由 注 1, 可 把 点 列 {zn}( 其 
使 得 {ll7Tn(zn)l 发 散 ) 视 为 某 种 “村 异 ” 点 列 , 而 那里 的 结论 却 告诉 我 们 : 这 种 变 
动 的 奇异 点 列 都 可 以 换 成 一 个 国定 的 点 zo( 也 即 凝 聚 成 了 一 个 奇异 点 Z0). 

从 上 面 的 共鸣 定理 , 我 们 不 难得 到 下 面 的 几 个 十 分 有 用 的 推论 : 

推理 1 设 电 和 刀 均 是 赋 B* 范 空间 (0 <B*<<1), {Twn} 为 巨 到 有 已 (内 ) 的 
一 列 连续 线性 算 子 ; 如 果 对 任意 的 z E 万 , limn_,oo T(z) 均 存 在 , 那么 , 当 妃 为 “第 
二 纲 ” 空间 时 , 如 令 

T(z) = im Tn(Z)， VZE 五 ， 


则 了 必 亦 为 瑟 到 丁 ( 内 ) 的 连续 线性 算 子 . 
证 明 由 假设 , 对 任意 的 re B, limn_,oo Tn(7) 均 存 在 , 故 知 limn 一 oo 17n(z)l 
亦 存 在 . 从 而 对 于 收敛 数列 {Ta(z) 咱 , 必 有 


sup ||7Tn(z)‖< co， VZE 五 . 
n 


再 注意 到 {7%} 是 连续 线性 算 子 列 , 上 且 瑟 是 第 二 纲 ( 赋 8* 范 ) 空间 , 因此 , 直接 利用 
定理 2 立即 得 到 


sup | 7n| < p, 
n 


其 中 p 为 某 一 常数 ， 
这 样 , 注意 到 了 的 假设 , 其 显然 是 线性 算 子 , 且 从 上 面 结果 可 以 导出 


[TON = lim NT (ON slimsupllzull lzll < pllzl, ve eB, 
多 一 OO 


也 即 了 是 强 有 界 的 线性 算 子 , 故 必 为 连续 线性 算 子 . OD 

注 3 从 推论 1 我 们 直接 得 到 , 如 果 五 为 Banach 空 间 , Bi 为 赋 范 空间 , 好 (五 一 
i) 为 到 Bl 内 的 所 有 连续 线性 算 子 组 成 赋 范 空间 , 那么 , B( 一 I) 对 于 “ 逐 点 
收敛 ”( 强 收敛 ) 也 是 封闭 的 . 此 即 : 对 于 任意 的 {Tn} C B(B 一 Bi) 如 有 : Tr(z) 一 
T(z) (Yz € ), 则 必 有 TE B(E 一 记 )( 回 忆 到 “数学 分 析 ” 中 连续 函数 列 的 “ 逐 点 
收敛 ”极限 未 必 仍 是 连续 的 , 由 此 可 知 , 这 里 “线性 ”这 一 代数 性 质 却 带 来 了 很 好 的 
拓扑 性 质 ). 此 外 , 值得 注意 的 是 , 当 赋 范 空间 不 是 完备 的 时 候 , 如 果 赋 范 空间 乌 
也 不 是 完备 (否则 由 82.2 可 知 B(E 一 锯 ) 必 完 备 ) 的 时 候 . 则 当 {Th} 依 算 子 范 数 
是 一 个 Cauchy 列 时 , 也 并 不 能 保证 {Th} 在 B(B 一 i) 内 有 极限 . 

推理 2 当 轧 为 “第 二 岗 ” 赋 8* 范 空间 (0 < B* < 1) 时 ,为 了 在 其 上 定义 而 
在 一 “完备 ” 赋 B* 范 空间 上 取 值 的 连续 线性 算 子 列 {Th} 是 强 收敛 的 ,其 充分 必要 
条 件 是 : 
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(i) 划 lzal 是 有 界 数列 ; 

(存在 百 中 某 一 子 集 万 , 使 得 对 任意 的 ED, {T(z)} 均 收 敛 , 且 古 an{D} = 
EE( 即 DD 的 线性 组 合 稠 于 五 ). 

证 明 ”必要 性 由 共鸣 定理 即 可 得 到 . 下 面 就 来 证 明定 理 的 充分 性 . 

对 任意 ze 已, 如 果 > e span{D}, 那么 由 算 子 列 {Tn} 的 线性 , 根据 假设 条 
件 (让 便 可 得 到 {T(z)} 是 收敛 的 . 而 当 ze ENspan{D} 时 , 对 任意 es > 0, 由 设 
可 ai{D)} = , 因而 存在 ye span{D}, 使 得 ly 一 zl| < 豆 ( 其 中 p > supn Trl, 由 
假设 条 件 (i) 可 知 其 为 有 限 正 数 ). 这 样 便 有 


[Ts (5) — Ta (oN < Tz) — Ta (DN + Ta() — Tr + my) — Tn) 
< (Tl + Tm Dy = zl + Tay) 一 Zr 人 | 
<3+NT:(W) -Tn(W (mm= 2°). 


注意 到 前 段 结论 可 知 : 对 上 述 正 数 e, 存在 Ne N, 使 得 当 n,m > N 时 , 有 
IO) — Tn < 3 


代入 上 式 则 有 
i (7%,.(2) — Tm (7)|| = 0, 


即 {T(z)} 为 Bi 中 的 Cauchy 列 . 最 后 , 当 注意 到 Bi 的 完备 性 时 , 则 可 导出 {Zn(z)} 
是 收敛 的 . 总 上 , 我 们 便 证 得 {Th} 在 已 上 是 强 收敛 的 . 口 
当 再 次 注意 到 82.2 中 的 定理 , 从 一 个 赋 范 空间 五 的 共 斩 空 间 E*( 即 B(E 一 K)) 
必 为 Banach 空间 , 我 们 亦 可 得 到 下 面 有 关 共 鸣 定 理 的 另 一 个 常用 的 推论 : 
推理 3 设 马 为 赋 范 空间 ,元 列 {Zn} C 五 , 若 : 


Tn— zo EE(n— 0) 
(机) 


( 即 
j(zn) 一 jzo) 人 一 co)， vfeE’), 
则 有 


sup ||znl| < co. 
也 


证 明 ”回忆 82.3, 我 们 考虑 元 列 {zn} 在 BE** 中 的 典 则 映像 列 {Jzn}. 显然 , 其 
为 Banach 空间 EB* 上 的 一 列 连续 线性 泛 函 . 注意 到 典 则 映像 7 的 定义 , 有 


(Jzn)(f) = f(zn) = f(z0) = (Jro)(f) (n= 0%), vf eb, 
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故 知 
sup|(Jzn)(f) < oo， VE 天 


这 样 , 从 定理 1 立即 得 到 


sup ||Jzza|| < oo. 
也 


最 后 , 注意 到 典 则 映像 7 是 五 到 五” 内 的 线性 等 距 ( 保 范 ) 算 子 , 从 而 立即 导 
出 


sup ||znl| < eco. 口 
Nn 


注 4 从 上 面 的 证 明 中 可 以 看 到 , 其 实 {zn} 的 弱 收 敛 假设 可 以 减弱 为 “对 于 
任意 的 f € 忆 *, limn_,oo f(zn) 均 存 在 , 更 一 般 地 ,只 要 supn|jf(zn)j| < co”, 则 上 述 
推论 的 结论 亦 成 立 . 也 即 , 此 时 该 推论 可 变 成 下 面 命题 : 

命题 设 一 为 赋 范 空间 , {zn} CB, 则 {zn}“ 弱 有 界 ” < 一 {zn} 按 范 有 界 . 

此 外 , 利用 前 面 的 共鸣 定理 , 我 们 还 可 以 给 出 下 面 的 有 关 向 量 值 函数 的 一 个 推 
论 : 

推理 4 设 z(t) 是 从 实 区 间 (a,b) 到 赋 范 空间 五 (内 ) 的 向 量 值 溃 数 , to € (a, 0b). 
如 果 对 于 每 一 个 je B*, 数值 函数 有 [z(t)] 在 点 to 均 可 导 , 那么 I(t) 必 在 to 点 连续 
( 即 有 上 一 加 一 zz 一 z(to)| 一 0). 

证 明 对 于 任意 的 {tn} C (a,b), 若 有 妃 一 如 作 一 co) 且 如 和 加 (veN), 则 
在 中 取 相 应 的 点 列 {zn}: 
= z(tn) — z(to) 


vneN. 
Es 


Tn 


由 假设 知 : 对 每 一 个 f e E*, 均 有 
im f(zn)= lim fe = | 


_ JE 一 fd 
9 tn—to 


=f"[z(t)] t=to 


存在 , 因此 有 
sup|f(zn)| < co， vf EP”. 


这 样 , 从 前 面 的 命题 可 知 必 存 在 正 数 p, 使 得 


sup ||zn|| < p, 
nn 
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此 即 
z(tn) — z(to) 

sup | m0 <p 

即 有 
[zttn) = z(to)l < plts tol (VneN). 

由 此 立即 导出 

im lz(tn) 一 ztto =0, 
从 而 证 得 z(t) 在 点 如 的 连续 性 D 


85.2 广义 拟 次 加 泛 函 族 的 共鸣 定理 


本 节 将 把 共鸣 定理 推广 到 更 加 广泛 的 一 类 非 线 性 泛 函 族 中 . 为 此 , 我 们 先 来 介 
绍 拟 次 加 泛 函 . 
定义 1 设 p(z) 为 定义 在 线性 空间 妃 上 的 泛 函 . 称 p(Z) 为 7 次 加 的, 如 果 存 
在 正 数 1, 使 得 
p(z+Yy) yp)+p(y)), Vz,yeE 五 . 


称 p(z) 为 拟 次 加 的 , 如 果 存 在 ?了 > 0, 使 得 其 为 7 次 加 的 . 
注 1 从 上 面 的 定义 中 , 可 以 得 到 关于 7 次 加 泛 函 的 以 下 几 个 常用 性 质 : 
1) p(z —y) > 2 — p(y); 
2) 对 于 任意 的 ne N， 


p(T1+T2t+ + Tn) SYPT1) + Y pT2) + + yl p(n 1) + p(xn); 


特别 地 ， 
3) p(nz) < (PRY +27" 1!) p( 2); 
4) p(27 x) < (27)" p(7); VI,Y, zl72 ,Tn € EF, vneN. 
为 了 对 Y 次 加 泛 函 有 直观 的 了 解 , 我 们 介绍 以 下 几 个 例子 : 
例 1 赋 范 空间 马上 的 泛 浮 


pa(Z) = ||zl|®, vrEeEE 


(这 里 a 为 国定 正常 数 ), 必 为 2 次 加 泛 函 (这 里 [a] 表示 a 的 整数 部 分 ), 特别 地 ， 
当 0 <a<1l 时, p(7) 为 次 加 泛 函 , 并 且 还 是 连续 泛 函 . 
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例 2 设 在 赋 范 线性 空间 媚 上 定义 的 泛 函 


1 
lzl， 当 llzl < 3 时， 
p(x) = ] vr eb 
2|lzll， 当 llzll > 3 时 ， L 
则 p(z) 是 媚 上 的 2 次 加 泛 函 , 而 且 均 有 |p(z)| < 2llzll(yz e 吾 ). 然而 在 上 zx = 3 


的 球面 上 , p(Z) 都 是 不 连续 的 , 因而 p(T) 不 是 已 上 的 连续 泛 函 . 
例 3 在 及 上 , 令 


(z) = 2， 当 7z EQ 时; 
* z+1， 当 zgQ 时 


(其 中 国 表示 到 中 的 有 理 数 的 集合 ), 则 p(T) 为 其 上 的 处 处 不 连续 的 次 加 泛 函 ， 
例 4 设 线性 空间 媚 上 定义 的 泛 函 D(zZ) 满足 条 件 


0< ifp(Z) < up P(Z) < a inf p(z), 
则 其 必 为 3 次 加 泛 函 (显然 弛 > 下 . 而 若 满足 条 件 
inf p(7) < mp p(z) < B. inf p(x) < 0， 


则 其 必 为 & 次 加 泛 函 (显然 0< 6 < 1). 

为 了 利用 共鸣 定理 的 逆 否 命题 来 研究 我 们 熟知 的 Banach 空间 (或 Fréchet 空 
间 ) 按 (代数 ) 包含 关系 , 作为 线性 子 空间 改 范 后 是 否 均 为 第 一 纲 空间 的 问题 , 在 研 
究 到 Ml[a,4] 空间 的 元 改 为 ZP [ww 引 (2* > 0) 范 数 或 准 范 数 后 必 构 成 一 个 第 一 纲 赋 
范 或 赋 准 范 空间 时 , 我 们 必须 将 共鸣 定理 推广 到 更 一 般 的 所 谓 的 “广义 7 次 加 泛 函 
族 ” 来 讨论 . 

定义 2 设 0<PBr<1. 从 赋 PB* 范 空间 万 到 赋 B* 范 空间 妃 内 的 算 子 4 称 
为 按 范 7 次 加 的 , 是 指 上 4(z) 省 是 已 上 的 次 加 泛 函 . 

从 赋 B* 范 空间 媚 分别 到 赋 8* 范 空间 {\: 入 E A} 的 算 子 族 {4: 入 EA} 称 
为 是 广义 按 范 7 次 加 的, 是 指 : 存在 正常 数 ,使 得 对 于 任意 的 指标 入 E 人, 均 对 应 
有 指标 入 E A, 使 得 一 致 地 有 关系 式 


|As(z + < yAv(DN+NAVv WD vr,yeE 


成 立 , 并 且 称 X 为 入 的 对 应 7 次 加 指标 . 
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例 5 在 空间 LP (Q,2,m)(p* > 0) 上 定义 一 个 泛 函 族 {gs: 入 > 0}: 
gA(zZ) = Xp +1. pf{t: |z(t)| >A,teQ}, vreL? (0), 
则 {gs} 是 一 个 广义 22 "+1 次 加 、 非 负 的 泛 函 族 , 并 且 满 足 条 件 ， 存在 常数 po > 0， 


使 得 对 于 每 一 个 指标 入 > 0, 存在 常数 6、 > 0, 使 得 均 有 9A(Z) < po, vx E B(0,6)). 
证 明 显然 , 集合 9 内 有 以 下 子 集 间 的 关系 式 : 


{t: |z(t) + y(t)| > Nt e Q} Cc {t: |z(t)| > 得 e Q}U {t: |z(t)| > 3 e Q}. 


故 知 
ga(z +Y) =AP tl. pt{t: |z(t) + y(t)| > ,te Q} 
< MP +1 [a{# Iz(t)| > = o} 十 p{t: Iv(t)| 寡 E oj| 
一 22p “十 1 [Wt € Q: |z(t)| > 说 十 (人 ”of E Q: |y(t)| > >]] 
=22 +[g(z)+g3(] Vr,y EL? (DDN (YA>0). 
也 即 : {gs: 入 > 0} 为 一 非 负 的 “广义 22p +1 次 加 ” 泛 函 族 . 并 且 , 当 设 
E(x) = {t: |z(t)| >A}, vreL? (0) (YA>0) 
时 , 还 可 得 到 
Iga(z)|=X7 tiplE(z)] = > DP p(BEM(z))] 
A tl t)|l? (dt 
| On 
{ XP"+1|lzjP*"， 当 p* 之 上 时 ， 


XP "+lzll(y:)， 当 p* <1 时， 
vreL? (DA (YA> 0); 


其 中 : || || 表示 空间 Zz (1)(p* > 1) 的 范 数 , | 上) 表示 空间 L? (jp)(p* < 1) 的 准 
范 数 . 
由 此 我 们 立即 可 知 : 存在 常数 po > 0, 对 于 每 一 个 指标 入 > 0, 存在 6、 > 0, 使 
得 均 有 gx(z) < po, Vx € B(0,6,). OD 
为 了 推广 共鸣 定理 , 我 们 需要 下 面 的 一 个 引 理 . 在 此 之 前 , 先 要 将 泛 函 p(z) 的 
值 扩充 为 可 取 土 oo. 此 时 , 依 通常 的 惯例 , 我 们 将 视 co - ooe 为 不 定 . 特别 地 , 当 p(z) 
为 7 次 加 泛 函 时 , 若 p(z) = p(y) = co, 则 总 认为 关系 式 ptz - 切 > ?如 一 p(y) 无 


本 


论 p(z 一 y) 取 什 么 样 的 值 , 其 均 是 成 立 的 . 下 面 就 给 出 在 后 面 证 明 中 起 着 重要 作用 
的 引 理 : 

引 理 设 巨 是 赋 B* 范 空间 (0 < B* <<1),p(z) 为 妃 上 的 Y 次 加 泛 函 . 如 果 pz) 
在 某 球 B(x0,60) 是 (数值 ) 有 上 界 , 并 且 相 应 存在 数 &0 > 0, 使 得 p( 一 0 20) < co, 那 
么 , 或 者 p(z7) 三 -oo (VX EB), 或 者 p(X) 在 任意 原 心 球 B. 上 (数值 ) 有 界 . 

证 明 ”如果 p(z) 在 上 不 恒 取 -co, 则 必 有 一 元 zl 使 得 p(x1) 二 oc. 

对 任意 的 + > 0, 令 71= zil| 二 7. 下面 先 来 证 明 p(z) 在 原 心 球 Br, 上 是 ( 数 
值 ) 有 上 界 的 (注意 : 这 里 的 方法 可 以 参看 图 5.2 来 理解 ). 


X+ née 
, 


‘ 
’ 
oo 
, 


图 5.2 


(| zoll +m) < n6o. 此 外 , 还 可 找到 两 个 自然 数 nl 和 nz, 使 得 
no < mi ， 


这 样 ， 对 任意 元 rE Br, 有 


ni<nzéo<nitl. 


p(T) < 7[p(z + n2 é0 x0) +p(—n2éo zo)]. (5.2.1) 
由 于 


p(T+n2éox0)=p |m 二 人 十 naéozo)| 


一 2 
< ~ k ni—1 z 十 n2é0T0 a 
k=1 


站 
而 注意 到 ni, nz 和 no 的 取 法 , 又 有 
| so) = (二 ) et natoro ~ maol 
< (E) [lzl+ (rato = ma) eoll] 
< (二) (r+ leol) 


1 
<—(r1 + lzoll) < 0o， 
no 


此 即 
T+ noéoro < Brzo 80); 
因而 , 从 式 (5.2.2) 及 引 理 假设 有 
人 1 一 2 
p(T+n2éoro) < ( > 十 2y™ 1 )po (5.2.3) 
k=1 


(这 里 po 为 p(x) 在 球 B(zo,60) 上 的 某 一 (数值 ) 上 界 ). 
此 外 , 从 引 理 假设 还 可 得 到 


p(—n2éo7r0) < ( 9 1)p(- —é070) < co， (5.2.4) 
因此 , 当 将 式 (5.2.3) 和 (5.2.4) 代入 式 (5.2.1) 时 , 我 们 则 可 导出 
ni1—2 n2—2 
p(7) &7Y [( Dp, + 2y™ 1 )po + ( Dj + 2y™ 1 )p(—éozo)| 
k=1 k=1 


Spi(<o00), vreB,. (5.2.5) 
然后 , 我 们 证 明 pz(z) 在 原 心 球 B. 上 是 (数值 ) 有 下 界 的 . 
其 实 , 对 于 任意 元 ze Br, 由 于 
lza — zl < lzill + lzll < llzill + 
故 知 zl _z e B,,, 从 式 (5.2.5) 有 
p(z1— 7x) < p1. 
因而 从 pz(z) 的 YY 次 加 性 以 及 点 zl 的 取 法 , 立即 导出 


D(z1) 
7 


P(Z)=D(Z1 一 ZI1 十 IT) > 一 p(zl 一 IT) 


> 中 人 一 01 全 pz(> -oo)， VzeEPBr. (5.2.6) 


人 


最 后 , 综合 式 (5.2.5) 和 (5.2.6), 立即 导 得 : 对 任意 的 7 > 0, 均 有 


sup |p(z)| < oo. 0 


lzllsr 


有 了 上 面 的 引 理 , 我 们 不 难 导出 下 面 更 一 般 的 推广 了 的 共鸣 定理 (这 里 , 部 分 取 
材 于 我 们 2000 年 最 新 的 结果 , 可 参阅 文献 [28]). 

定理 1 设 马 是 一 个 第 二 纲 的 赋 B* 范 空间 (0< B* < 1), 4 为 从 五 到 赋 准 
范 空间 本 (内 ) 的 算 子 (入 EA). 如 果 {Aa: 入 EA} 是 “广义 按 范 7 次 加 算 子 族 ”( 即 
全 4A、(z) 首 入 eEA}+ 是 广义 7 次 加 泛 函 族 )， 其 满足 以 下 条 件 : 

(i) 在 巨 中 存在 一 族 球 {B(zA,6): 入 EA} 和 一 常数 po > 0, 使 得 均 有 


4a(z) < po, VIE B(xza,6,) (vA € A). 
并 且 有 
suplAs(—zA)N < o0. 


( 记 在 巨 中 某 球 B(z1,61) 内 的 一 个 第 二 纲 集 @ 上 , 以 及 相应 的 反对 称 某 球 
一 61.B(7Z1,61) (&1 为 某 一 正 数 ) 内 的 一 个 稠 集 D 上 , 均 有 


supl|As(z)| < vzreQ@UD, 
和 


则 对 于 任意 的 7 > 0, 一 致 地 有 


sup sup | 4x(z)|| < oo， 
入 . |zllsr 


证 明 首先 , 令 
p(7) = Sup 4x(z)， VzeE, 


显然 , 从 假设 可 知 p(x) 为 空间 五 上 的 7 次 加 泛 函 . 因而 , 当 设 集 列 {M4} 为 
Mx: = {x: p(z) <k, x EQ}, vkEN 


时 , 则 由 定理 的 假设 有 、 
Q = Mx, 


k=1 


故 从 Q 的 第 二 纲 假设 可 知 : 存在 集 Mx。 和 EE 中 的 一 个 球 B(xo,60), 使 得 


B(zo, 60) C Moe. (5.2.7) 
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并 且 注 意 到 Q@ C B(z1,651) 的 假设 有 B(xzo, 60) C B(x1,61). 
其 次 , 我 们 将 要 证 明 : 泛 函 p(z) 在 球 B(zo,6o) 上 是 (数值 ) 有 上 界 的 . 
事实 上 , 对 于 任意 元 ze B(zo,6o) 及 任意 指标 入 Ee A, 当 设 入 的 对 应 7 次 加 指 
标 是 和 1, Ai 的 对 应 7 次 加 指标 是 和 2 时 , 从 式 (5.2.7) 可 知 : 存在 元 ys Mo, 使 得 
上 |z 一 yoll < 6x. 这 样 , 由 于 zxs +Z 一 yeBzx gx), 从 p(7z) 的 7 次 加 性 及 定理 的 
假设 条 件 (i), 我 们 得 到 
As\(z) < 7 [A (yo 川上 +I4(z 一 oo) 用 
yAs (yo + (As (za) + A (Tas +z 一 2zo)| 
<yp(yo) +Y Sup 上 4A(-zA 川 二 ?po 
委 7 了 io 十 他 sup lAs(—zM)+ Y po 
全 p1 (< co). 
而 当 注 意 到 上 面 的 非 负数 pi 与 球 B(xo,60) 中 元 z 和 指标 入 eE A 的 选择 性 均 无 关 
时 , 我 们 立即 导出 


P(Z) EE bh 上 14a(z) 川 < 01， VZE B(xo, 0o)， (5.2.8) 


即 p(z) 在 球 B(zo, go) 上 是 (数值 ) 有 上 界 的 . 
最 后 , 注意 到 前 面 已 知 B(xo0, 60) C B(z1,51), 因此 有 


—é1B(zo, 00) C —é1B(z1, 01). 


并 且 从 集 D 稠 于 -&1B(zi,61) 的 假设 可 以 得 到 : -6&1B(zo,60) 内 必 合 有 DD 中 的 点 
(注意 定理 假设 条 件 (ij) 中 D 中 点 的 性 质 ). 这 样 一 来 , 结合 式 (5.2.8), 我 们 不 难 从 前 
面 引 理 直 接 导出 本 定理 的 结论 . 口 
从 上 面 的 定理 , 我 们 容易 直接 得 到 : 
定理 2 如果 空间 已 和 算 子 族 {4M: 入 EA} 如 上 面 的 定理 所 设 , 且 满 足 那 里 
的 条 件 (i) 和 下 面 的 (i)/; 
(ii)’ sups ||As(z) < ee sups Aa(-z)N < 0%, vr E 五 ; 
那么 , 只 要 轧 中 存在 一 个 第 二 纲 集 @, 使 得 


supllAx(T) <%, Vzre®Q, 
入 
则 对 于 任意 的 7 > 0, 一 致 地 有 


sup sup | 4x(z)|| < co. 
入 llzlsr 


I 


作为 对 上 面 定理 1 和 定理 2 条 件 (i) 的 推论 , 我 们 可 以 得 到 : 

定理 3 ”如果 空间 轧 和 算 子 族 {A、: 入 E A} 如 上 面 的 定理 所 设 , 其 满足 以 下 

(i)' 在 万 中 存在 一 族 球 {B(zA,6A): 入 E A}, 使 得 对 于 任意 的 入 E A, 泛 画 
4a(z) 在 对 应 的 球 B(zA,6、) 内 均 是 “下 六 连续” 的, 并且 有 


sup Aoo)(zs) < oo 


(这 里 , o( 和 ) 为 泛 函 ||4A(z)|| 对 于 入 的 7 拟 次 加 “指标 ” )， 
sup 4s(—zM|| < eco. 


(ii)’ sups\ ||A\(z)|| < ooe sup ||As(—z)| < %, vr E 五 . 
那么 , 只 要 互 中 存在 一 个 第 二 纲 集 @, 使 得 


supl|A\(z)| <%, VYzeEeQq， 
入 


则 对 于 任意 的 > > 0, 一 致 地 有 


sup sup ||4x(z)|| < ooc. 
入 llzllsr 


证 明 ”这 里 只 要 将 前 面 定 理 中 的 条 件 (推导 出 来 , 那么 , 由 定理 2 就 可 立即 得 
到 本 推理 的 结论 . 下 面 就 来 验证 这 一 事实 . 

首先 , 与 定理 1 的 证 明 中 前 面 的 推导 一 样 , 从 第 二 纲 集 8 的 存在 性 和 假设 , 必 可 
找到 一 个 集 Mx。 全 {z: p(z) < ko, ze Q@} 和 一 个 球 B(zo, 60), 使 得 那里 的 式 (5.2.7) 
成 立 , 即 有 

B(xo, 60) C Mex. 

并 且 , 不妨 假 设 zo e Mi 

其 次 , 对 任意 的 入 eA, 设 名 = min{6、,60}. 我 们 将 要 证 明 : 存在 正 数 po, 使 得 
每 一 个 泛 函 | 4x(z)| 在 相应 球 刀 (zx, 人) 内 均 以 po 为 上 界 (YAE A). 

事实 上 , 对 于 任意 的 XeEA 和 ze B(zx,5), 由 假设 14x(z)|| 在 点 z 是 下 半 连 
续 的 , 因此 对 给 定 的 so > 0, 存在 cx > 0, 使 得 

ly 一 zl < cx 一 |4\(2)|| -eo < lA4\(W. (5.2.9) 


由 I 的 取 法 可 知 Xo+7X—7zAE B(xzo, 00)， 故 从 前 式 稠 性 关系 ， 存在 元 bo € Meko, 使 
得 上 bo 一 (zo 十 xz 一 za 川 <oa, 也 即 有 


(bo 一 Zo 十 ZA) 一 2| < oa, 
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故 从 式 (5.2.9)( 当 入 对 应 的 7 拟 次 加 指标 为 At 和 1 对 应 的 7 拟 次 加 指标 为 A2 时 )， 
立即 得 到 


4s(z)|<eo+ lAa(bo — zo + x») 
<eot+ YA (z+ YY [As (00) + Aas,(—zo) 咱 
<eo t+ Ysup Aooy (z+ y*[p(b0) + p(—z0)] 


<eot+”y Sup Ao (z+ [ko + p(—7z0)] 


人 
二 po, 


(那里 c(A) 是 和 对 应 的 7 拟 次 加 指标 (YA e A)). 注意 到 本 定理 的 假设 条 件 (i) 可 
知 : sup Aooy(za 川 < oo; 又 从 本 推理 中 的 假设 条 件 (i)', 由 于 sup、 4a(zo) = 
2p(zo) < ko(< 00) ( 因 已 设 zo e Mko), 故 知 p( 一 20) = supx | 4x(-zo)| < co. 因此 , 上 
式 中 的 po 必 为 一 有 限 数 , 并 且 与 z 在 球 B(za, 纺 ) 内 的 取 法 以 及 入 e A 的 选择 无 
关 . 

这 样 一 来 , 我 们 已 经 导出 : 存在 常数 po > 0, 使 得 均 有 


4x(olgpoo，vzeBlz 6 (vAe A). (5.2.10) 


此 即 导出 了 定理 1 中 的 条 件 (i), 从 而 本 推论 得 证 . 品 

注 1 在 定理 3 中 , 如 果 我 们 将 那里 的 条 件 (i) 中 的 球 族 加 强 为 “同心 球 ” 
族 {B(zo0,6s): 入 E A}, 则 相应 条 件 “sup 上 Aoo) (zh) < oo” 便 可 简化 为 “sup》 
| 44zo 川 < ce”. 

作为 上 面 定理 的 应 用 , 可 以 得 到 下 面 有 关 第 一 纲 空间 的 几 个 命题 . 我 们 知道 , 对 
于 一 个 线性 空间 而 言 , 当 范 数 ( 准 范 数 ) 的 定义 不 同时 , 其 不 但 能 在 “ 质 ” 上 使 空间 
的 “完备 ”性 起 相反 的 变化 , 而 且 在 “ 量 *” 上 也 能 使 空间 起 着 极 大 的 变化 (由 第 二 纲 
变 为 第 一 纲 , 或 者 相反 ). 利用 共鸣 定理 的 道 否 命题 , 我 们 可 以 由 “定性 ”地 了 和 解 空 
间 之 间 的 包含 关系 (在 “代数 同 构 ” 意 义 下 ) 深入 到 “定量 ” 地 了 解 这 些 空间 . 例如 : 
从 代数 同 构 意 义 下 , 我 们 知道 : 对 任意 0 < pi < 3, 有 

(07:) c (2) c (00) c (0) c (m), 
Mla,b| C L?i[a,b] C LPila, bl]. 

而 从 “定量 ”来 看 , 对 于 “被 包含 ”的 空间 , 当 改 其 范 或 准 范 为 “包含 ” 它 的 空间 的 
范 或 准 范 数 时 , 其 所 占 的 “数量 ”是 “很 少 很 少 ” 的 . 精确 地 说 , 此 时 它 仅仅 是 包含 
它 的 空间 内 的 第 一 纲 集 ! 

下 面 仅 给 出 两 个 推论 作为 范例 . 而 从 第 二 个 推论 , 读者 便 可 明白 , 我 们 当初 为 
什么 要 定义 “广义 拟 次 加 泛 函 族 ”, 并 将 共鸣 定理 推广 到 此 类 泛 函 族 上 . 
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推理 1 任意 赋 ( 准 ) 范 空间 (bP) (0 < p* < oo) 的 元 之 全 体 在 空间 (co) 内 必 
组 成 一 个 第 一 纲 线性 子 空 间 . 因而 , 在 空间 (co) 的 范 数 下 其 自身 必 构 成 一 个 第 一 网 
的 赋 ( 准 ) 范 空间 . 

证 明 ”在 空间 (co) 中 , 我 们 定义 一 列 “2?” 次 加 ( 非 负 )” 泛 函 列 {gn}: 


gn(7) = |érl?, Vz={ér} € (co) (vneN). 
k=1 


注意 到 


|gn (2) <n (max, | 各 | 


Sm zl 区，Yz= {é} € (o) (YeN) 


(这 里 , | | 代表 (co) 空间 的 范 数 ), 故 知 每 一 个 gn(z)(n e N) 均 是 连续 的 泛 函 . 并 
且 满 足 
sup | gn( 人 | =0(< oo) 


和 


sup |gn(z)| < co < 一 sup|gn(—7)| < 00, Vz € (co0). 
nn 也 


注意 到 对 任意 0<p* < co 有 


sup | gn(y) De <o00, Vy= {nk} € (ez ), 
k=1 
故 反之 , 如 果 (4r ) 中 的 元 之 全 体 在 (co) 内 是 一 个 第 二 纲 集 , 则 从 前 面 定 理 3 后 的 
注 有 
yD. sup |gn(z)| < oo， vr>0. (5.2.11) 
n% lzlleo sr 


但 式 (5.2.11) 在 (co) 中 是 不 成 立 的 . 事实 上 , 特 取 元 zo = {()*}& Bi(co), 则 有 


ng | 
sup|gn(z0)| = DE = 
人 k=1 


而 此 显然 与 式 (5.2.11) 矛盾 ! 此 即 得 到 : 对 于 任意 的 p* > 0, 空间 (lr ) 在 (co) 的 范 
数 下 构成 (co) 内 的 第 一 纲 集 . 

为 了 说 明 对 于 任意 的 数 p* > 0,( 刀 ) 在 (co) 的 范 数 下 , 自己 构成 一 个 第 一 纲 空 
间 , 只 要 注意 到 (f?”) 中 的 元 的 全 体 在 (co) 范 数 下 是 稠 于 (co) 的 , 就 可 直接 导出 结 
论 . 口 
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在 上 面 推论 1 的 证 明 的 最 后 , 我 们 用 了 下 面 的 一 个 事实 : 

命题 ” 设 M 是 一 个 距离 空间 ，Mo C M, 如 果 Mo 自己 也 构成 第 一 纲 空间 ， 则 
Mo 在 M 内 是 第 一 纲 集 ; 如 果 Mo 在 M 内 是 第 一 纲 集 , 且 Mo 稠 于 MM, 则 Mo 自己 
也 构成 第 一 纲 空间 ， 

证 明 如果 Mo 本 身 是 第 一 纲 的 空间 , 则 Mo = UZ2  B。 其 中 B。 是 Mo 中 的 
稀 琉 集 . 对 于 任意 M 中 开 集 U,U 门 Mo 是 Mo 相对 开 集 , 从 Bn 是 Mo 中 的 稀 玖 集 知 ， 
存在 Mo 中 相对 开 集 Mo 门 V 关 2 (其 中 V 是 MM 中 的 开 集 ), 使 得 Mo 站 c Mo 由 UV， 
并 且 (MomV)nmB,。 = Ci, 从 而 可 以 导出 UNV8 且 (UN 站) 门 Bn = 2. 此 说 明 
了 每 个 集 Bn 是 M 的 稀 政 集 , 故 Mo 是 空间 M 中 的 第 一 纲 子 集 . 也 即 第 一 个 结论 
是 成 立 的 . 

至 于 第 二 个 结论 , 事实 上 , 由 假设 存在 M 中 稀疏 集 Bn, 使 得 Mo = Uni Bn. 
反之 , 如 果 Mo 自己 不 能 构成 第 一 纲 空 间 , 则 存在 no € N, 使 得 Bu。 在 Mo 内 的 闭 
包 Bao 含有 Mo 内 某 一 闭 球 B 人 (zo,60). 也 即 有 


BS (xo, 60) C Br 人， 


则 由 于 Mo 是 稠 于 M 的 , 故 从 上 可 以 导出 Bn。 在 M 内 的 闭 包 亦 必 包 含 M 内 的 相 
应 闭 球 B(xo,60), 也 即 有 
Bl(zo, 60) C Br 


因而 与 Mo 在 M 中 是 第 一 纲 集 的 假设 矛盾 ! 品 
推理 2 概 有 界 复 值 可 测 函 数 空间 MI0,1] 的 元 之 全 体 在 任意 赋 ( 准 ) 范 空间 
Lr"[0,1] (p* > 0) 内 均 构 成 一 个 第 一 纲 的 线性 子 空间 ; 从 而 , 它 在 TIP [0,1 (p* > 0) 
的 ( 准 ) 范 数 下 自己 成 为 一 个 第 一 纲 的 赋 ( 准 ) 范 空间 . 
证 明 对 于 任意 的 数 p* > 0, 在 空间 Z2 [0,1] 上 定义 泛 聘 族 {gs: 入 > 0} 如 
下 : 
gA(z) = A tl Ht Iz(t)| 2 A, tel0,1}, vr= z(t) € Lr? [0,1), 


则 从 本 节 例 5 可 知 : {gs: 入 > 0} 是 Ze [0,1] 上 的 一 个 ( 非 负 ) “广义 22 三 - 次 加 >” 
泛 函 族 , 并 且 满 足下 面条 件 : 存在 常数 po > 0, 对 于 每 一 个 指标 入 > 0, 存在 6、 > 0， 
使 得 均 有 gx(z) < po, Vx € 已 (0, 0). 
注意 到 M[0,1] 中 元 的 特性 ( 当 和 足够 大 时 , y{t: |z 鸭 | > 入 , te Q} = 0), 不 难 
得 到 
sup|gs(y)| < 0, Vy € Mo,H(c L? [0,1)). 
入 >0 


因此 , 反之 , 如 果 MI[0, 1] 元 的 全 体 (在 Z2 [0,1] 的 准 范 数 下 ) 是 L? [0,1] 中 的 第 二 


ee 


纲 集 , 则 从 前 面 的 定理 2 有 


sup sup |gs(z)| <o%0, vr>0 (vzeL? [0,1]). (5.2.12) 
入 >0 lzllp* <" 


但 式 (5.2.12) 在 L? [0,1] 中 是 不 成 立 的 . 事实 上 , 当 特 取 元 


zo = zo( = HP" 


[ a 三 二- 


故 知 zo e ZP [0,1]. 但 是 , 对 任意 的 入 > 0, 均 有 关系 式 


时 , 由 于 


[zolt)| > At > 和 


因此 有 
1 \2p" 
ptt: lrold)| > Ntelo,d}= (3) ， 
从 而 得 到 


ga (zo0) = AMP +1. p{t: |zo(t)| > A, t € [0, 1]} 


一 入 一 oo (入 一 oo). 


而 此 显然 与 式 (5.2.12) 矛盾 ! 此 即 证 得 命题 中 前 半 部 分 结论 . 类 似 地 , 由 于 MI[0, 1 
中 的 元 之 全 体 在 L? [0,1|] 的 ( 准 ) 范 数 下 是 稠 于 L? [0,1] 的 (p* > 0). 因而 同样 利用 
前 面 的 命题 , 可 得 命题 的 后 半 部 分 结论 . 口 

注 2 上 面 的 证 明 主 要 思路 是 对 空间 LP*[0,1] 使 用 定理 2. 为 了 保证 L?*[0,1] 
是 第 二 纲 的 , 使 用 了 此 空间 的 完备 性 . 也 有 另外 的 证 明 思 路 , 即 对 LP*[0,1] 的 子 空间 
J 1]( 其 中 用 LP*[0,1] 的 范 数 ) 用 定理 2, 因此 不 用 LP*[0,1] 完备 . 下 面 简 述 其 证 
明 : 

假设 M[0, 1] 是 第 二 纲 的 空间 , 类 似 于 上 面 证 明 , 可 知 式 (5.2.12) 在 空间 M[0, 1]( 其 
中 ( 准 ) 范 数 依 ZP [0,1] 取 ) 中 成 立 . 

但 式 (5.2.12) 在 MI[0,1] 中 是 不 成 立 的 . 事实 上 , 当 特 取 元 


z= 2A(t) = min{t 5 ,入 } 
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时 ， 显然 有 TA E M1{0, 1]; 由 于 


1 p* 1 1 
[ Ja (DP at -| 有 -2 
故 知 ||z|| < 2(YA > 0). 但 是 , 由 于 对 任意 的 入 > 0, 均 有 关系 式 


z(t)| > AeSt 7 >A 


因此 有 
pti es 2% tel0,d}= (7) ， 


从 而 得 到 


gzA)=X At |rolt)| > \, te [0, 1]} 


一 入 一 oo (和 一 co). 


而 此 显然 与 式 (5.2.12) 矛盾 ! 此 即 证 得 命题 中 后 半 部 分 结论 . 因而 同样 利用 前 面 的 
命题 , 可 得 命题 的 前 半 部 分 结论 . 

推理 3* 利用 上 面 的 证 法 对 于 一 般 “ 非 纯 原 子 ” 的 测度 空间 (Q, ,1), 当 (90) < 
oo 时 , 同样 可 以 类 似 地 给 出 M(Q, 允 ,pn) 在 L? (Q,2,A (p* > 0) 中 为 第 一 纲 集 的 结 
论 . 

证 明 ”在 归 雇 证 明 时 , 可 以 利用 在 Q 的 无 原子 部 分 0o 中 , 其 测度 具有 “中 间 
值 性 质 ”( 即 : 对 于 任意 数 &0, 只 要 0 < &0 < py(9), 则 必 存 在 fo 的 子 集 Mo, 使 得 
A(Mo) = &0), 因而 我 们 将 Qo 分 为 可 列 个 不 交 可 测 集 {Mm}, 使 得 


nu = 人- (人 Jaloo) 


(3) -全 ”Jee 


pb = [(2)” (0) ]woo， 


HA(A2) 


取 元 zo = zo( 如 下 : 
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2 vte OQ\ Qo; 
1， vteM, 
zolt) ss 


n, VteM,; 


由 于 
上 jzo(d) lp(dt) = | a OF hd) + > 大 jzo(O) PP p(t) 
=27 .yp(Q\Q0) + >》 np (Ma) 


=27 .J(Q\Qo) + > (Ga) (en 
n=1 


而 从 正 项 级 数 的 比较 判别 法 , 由 于 


a |] 2 一 oo 


(GG 


故 从 


是 收敛 的 , 知 


亦 是 收敛 的 . 因此 从 前 式 则 知 zo € L? (9, 2 由. 
但 是 , 对 任意 的 入 > 2, 如 果 n 一 1 < 入 < n, 则 从 zolt) 的 取 法 可 知 


pAt: |zo(t)| > X, t € Q}= > p(Mer) 


k=n 


[0)” -eh Je 
= (2)” noo), 
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从 而 得 到 
ga (zo0)= XP tly{t: |zo(t)| > \, t € Q} 
= (2)" po) 
>(n— D+ (2)” pO) 
= Dt) ”no 一 oo CQ-oo 
同样 可 归 雇 证 得 上 面 的 相应 结论 0 


注 3 上 面 的 证 明 主 要 思路 也 是 对 空间 LP*(Q, D1) 使 用 定理 2. 为 了 保证 
LP*(Q2, 台 ,4) 是 第 二 纲 的 , 使 用 了 此 空间 的 完备 性 . 同样 地 , 也 有 另外 的 证 明 思 路 , 即 
对 LP*(Q, 允 ,4) 的 子 空间 M(Q, DA)( 其 中 赋 以 ZP*(Q, DJ) 的 范 数 ) 同样 用 定理 2， 
只 是 不 用 L?*(Q2, ,jh) 完备 . 下 面 简 述 其 证 明 : 

若 M(Q, ,yp) 不 是 第 一 网 空间 (其 中 ( 准 ) 范 数 依 Z2 (0,2, 由 联 ). 类 似 上 面 定 
理 的 证 明 , 可 知 式 (5.2.12) 在 M(Q, >,p) 中 成 立 . 但 是 , 对 任意 的 入 >2, 令 


z= z(t) = min{M, zo0(t)}, 


则 zs Ee M(9, 2,p) 县 zx|| < ro 会 ||zoll. 如 果 n 一 1 < 入 <n, 则 从 zolt) 的 取 法 可 知 


Oo 


pt |zs(t)| > N\, te Wa 
Be 
= (2)™ uo) 
从 而 得 到 
(en) = Xertauft zo(D| 2% te A} 

=X (1) p00) 

> -1+ (2)” p00) 

=m -Dt) ”no 一 oo CQ-oo) 


同样 可 归 廖 证 得 上 面 的 相应 结论 . 
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85.3 了 与 7T* 之 道 的 关系 ( 值 域 定理 ) 


本 节 在 赋 范 空间 中 讨论 线性 算 子 了 与 1* 的 有 界 道 算 子 的 存在 定理 , 在 这 里 经 
常 涉及 到 算 子 (7* 或 了) 值 域 的 性 质 , 因此 , 有 时 人 们 也 将 下 面 的 一 些 定 理 称 之 为 
“ 值 域 定 理 ”. 

首先 , 给 出 关于 道 算 子 的 存在 和 有 界 的 几 个 命题 . 

定理 1 设 工 是 从 赋 范 线性 空间 巨 到 Bl 内 的 线性 算 子 , 且 有 D(T) = 五 , 那 
么 , 为 使 T-!1 是 存在 且 连 续 的 , 必须 且 只 需 W(T*) = EB*. 

证 明 1 “一 ”: 如 果 T-! 存在 , 并 且 是 连续 的 线性 算 子 , 那么 , 对 任意 f € EE*， 
由 

go(y) S f(T-1(y)), vy e WT), 

可 得 到 定义 在 W(T) c Bl 上 的 有 界线 性 泛 肖 , 从 而 由 Hahn-Banach 定理 , 便 可 以 
得 到 上 述 go 的 一 “ 保 范 延 拓 ” 泛 函 ge EB? (9 不 必 是 唯一 的 ). 且 由 


g[T(2)] = go[T(z)] = f[T (T(z))] = f(z2), Vz € D(T), 


还 可 导出 ge D(T*) 以 及 T*(g) = f, 因而 从 f 的 任意 性 便 导 出 W(T*) = EE*. 
2)“<”: 若 T(z) = 0, 对 于 任意 fe E*, 由 假设 W(T*) = 2*, 存在 ge D(T"*)， 
使 得 f = 7T*(g), 从 而 
f(z) = [T"*g](z) = g(T(7)) = 9(0) = 0. 


由 f 的 任意 性 得 到 z = 0, 由 此 得 到 了 为 1-1 对 应 的 , 故 T-1! 存在 . 
对 于 任意 ye W(T),|lyl| < 1, 任 取 fe BE*, 由 假设 W(T*) = E*, 存在 ge 了 EY， 
使 得 7T*(g) = f. 注意 到 
GO)=1 (9)(T™ (9))| 
=|g(T(T™ (9)))| 
=|g(y)| < llgll, Vf € EB”, 


因而 由 共鸣 定理 可 得 到 
sup{||[T™ (Wl: llyll & 1, ye W(T)} < oo， 


即 T-! 是 有 界线 性 算 子 . 口 
定理 2 设 T 是 从 赋 范 线性 空间 万 内 到 画 内 的 线性 算 子 , 且 有 D(T) = 也 
则 为 使 (T*)-! 存在 , 必须 且 只 需 WT) = Ei. 
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证 明 1“ 全” : 反之 , 如 果 存 在 妇 € Bi 而 yy 4 W(T), 那么 , 注意 到 WI(T) 为 
Ei 内 的 一 闭 线性 子 空间 , 因此 从 分 隔 性 定理 (83.2 定理 2) 可 知 , 存在 g1 < 后 , 使 得 


gi1(y1)=1, g91(y)=0, Vy € WwW!(T). 


由 此 导出 
gr(z)] = 0, Vz € D(T), 


从 而 由 共 斩 算 子 的 定义 即 知 
9ED(T)，7(91)=0( 互 上 之 “ 零 泛 函 ”)， 


由 假设 , 7* 存在 线性 逆 算 子 , 可 知 T* 为 “1-1” 对 应 , 由 此 导出 g1 = 0( 零 泛 函 ), 此 
显然 与 上 面 的 取 法 矛盾 ! 
2)“ 和 后 ”: 事实 上 , 如 果 存 在 证 函 go e EY, 使 得 


T (go) = 0(B 上 之 “等 泛 函 ”)， 
则 从 共 轿 算 子 的 定义 可 导出 


go[T(z)] = [T*(g0)](z) = 0, Vz € D(T,), 


即 go(y) = 0, Vy € W(T). 最 后 , 注意 到 定理 的 假设 条 件 W(T) = Bl 以 及 go 为 也 1 
上 的 连续 线性 泛 函 , 可 导出 go = 0( 零 泛 函 ). 于 是 , 由 T* 的 线性 及 所 得 结果 便 可 导 
出 其 逆 算 子 (7”")- 是 存在 的 . 口 

定理 3 设 卫 是 从 赋 范 线性 空间 媚 内 到 已 内 的 线性 算 子 , 且 有 D(T) = 万， 
则 当 Bi 为 “第 二 纲 ” 赋 范 线性 空间 且 有 )W(T) = Bi 时 , (7T*)-1( 存 在 且 ) 为 连续 线 
性 算 子 . 

证 明 首先 由 定理 2 可 知 (7*)-! 是 存在 的 . 下 面 就 来 证 明 (7T*)- 的 有 界 性 . 
反之 , 如 果 此 结论 不 真 , 那么 由 算 子 有 界 性 的 定义 可 知 , 存在 {gn} C BY, 使 得 


ga 由 = 二 ”on 川 一 0 (ro 0%) (vn N). 


则 当 我 们 定义 一 元 列 (注意 线性 算 子 (7) 一 的 存在 性 , 从 而 由 gn 取 0, 可知 T*(gn) 天 
0) 


/ gn 
gn = Tr VT vneN 
Co 
时 , 容易 看 出 
| 
到 nll 一 ST .3.1 
a lool. ne rc nd a a 
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另外 , 由 定理 假设 Bl = W(T) 可 知 , 对 任意 的 ye Bi, 存在 x € E, 使 得 y= T(x)， 
这 样 又 可 得 到 


lgn (9)|= 1gn(T(2))| = IC"gn](z)| 
<|IT*(gn)l| llzll = llzll (vn € N), 


即 导 出 关系 式 sup; |g4(y)| < +oo(Yy € Bi1). 最 后 , 由 空间 Bi 是 第 二 网 的 假设 及 共 
鸣 定 理 , 可 推 得 {||g4||} 是 一 有 界 的 数列 , 其 显然 与 式 (5.3.1) 矛盾 ! 口 

下 面 讨论 7 与 (T?)-: 的 关系 . 

定理 4 设 人 是 从 赋 范 线性 空间 忆 内 到 忆 内 的 线性 算 子 , 且 有 也 (7T) = 已 及 
W(T) = Ei. 那么, 如 果 了 -1 存在 , 则 (T*)-! 也 存在 ,并且 (T*)- = (TT1)*, 此 外 
两 个 逆 算 子 -1 与 (T*)-1 的 连续 性 是 等 价 的 . 

证 明 ” 先 证 明定 理 的 前 半 命 题 . 首先 , 由 于 D(T-!) = W(T) 在 包 中 秽 , 故 由 
共 斩 算 子 的 定义 知 (T-!)* 是 存在 的 , 并 且 由 定理 2 知 (7*)-! 也 是 存在 的 . 下 面 , 我 
们 指出 : 这 两 算 子 也 是 相等 的 . 

事实 上 , 对 任意 ye W(T), 有 


[T*(9)(T™ (9)) = g{TIT (9)]} = 9g(y), Vg € D(T); 


从 而 导出 
T*(g) € DI(T™)"], (TI)*IT*(9)] = 9, Vg € D(T”). 
由 此 得 到 
DIT) TY] = WT") C DLL) 
及 


(T™)*[7*(9)] = 9 = [7*)7 (7T*(9)), YT (9)eDIT) 
由 此 可 知 算 子 (TT)* 是 (7*)” 的 扩张 . 
另 一 方面 , 对 任意 z € D(T), 有 


[TCD) = FT TR)]} = f(z), vf e DIT™)), 
由 此 可 得 CT) e D(7T*), 即 导 出 
DI[(T-1)*] Cc W(T*) = DI(T*)- 1] (5.3.2) 
和 
f(z) = [(T™ (FT)) = {TT }(z), Vz € DT), f € DT). 


由 上 面 后 一 式 , 注意 到 D(T) 稠 于 B 的 假设 , 又 可 得 到 了 = 7T*[(7T7)*(f)，Yf e 
D[(T7)], 从 而 有 
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(人 (用 =( 人 TD， vf e DI(T™)), (5.3.3) 


由 式 (5.3.2) 及 (5.3.3), 可 知 算 子 (T*)"? 是 (7 的 扩张 . 因此 , 将 上 两 结果 结合 
起 来 , 便 证 得 (T”) = (TT)*. 

下 面 证 明定 理 后 半 段 的 结论 . 事实 上 , 如 果 T-' 有 界 , 则 由 $2.3 定理 4 的 结果 
知 其 共 生 算 子 (T-!)* 是 有 界 的 , 由 上 段 结 果 可 知 (T*)-! = (T)* 亦 是 有 界 的 . 反 
过 来 , 如 果 已 知 (T*)-! 是 有 界 的 , 那么 根据 上 段 的 结果 可 知 (IT 一 六 = (7”)- 是 有 
界 的 , 从 而 同样 由 82.3 定理 4 的 结果 可 知 7 也 是 有 界 的 . 最 后 , 由 赋 范 线性 空间 
中 线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 是 等 价 的 , 立即 得 出 定理 所 需 的 结论 . 品 
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作为 线性 ( 泛 函 ) 分 析 的 三 大 原理 之 一 的 共鸣 定理 , 在 泛 函 分 析 的 理论 以 及 古 
典 分 析 中 有 着 广泛 的 应 用 , 本 节 将 列举 几 个 关于 共鸣 定理 的 应 用 的 例子 . 

例 1 (Fourier 级 数 的 发 散 问 题 ) 存在 无 穷 多 个 以 27 为 周期 的 实 值 连续 函数 ， 
使 其 Fourier 级 数 在 任意 给 定 的 点 上 是 发 散 的 . 

验证 ” 设 以 2r 为 周期 的 实 值 连 续 函 数 的 全 体 所 构成 的 实 Banach 空间 , 记 为 
Cr, 其 中 范 数 zl = sups |z(t)|(Vz € C27), 于 是 , 对 任意 x = z( < Cr, 当 将 其 
Fourier 级 数 的 前 n 十 1 项 之 和 表示 为 


fn(7x,t)= >》 (ak cos kt + Bx sin kt) 
k=0 


_ - A | i 


其 中 
sin[(n 十 才 )(s 一 避 ] 
2sin[5(s 一 巧 


时 , 易 知 , 对 于 任意 固定 的 to 及 n, 上 面 的 所 (z,to) 乃 是 空间 Cz 上 的 一 个 线性 泛 
函 . 为 讨论 简单 起 见 , 不 妨 设 如 = 0, 此 时 有 


kn(s,t) = (Fejer 积分 核 ) 


on = 人 OO 


另外 , 还 可 得 到 
ol = leaks, las 


和 


再 注意 到 


却 )3] 
a 十 1)3 | 


1 /7 1 三 
| ens, Olds = 去 
a 
2 

1 nT 

> 去 | 
27 J_x 


3 工矿 十 1) 引 as 
27 


Se 
1 2 sind 
二 一 du 一 co (7 一 oo) 
0 


区 
3 
2 
in 2 
sn 2 


ds 


2 
sin[(2n + 1)3] as 
2 


我 们 则 可 导出 C5 中 的 泛 函 列 {fn}, 有 关系 式 
SP fl 三 im fn 二 00 


因而 注意 到 C2 为 Banach 空间 , 由 共鸣 定理 的 逆 否 命题 则 知 : Cr 内 必 有 一 个 第 
二 纲 集 9, 使 得 C2r\Q 为 第 一 纲 集 , 且 对 任意 的 元 Ze Q C C2r, 均 有 


sup |fn(x, 0)| = 


此 即 说 明 : 对 于 空间 C2x 中 第 二 纲 集 @ 内 的 任 一 元 (连续 函数 z(t)), 其 Fourier 
级 数 在 上 = 0 点 均 是 发 散 的 ; 且 收 敛 元 组 成 的 集 仅 是 第 一 纲 的 . 口 
例 2 (无 穷 级 数 求 和 法 ) ”在 这 个 例子 里 , 我 们 给 出 一 个 在 数学 分 析 中 O. Stolz 定 
理 之 直接 推广 的 定理 . 为 此 , 先 给 出 下 面 的 定义 ， 
定义 1 设 和 A4= (aij) 为 一 无 穷 和 矩阵 . 称 数列 = {6&;} e(s) 为 4 有 和 的 , 是 指 


Ai(z) = > ai5 (i=1,2,…) 
7=1 
存在 , 以 及 
人 


也 存在 . 这 时 , 还 称 4(z) 为 数列 x = {&i} 的 4 极限 . 
定义 2 一 个 和 红 阵 4 称 为 是 保存 的 , 是 指 对 于 任意 收敛 的 数列 {&i} € (c), {6&i} 
必 是 A 有 和 的 , 并 且 {&i} 的 A 极限 等 于 {6&i} 的 极限 . 
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例如 , 矩阵 
1 0 0 0 0 0 
5 0 0 
2 3 
1 1 1 
= 0 
4213 3 3 0 yd 
1 1 1 1 1 
ee 
Tn nN nN 


就 是 “保存 ”的 , 因为 对 于 任意 的 元 x = {&;} € (o, 如 果 limi_o &i = &0, 则 由 


hig) = D0 一 生生 一 + 各 (算术 平均 人 
j=1 


可 知 
2 一 OO i— O00 2 ee 
又 如 , 矩阵 
全 0 0 0 0 0 
Yl1 
Y1 YY 0 
2V2 2V2 
Y1 Yh YY i 
B= 33 3 23 
2 YY YYy YY yn—Yn-l 0 
Yn Yn Yn Yn Yn 


当 设 yn 1 oo(n 一 co) 时 , 可 知 也 是 “保存 ”的 (后 面 定 理 将 可 证 明 ). 而 注意 到 


(2 Z2 一 Z1 2Z3 一 2Z2 Zn 一 Zn-1 这 Z2 ZX3 Tn ) 
》 ) 》 ye i eg ee ) 
Y1 VY2— Yi ya 一 2 Yn — Yn—l Yy1 Y2 ya Yn 


则 知 : 若 有 limn oo 天 ol = 6, 则 必 有 limn oo 至 = &0. 此 即 为 “数学 分 析 ” 中 
著名 的 Stolz 定理 . 

此 外 , 无 穷 单 位 矩阵 了 显然 也 是 保存 矩阵 . 

关于 保存 矩阵 , 我 们 有 一 个 极其 有 用 的 判别 定理 . 


0 


定理 (Steinhaus-Toeplitz 定理 ) 为 使 无 穷 矩 阵 是 保存 的 ， 其 充分 必要 条 件 
有 是: 


(i) 各 行 的 “绝对 和 ”一 致 有 界 , 即 


Oo 
> ， |aij| < p (< %); 


气 
(让 ) 各 列 之 “ 值 ” 趋 于 0, 即 
0 
(证 ) 各 行 之 “和 ” 趋 于 1, 即 
融 wt 
气 
证 明 ”必要 性 : 首先 , 对 任意 x = {&:} e (c) 及 ne NN, 当 设 


Ain(7) = 》 oijé€ 


j=1 


时 , 易 见 {Ain: n= 1,2,…}C(c)*; 且 由 于 4 是 保存 的 , 故 
4i(zZ) = im_ 4in(z) = 
j=1 


均 是 存在 的 , 从 而 由 85.1 定理 2 的 推理 1, 对 于 任意 的 自然 数 i 应 有 4i e (c)*; 同 
样 地 , 又 由 4 的 保存 性 , 我 们 还 知道 , 对 任意 的 元 ze (0), 极限 


A(7X) = im Ai(7) 


也 均 是 存在 的 , 从 而 同 理 可 得 到 4 e (c)*. 且 由 共鸣 定理 可 知 : 存在 一 正常 数 p, 使 
得 一 致 地 有 

Ail|<p (el) 
另外 , 因为 (co)* = (1), 由 上 面 泛 函 hi 的 取 法 可 知 


Co 


j=1 


从 而 得 到 了 定理 所 需 之 条 件 (i). 
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其 次 , 当 令 元 ej = (0,0,: Wi …) 时 , 可 得 到 
Ain(e;) = 0 (n>). 
并 且 由 于 {ey} c (0), 故 当 设 元 e; = {#0} 时 , 有 
lim 7 =0 (j=1,2,.…), 
从 而 由 4 的 保存 性 便 可 导出 4(ej) = 0 (7 = 1,2,…), 即 有 
0= Ale;) = lim Ai(e;) = lim lim Ain(e;)= lim %; (j=1,2,.…). 


此 即 得 出 了 定理 所 需 之 条 件 ( 记 ). 
最 后 , 当 令 eo = (1,1,…) 时 , 由 于 eo € (0), 当 设 eo = {&(} 时 ,有 limi_,w & = 
1 . 从 而 再 次 利用 4 的 保存 性 便 可 得 到 4(eo) = 1, 即 


1= 4(eo) = dim 4i(eo) = Jim Do 
这 样 就 得 到 了 定理 所 需 之 条 件 (过 ). 
充分 性 ， 首先 , 由 定理 的 假设 条 件 (i) 可 知 : 对 任意 ;ie N, 均 有 
{aij € (人 )， 


因而 有 4; e (c)*; 并 且 还 有 |4il < p (= 1,2,:…). 
其 次 , 由 定理 的 假设 条 件 ( 和 (i), 对 于 上 面 所 设 的 元 ej (i = 1,2,…),eo, 有 


lim Ai(e;)=0 (7=1,2,.…), 
uu hi(e0)=1, 
因此 , 再 由 ej = 人 四},eo = {&9} 的 定义 , 可 导出 
jim Ai(e;) = T(e;), Jim Ai(eo) = T(eo), 


最 后 , 对 于 任意 的 元 z = {&;} es (9, 由 $1.11 的 例 3, 其 均 有 分 解 式 


7 = é0e0+ 2,(&i ~ é0)es 


i=1 


人 


( 即 {eo,ei} 为 空间 (c) 的 一 组 基 ). 因而 , 由 元 {eo, ei} 所 张 成 的 线性 子 空 间 是 空间 
(c) 内 的 稠 集 . 根据 $5.1 定理 2 的 推理 2 之 充分 性 则 可 导出 : 对 任意 z = {&i} e (0)， 
从 上 面 两 段 结果 必 可 得 到 
即 有 
4(z) =Tz) = lim &. 
此 即 证 得 4 是 保存 的 . 口 
例 3 (机 械 求 积 公 式 的 收敛 性 ) 设 p(t) > 0,z(t) e Cl[0,1], 又 设 机 械 求 积 公 式 


[ | p(t)z(t)dt ~ 3 A z(t?) 
9 k=0 


(其 中 0< < 二 <.… < 堆 ) < 1), 对 于 次 数 no < n 的 一 切 多 项 式 yno 是 准 
确 的 ( 即 等 式 是 成 立 的 ). 那么 , 为 使 上 面 的 近似 过 程 收 敛 ( 即 : 对 任意 X(t) € Cl0,1]， 
均 有 , | 
im YS Art) = | p(t)z(t)at (5.4.1) 
k=0 


成 立 ), 必须 且 只 须 存在 一 个 与 n 无 关 的 常数 p, 使 得 
k=0 
验证 ”此 结论 可 以 直接 由 $5.1 定理 2 的 推论 2 得 到 . 事实 上 , 当 我 们 令 泛 函 
1 
一 dt, 
f(z) | p(Dz(t)dt 


及 NN 
fan(z) = 5 AWz(t®); vz(t) € Cl0,1] (vneN) 
k=0 


时 , 易 知 {fn} C Cl[0,1]*, 且 有 
[fn = 5 A (n=1,2,.…). 


k=0 
由 设 即 有 : supn ||fnl| < p. 
由 于 假设 对 任意 次 数 no < n 的 多 项 式 yr,(t) 均 有 


nn 


1 
[ p(y Dat = 3 A yo (tl™), 


k=0 
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所 以 我 们 推 得 , 对 于 每 个 多 项 式 y(t), 均 有 关系 式 (5.4.1) 成 立 , 即 对 于 [0, 1] 上 的 多 
项 式 全 体 Po,H(C Cl0,1) 均 有 


fn(y) 一 f(y) (n co)， Vy E 也 [0， 1]. 
最 后 , 注意 到 所 有 多 项 式 的 全 体 所 成 的 线性 子 空间 是 稠 于 空间 Cl[0, 1] 的 , 因而 
立即 便 可 得 到 结论 . OD 
例 4* (Lagrange 插值 公式 的 发 散 性 ，Faber 定理 ) 假设 在 区 间 [0,1] 内 插 
入 点 (1 四 ) (1 < kn, n= 1,2,…), 其 构成 无 穷 维 三 角 矩 阵 


(2) t02) 
C3) £63) £3) 


2 WY 


则 必 存 在 一 连续 函数 z(t) E Cl[0,1], 使 其 与 插入 点 (£0) 相应 的 Lagrange(n 次 ) 播 
值 多 项 式 


[La (oO = 5 oO (n=12,..) 
k=1 


(其 中 : 
wnlt) 
wt) 
wn(t)=(t— tt — 0) tt)), 
当 n 一 00 时 ,不一致 收敛 于 z(. 
验证 ”考察 在 空间 C0, 1] 上 定义 的 (上 述 ) 一 列 算 子 Ln: 


[az = 》 rt) vr=z(t) eCl0,1] (n=1,2,.…). 
k=1 


那么 Zn 显然 是 线性 的 , 而 且 容 易 证 明 


| Za = max uP | (n=1,2,.…), 


Ogt<1 


从 而 {Ln} 为 Clo,1] 上 的 一 列 连续 线性 泛 函 ; 此 外 还 可 以 证 明 名 


(n) nn ee 
BI Ol>FA (= 


_20 有 章 共 虽 定理 (- 臻 有 并 原 理 


于 是 有 

ILnl 一 ce (一 oo)， 
因此 , 由 共鸣 定理 的 逆 否 命题 可 知 : 不 可 能 对 任意 元 zx € CI0,1, 均 有 Zn(z) 一 
7 (n 一 00) 成 立 . 也 即 , 必 存 在 一 连续 函数 z(t) € C[0, 1], 使 得 其 Lagrange 内 插 多 
项 式 [Ln(7z)](t) 当 n 一 co 时 是 不 一 致 收敛 于 它 的 (其 实 , 在 Cl[0, 1] 空间 中 , 上 述 不 
收敛 的 点 构成 了 一 个 “第 二 纲 ” 集 并 且 其 余 集 还 是 “第 一 纲 的 ”). 品 


习 题 五 


5.1 试 证 明 ; 如 果 p(z) 为 7 次 加 有 限 (不 取 士 co) 泛 函 , 则 

1) 当 7 > 时 , 必 有 p(0) > 0; 

2) 当 0<7Y< 半 时 , 必 有 plz) 和 0(Yze 万 ( 负 渤 函 ); 

3) 如 果 p(b) = 0, 则 当 Y > 1 时 , p(z) > 0( 正 泛 函 ); 当 T < 工时, p(z) < 0( 负 泛 函 ). 
5.2 设 {4、: 入 EA} 为 赋 范 空间 媚 上 定义 的 一 族 连 续 可 加 算 子 . 试 证 明 : 泛 函 p(z) = 
sup | 4x(z)|| 必 为 媚 上 的 次 加 、 正 齐 性 、 下 半 连 续 的 泛 函 . 
(注意 : 我 们 称 赋 范 空间 妃 上 的 污 函 p(T) 在 点 Zo 是 上 (下 ) 半 连 续 的 , 是 指 : 对 任意 E > 0， 
存在 5 > 0, 使 得 上 x 一 zoll < 5 一 > p(z) 入 p(zo) 十 ce,(Pp(zo) 一 6e < p(Z)) 成 立 .) 
5.3 ”证 明 [expgaHn ( 盖 尔 芳 德 ) 引 理 : 对 于 Banach 空间 媚 上 的 非 负 、 次 加 、 正 齐 性 泛 函 
Dp(zZ), 如 果 对 任意 ZE€ 忆 , zn 一 2, 均 有 


lim p(xn) > p(7), 
NnN—+ OO 


那么 p(z) 必 ( 强 ) 有 界 . 
5.4 试 证 明 ( 异 点 凝聚 原理 ): 如 果 Tm,n (m,n 二 1,2,… ) 均 为 在 第 二 纲 赋 范 空间 媚 上 定 
义 的 连续 可 加 算 子 , 且 有 


lim sup || 7 az = 00 (m= 1,2,.…), 
多 一 OO 


那么 , 在 妃 中 必 存 在 一 个 第 二 岗 集 @, 其 使 已 \Q 是 第 一 岗 集 ， 且 有 


lim sup | Tan(z)|| = co，VYzeEeQ (m= 1,2,.…); 


并 解释 此 原理 名 称 的 含义 . 

注意 , 关于 有 界线 性 算 子 族 更 一 般 的 “ 异 点 凝聚 原理 ”可 以 表述 如 下 ; 

定理 设 T,(z,T) 是 定义 在 Banach 空间 妃 上 的 一 族 连续 线性 算 子 ， 它 依赖 于 参数 
T € [0,1], 并 设 对 于 任意 的 元 ZT E 思 , Tu(z,7) 是 连续 依赖 于 r 的 , 且 对 于 每 个 Te [0,1], 均 
存在 一 点 Zr, 使 得 


lim sup ||T%, (27, 7)|| = oo， 
nN—+O0 


那么 , 必 存 在 元 Zz, 使 得 


lim sup || 7n(z,7 川 = oo 
九 一 CO 
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对 7 的 一 个 预定 的 不 可 数 集成 立 ， 
5.5 试 说 明 : 数学 分 析 中 的 关于 极限 的 Stolz 定理 是 85.4 的 关于 “保存 矩阵 ”的 特例 . 
5.6 ” 设 数 列 {an} 满足 条 件 


Djan=1, an>0 (n=1,2,.…), 


n=1 


且 对 任意 了 = {&n} € (m), 数列 集 


Mz = {wm mi 一 Da {éni} C {én}; iE 时 
j=1 

试 证 明 : z = {&n} 的 任意 极限 点 必 为 集 Mo 中 某 一 数列 的 极限 . 

5.7 设 数列 {an} 对 于 任意 元 z = {&n} e (c), 均 使 得 级 数 1 anén 收敛 . 斌 证明: 此 时 

必 有 


OO 


》 |an| < co. 


n=1 
5.8” 设 积分 局 b(t)z(t)dt 对 于 一 切 元 x = z(t) €E L272[0,1| 均 存 在 , 试 证 明 : b(t) € LL?[0,1]. 
5.9 设 了 为 赋 范 空间 妃 到 Bi 内 的 线性 算 子 , 并 设 EY 内 有 某 一 闭 线性 子 空间 GI, 其 为 
忆 l 的 “确定 集 ”( 即 有 关系 式 


lIy|l= sup lg(Wl, vy eBi 
geG+ ,lgll=1 


成 立 ), 且 有 Gf C D(T*). 试 证 明 : 此 时 了 必 为 一 连续 线性 算 子 . 
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Hilbert 空间 是 有 限 维 的 Euclid 空间 的 推广 , 有 着 许多 与 Euclid 空间 相 类 似 的 
几何 性 质 . 同时 Hilbert 空间 作为 一 个 特殊 的 Banach 空间 , 由 于 它 具 有 “内 积 ” 的 概 
念 , 进而 可 以 考虑 空间 中 向 量 之 间 的 夹 角 , 这 样 就 表现 出 了 更 加 丰富 的 几何 性 质 . 本 
章 所 讨论 的 正 是 Hilbert 空间 的 各 种 最 基本 的 几何 性 质 . Hilbert 空间 在 数学 物理 、 
量子 力学 、 微 分 方程 理论 、 最 优化 理论 以 及 控制 论 等 学 科 中 都 有 着 及 其 重要 而 且 广 
泛 的 应 用 . 


86.1 Hilbert 空间 的 定义 及 例子 


下 面 所 考虑 的 均 是 数 域 K 上 的 线性 空间 , 其 中 数 域 K 为 实数 域 R 或 复数 域 C. 

定义 1 设 媚 是 线性 空间 , 在 积 空间 媚 x 百 上 定义 “有 序 ” 二 元 泛 函 (:,-), 如 
果 对 于 任意 的 7Z,y,z EB 和 a,BE 区 ,其 满足 下 列 条 件 : 

(i) (z,z) 之 0, 并 且 (x,72) = 0 的 充 要 条 件 是 了 = 0，; 

(ii) (2, 9) = (y, 2); 

(iii) (az 十 By,z) = Q(z,z) + BP(y, 2). 
则 称 (:,-) 为 吾 上 的 内 积 . 而 称 定义 了 内 积 的 线性 空间 为 内 积 空间 . 

注 由 内 积 的 定义 可 知 , 对 于 任意 的 T,y,z € 马 ,Q,B E 区 , 均 有 


(z,ay 十 6z) = a(7,y) + P(r, 2). 


对 于 内 积 空间 , 下 面 的 不 等 式 是 十 分 有 用 的 . 
定理 1 (Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) 设 互 为 内 积 空间 , 则 对 于 任意 的 Z,VE 万 
均 有 以 下 不 等 式 成 立 : 
[(z, Dh < (zz 了) (y,Y), (6.1.1) 
并 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 £ 与 9 线性 相关 , 即 y = 二 ax (其 中 a 为 某 一 常数 ). 
证 明 当 y=0 时, 式 (6.1.1) 显然 是 成 立 的 , 故 下 面 设 y 冯 0. 
对 任意 的 入 eK, 由 (z 十 和 y,z 十 入 ) >0, 即 知 


(2,7) + A(y, 7) + A(z,Yy) + ANy,Y) >0 (6.1.2) 


特 取 入 = 一 色色 , 代入 式 (6.1.2) 就 可 得 到 
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lz,DP zDD 
(Ce Wy) Cy) > 
这 样 就 得 到 式 (6.1.1). 

为 证 定理 的 后 半 段 结论 , 首先 注意 到 , 当 y = az 时 , 式 (6.1.1) 中 的 等 号 显然 是 
成 立 的 . 另 一 方面 , 若 式 (6.1.1) 中 的 等 号 是 成 立 的 , 则 有 (z,y) (yz) = (7, 2) (y,Y)， 
因此 

((y,Y)T — (z,Y)Y, (Y, YT — (L,Y)Y) 

= (y,Y)* (7,7) — (YY TY zy) — (L,Y YY Y, 2) + (2,Y) (7,Y)(y,y) = 0, 

由 此 即 得 (yy)z = (x,y)y. 0 

注 1 设 马 是 内 积 空间 , 如 果 令 |zl| = V(z,z), 那么 zl 为 忆 上 的 范 数 ， 因 
此 , 内 积 空 间 必 为 典范 空间 . 

事实 上 , 此 时 Cauchy-Schwarz 不 等 式 可 以 写 为 |(z,g| < ||zl| :llyl| 的 形式 , 由 此 
很 容易 可 以 验证 出 外 .| 满足 范 数 的 定义 . 

注 2 内 积 (z;V) 是 Z 和 8 的 二 元 连续 函数 . 也 就 是 说 , 如果 

im zn = 7, lim yn = Y, 
那么 
im (zn, Yn) = (2,Y). 


事实 上 , 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 可 知 


(zn,9) — (7,9)| = |(zn — 1, WD) < lzn — zl lyll, 


因而 可 以 得 到 
再 由 |(zn 一 4,yn 一 功 | < zn 一 zw 一 名 又 可 得 到 
(zn — ,Yn 一 9) 一 0. (6.1.4) 
又 注意 到 
(zn, Yn) a (Z， y) 一 (zn — TYn— y) 十 (Zn, y) 十 (z， yn) 2(7,Y). (6.1.5) 
因此 , 当 zn 一 7Z,yn 一 y 时 , 由 式 (6.1.3) 及 (6.1.4), 可 导出 
(Zn,Yyn) = (2,Yy) (n= 00). 0 


定义 2 ”如果 内 积 空间 妃 在 范 数 上 zj = V(z,z) 下 是 Banach 空 间 , 则 称 妃 为 
Hilbert 空间 |. 
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下 面 举 几 个 常见 的 Hilbert 空间 的 例子 : 
例 1 Euclid 空间 K" 是 Hilbert 空 间 , 其 上 的 内 积 定义 为 
(人 由 = 》 tm VI= {ék} y= {nk} € K", 
k=1 


例 2 设 (02, 允 ,1) 为 测度 空间 , L2(Q, 允 ,1) 是 定义 在 Q 上 对 4 平方 绝对 可 积 
的 可 测 函 数 之 全 体 所 组 成 的 线性 空间 . 其 内 定义 内 积 为 


Ce z(t)y (dt), Vz = 70) y= Yt) € L2(Q,5,p), 


则 L2(Q, 允 ,4) 是 一 个 Hilbert 空 间 . 
事实 上 , 由 (…) 诱导 的 范 数 为 


lzl = ( 上 Pr) 


且 成 (Q, ,4) 在 此 范 数 下 显然 是 Banach 空 间 , 故 22(Q,2,A) 在 (z,y) 下 成 为 一 
个 Hilbert 空 间 . 

特别 地 , 空间 22, 二 [0, 1] 均 是 Hilbert 空 间 . 

例 3 设 责 和 瑟 均 是 Hilbert 空 间 , 妃 表 示 其 笛 卡 儿 乘 积 , 即 了 = {(zl;,z2): Z1 6 
i,T2 E EB2}. 在 加 上 定义 内 积 如 下 : 对 任意 Z = (zl,z2)、y = (1,y2) E 五 ， 


(x,y) = ((z1, 72), (Yi1, y2)) = (71,Y1) + (T2, Y2)) 
则 万 在 此 内 积 下 构成 Hilbert 空 间 . 


下 面 再 举 出 一 个 不 完备 内 积 空间 的 例子 : 
例 4 在 (coo) 中 定义 内 积 如 下 : 对 任意 2 三 {én}、 2 三 {nn} € (coo)， 


(z, y) 一 > én Wn, 
n=1 


则 (coo) 在 (,*) 下 构成 一 个 内 积 空间 ， Ce 

事实 上 ， 生生 {zn} = {(1, 雪 ,…: 0)} 是 (coo) 中 的 Cauchy 列 ， 
但 其 极限 Z0 二 (1, 亏 2) ,二 加 ¢ (coo). 
86.1 附录 ” 赋 范 空间 可 以 定义 (等 价 ) 内 积 的 特征 

由 定理 1 后 的 注 1 可 知 , 内 积 空 间 必 为 赋 范 空间 , 但 反 过 来 却 是 未 必 正 确 的 . 这 
样 很 自然 地 就 要 问 , 在 赋 范 空间 上 , 何 时 可 以 定义 内 积 , 使 得 由 “内 积 ” 导出 的 拓扑 
与 “ 范 数 ”导出 的 拓扑 是 相同 的 (此 即 称 之 “可 以 ”( 从 范 ) 定义 内 积 的 含义 )? 下 面 
的 定理 就 是 对 此 问题 的 回答 . 
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定理 2 (Fréchet-Jordan-Von Neumann) 为 使 线性 空间 互 成 为 一 个 内 积 
空间 , 其 充 要 条 件 是 五 为 一 个 赋 范 空间 , 并 且 其 范 数 满足 “平行 四 边 形 法 则 ”, 即 有 


lz+yl +lz -yl =2(zl + ly ), vz,yeB. 


证 明 必要 性 由 前 面 的 注 已 知 内 积 空间 必 是 赋 范 空间 , 故 下 面 只 需 证 明 此 范 
数 | .满足 平行 四 边 形 法 则 ( 即 : 任意 平行 四 边 形 , 其 对 角 线 长 的 平方 和 等 于 其 四 
边 长 的 平方 和 ). 
从 内 积 空间 范 数 的 定义 , 这 是 显然 的 , 因为 对 任意 xz,y € B, 直接 可 得 
lz+yl +lz oy =(+y,r+) + (Tyr—Yy) 
=2(7, 7) + 2(y,Y) 
=2(]zll? 二 ly 人 


充分 性 . 由 必要 性 可 知 , 如 果 EB 为 内 积 空间 , 则 必 有 w(z,z) = jzjl, 并 且 
2Re(x,y)=||z + yll? — (Iz)l? + llyll?), 
—2Re(zx,y) =2Re(x, —y) = ||z — yl — (lzll? + llyll>), 
于 是 有 
4Re(x,y) = ||z + yl — lz — yll?. 


我 们 就 按 上 面 的 方式 在 赋 范 空间 内 定义 内 积 , 下 面 将 分 实 空间 和 复 空间 两 种 情 
形 来 分 别 讨论 . 
(1) 设 巨 为 实 空间 . 在 五 中 定义 内 积 如 下 : 


(0) = lz+g 有 一 lz 一 可 2 (6.1.6) 


下 面 就 逐条 验证 其 满足 内 积 的 定义 . 

事实 上 , 由 范 数 的 定义 , 从 式 (6.1.6) 可 知 : 对 任意 z € B, 均 有 (z,z) > 0, 且 当 
z 夭 0 时 ,有 (zz) > 0, 此 即 得 到 了 本 节 开 始 内 积 定义 中 的 Q). 又 由 该 式 定义 可 知 
(zx,y) = (y, 2)(Yz,y € B), 此 即 得 到 了 内 积 定义 中 的 (了 这. 

再 注意 到 此 时 EE 中 范 数 的 假设 条 件 , 对 任意 的 z,y,z € BE, 有 


|(z+2z)+oyl2 + (z+ 2) — yl = 2(z + zll: + lyll?), 


I(z—z)+yl + lz oz) -yl = 2 — zl + ye); 
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以 上 两 式 相 减 可 得 
2(||z + zl — lz 一 :人 
= 上 z+)+z 上 一 上 z+ 一 z 玉 二 内 z 一 功 二 2 一 上 zx 一 切 一 zz 
注意 到 前 面 式 (6.1.6), 上 式 为 
(z +2)+ (Ty,z) =2(7,2), Ve,y,z eB. (6.1.7) 


特别 地 , 由 z,y,z 的 任意 性 , 可 将 式 (6.1.7) 中 的 > 换 为 于 ?9 换 为 号 便 可 得 出 


I 


Ce 2( 


之 = ， Vz,y,zZ EE. (6.1.8) 


同样 , 由 式 (6.1.6) 可 知 (9,z) = 0, 当 在 式 (6.1.7) 中 令 y =z 时, 又 有 
(27,2) = 2(7,2), Vzx,z E 五. 


由 此 及 式 (6.1.8), 则 可 导出 


(z++Yy,z)=2 (: 2 = = (7,2) + (y,2), Vr,y,z ELE. (6.1.9) 


从 式 (6.1.9) 则 知 :由 式 (6.1.6) 定义 的 内 积 (z, 角 , 当 令 9(z) = (za(Yyz e 如 时 ， 
p 必 为 可 加 连续 函数 , 故 由 82.1 定理 2 便 可 导出 , 其 必 为 实 齐 性 泛 函 ， 因 而 与 式 
(6.1.9) 结合 便 得 到 了 内 积 定义 中 的 ( 冶 ). 总 上 即 知 此 时 为 实 内 积 空间 . 

(2) 设 互 为 复 空间 . 再 次 回忆 复线 性 泛 函 p(z) 实 部 与 虚 部 的 关系 : Imp(z) = 
-Rep(iz), 我 们 此 时 可 定义 瑟 上 的 内 积 为 


(z, y) = Re(z， y) = iReliz, y) 
1 Ls 
=7(lz+ yl — lz — yl) — z(lliz+ yl — lliz—yl). (6.1.10) 


下 面 逐 条 验证 其 满足 内 积 的 定义 : 
首先 , 对 于 任意 的 z,y € 也， 


一 -一 1 
(x,9) = +y le -y+ aliz + yl liz -9 ) 
1 1 . 
=4(y+zl ly -zl) -aiy+e + liy— 2) = (y,2), 


从 而 内 积 中 的 (ii) 得 证 . 
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其 次 , 由 (z,z) = (Z,z) (Yz e 瑟 ) 可 知 (z,z) 为 实数 , 故 由 定义 有 (z,z) = 
Re(z,z) = |‖zl|2. 由 此 就 导出 了 内 积 定义 中 的 (i). 
最 后 , 由 (1) 已 知 , Re(z,y) 对 z 是 可 加 的 , 因此 , 对 于 任意 的 xz,y,z € E， 


(T+Yy,z) = Re(z +Yy,z)— iRe(i(z + Y),2) 
= Re(z, z) + Rel(y, z) — i[Re(iz, z) + Re(iy, z)] 
= [Re(z, z) 一 iReliz, 2)] + [Re(y, z) — iRe(iy, z)] 
=(z,z) 十 (y,z) ( 即 : (z,z) 对 第 一 变量 是 可 加 的 ). 


同样 由 前 面 (1) 已 知 , Re(z,y) 是 具有 实 齐 性 的 , 故 要 证 明 (zx,y) 的 复 齐 性 , 只 
需 证 明 (iz,y) = i(x,y)(Yz,y € ) 即 可 . 事实 上 , 由 (x,y) 的 定义 及 Re(z,y) 的 实 齐 
性 容易 导出 


(iz,y) = Re(iz, y) ~ iRe(i(ix), y) 
=Re(iz,y) ~ iRe(—7,y) = Rel(iz, y) + iRe(7, y) 
=ilRe(z,y) — iRe(iz, y)] = i(z, y), 


故 内 积 定义 中 的 ( 放 ) 是 成 立 的 , 因此 已 是 复 内 积 空间 . 0 

注 ” 此 定理 表明 : 当 一 个 赋 范 空间 的 范 数 满足 平行 四 边 形 法 则 时 , 空间 可 以 在 
保持 其 范 数 拓扑 的 情形 下 定义 内 积 , 并 且 此 内 积 可 以 导出 原来 的 范 数 . 

由 上 定理 立即 可 以 给 出 不 可 定义 内 积 的 赋 范 空间 的 例子 . 

例 在 二 维 Euclid 空 间 RR? 中 , 如 果 定 义 范 数 

lzll。 = ee) = (él? + lc)s (p>1), 

则 在 此 赋 范 空间 中 ,除了 2p= 2 的 情形 以 外 , 均 不 可 定义 内 积 . 

验证 ”显然 , 当 p > 1 时, :jjy 为 R? 上 的 范 数 . 当 p = 2 时 , 直接 验证 即 知 
上 .lz 满足 平行 四 边 形 法 则 , 从 而 可 以 在 其 上 定义 内 积 . 

当 p 关 2 时 , 如 果 空 间 可 定义 内 积 , 使 得 (z, 7x) = zll(Yz e 可, 则 对 任意 的 
r= (&1,62),y = (2)E 了 2 应 有 


2 2 
(| 和 十 ma + |é2 + nl)? + (|é1 — ml? + |é2 — "77)? 
=|z + yl + lz — vy)? = 2(z|l? + llyll?) 
2 2 
=2[(|é&1|? + |é2|?)? + (lml? + |m2l?)?]. 


特别 地 ， 取 三 €1 二 (1,0),y 一 E2 一 (0， 1), 则 应 有 2( 2)? = 4, 即 28 一 2. 然而 ， 当 
p 关 2 时 , 此 式 显 然 是 不 成 立 的 . 口 
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86.2 正 交 人 性 


正 交 性 是 Hilbert 空间 理论 中 最 基本 的 概念 , 是 内 积 空间 特有 的 性 质 , 在 此 类 空 
间 中 的 许多 重要 研究 课题 都 是 高 不 开 “ 正 交 ” 这 一 特性 的 . 

定义 1 设 马 为 内 积 空间 , 元 7,Yy € 已 称 为 是 正 交 的 ( 记 为 TLy), 是 指 其 
有 (zx,y) = 0. 妃 的 两 个 子 集 4 和 B 称 为 正 交 的 ( 记 为 41B), 是 指 对 于 任意 的 
TE Ah,yEB, 均 有 (7,y)=0. 

下 面 的 命题 可 由 正 交 的 定义 直接 得 到 (如 未 说 明 , 空间 均 为 内 积 空间 ): 

命题 1 车 zly, 则 Zz 与 y 必 是 线性 无 关 的 . 

注 利用 线性 代数 中 的 类 似 方法 可 以 知道 下 面 的 结论 : 

定理 1 (Gram-Schmit 正 交 化 过 程 ) 设 {zn} 为 内 积 空间 媚 中 的 一 列 线性 无 
关 元 , 则 必 存 在 一 个 两 两 正 交 的 元 列 {en}, 使 得 对 任意 的 n EN, 均 有 


span{Zl,…… ,Tn} = span{e1,:*. ,en}. 


命题 2 如 果 ZUi (i = 1 2) ) n), 那么 ， 对 于 任意 的 Qi GE K (i = 1,2,.…- ) 了)， 
则 有 zx》 1 ai Vi. 


命题 3 如果 zlyn (n € N), 并 且 limn_ oo 名 = 加 ,那么 Z 上 90. 
命题 4 (Pythagoras 公 式 ) ”如 果 Zz1,7X2,… ,Tn 是 两 两 正 交 的 , 那么 


也 2 nn 
> zi = 2 zi 
i=1 i=1 
命题 4 可 以 有 如 下 形式 的 推广 : 


命题 5 ” 设 马 为 Hilbert 空 间 , {zn}nenN 为 情 中 的 一 列 两 两 正 交 的 元 , 则 级 数 
5 zn 收敛 的 充 要 条 件 是 级 数 ye | zn||? 收敛 ; 并且 此 时 有 


OO 2 Oo 
Dr) = > lenll?. 
n=1 n=1 
事实 上 , 注意 到 : 对 任意 m,nEN 且 mm>n, 有 


772 2 m™m 
> zx = > zx， 
k=n 十 1 k=n+1 
由 此 , 注意 到 空间 的 完备 性 , 我 们 则 不 难得 到 本 命题 的 结论 . 
定义 2 ”如 果 轧 为 内 积 空间 , 4 为 巨 的 子 集 , 那么 称 集 4L 会 {x € EB: z14} 
为 4 的 正 交 补 . 
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注 1 由 命题 2 和 命题 3 知 : At 为 妃 的 闭 线性 子 空间 . 

注 2 关 4cB(CE), 则 BltCc 4+. 

注 3 Ac At+.; 41L+ 一 4 二 . 

事实 上 , 对 任意 ze 4, 有 z 上 4L, 从 而 ze 4++, 即 有 4 C 4++. 再 由 前 式 , 从 
注 2 进而 又 有 4+++ C At. 另 一 方面 , 对 任意 ze A+, 有 7z1At+, 从 而 ze A+t++. 

注 4 布 王 (4A)+ = 4 上 + (这 里 , 亚 本 表示 “线性 张 ” 后 取 闭 包 ). 

事实 上 , 由 A Cc 5a15(4), 故 从 注 2 可 知 而 本 (4A) C 4 . 另 一 方面 , 对 任意 ze 
At, 有 4cC I{z}+. 又 由 注 1 知 {z}+ 为 五 中 的 闭 线 性 子 空间 , 故 凶 an(4) Cc {zx}-， 
即 有 z € 可 55(4)-. 

定义 3 设 {ea: 入 EA} 为 内 积 空间 瑟 中 内 的 一 族 元 如果 对 于 任意 的 
入 NEA 且 入 尖 XN, 均 有 exLev, 则 称 {fex: XeEA} 为 妃 中 的 正 交 系 . 如 果 还 有 : 对 
任意 的 入 EA,llex| = 1, 则 称 {ex: 入 EA} 为 马 中 的 标准 正 交 系 . 

定义 4 设 {ex: 入 EAl 为 内 积 空间 媚 内 的 一 个 标准 正 交 系 , ZE 五 , 则 称 数 
(z,ex) 为 了 关于 ex 的 Fourier 系数 . 

定理 2 (Bessel 不 等 式 ) 设 {ei1,e2,… ,en} 为 内 积 空间 轧 中 的 标准 正 交 系 ， 
ZT EB, 则 有 


n nn 
z 一 》 (zx,er)erll = zl — S|(z, er)l?; 
k=1 k=1 


因而 有 


nN 
|(z, er)|? < llzll?. 
k=1 


证 明 令 h=z--5x_1i(z,ek)exr, 则 hlexr (1 <k<n), 因 此 


|zll? = (e+ + 2 er)exr, h+ 》 (7， ce] 
k=1 


2 


=|hll? + 2 (zekjek| = hl + 2 lz, en)l 
k= k=1 
而 由 jhl| > 0, 显然 可 知 , 3k-1 |(z, en) < le? 0 
从 定理 2 容易 直接 得 到 下 面 的 推理 ， 


推理 1 设 {e1,… ,en…:} 为 内 积 空间 百 的 标准 正 交 系 , ZE 五 , 则 有 


Oo 
2 |(z, en)) < zl 


n=1 
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注 设 {eX: 和 EA} 为 内 积 空间 万 的 标准 正 交 条 , ZEB, 则 {和 EA: (x,e\)Z 
0} 为 可 数 集 . 

事实 上 , 对 任意 的 n € N, 由 Bessel 不 等 式 可 知 {Ae A: |(z,ex)| > 2} 为 有 限 
集合 , 因此 {入 E A: (zx, es) 头 0} 为 可 数 集 . 

推理 2 设 {es: 入 EA} 为 内 积 空间 孔 的 标准 正 交 系 , zeE 互 , 则 有 


》 |(z,ex)P < llzll?. 


AEA 
证 明 “只 需 注意 到 上 式 左边 的 对 入 eA 的 求 和 其 实 仅 为 “可 数 和 ” 即 可 . 口 
定义 5 设 马 为 内 积 空间 , {eA: 入 EA} 为 马 的 标准 正 交 系 , 如 果 对 任意 的 
TX EB, 均 有 唯一 的 表达 式 
工 二 >》， QA EMA 


和 EA 
成 立 , 则 称 {es: 入 EA} 为 五 的 一 个 标准 正 交 基 . 
注 1 对 于 任意 的 yEE,z 二 2》)\eA Qeh, 有 


(zx,y) = (5 OA ea = 》 ax(ex, 幼 . 


和 和 EA 入 E 人 


事实 上 , 对 于 A 的 任意 “有 限 ” 子 集 Ao, 有 


并 we-e 可 -|( 工 ww-ag 
入 EAo 入 EAo 
< > ases — zl llyll, 
入 EAo 
由 此 即 可 得 出 所 需 的 关系 式 . 


注 2 由 工 二 2》\eA QA EX 可 知 : 对 任意 Xo EA， 
(Z, ex ) 一 3 moo) 一 QAo.: 
EA 
因此 , 若 {es: 入 EA} 为 瑟 的 标准 正 交 基 , 必 有 


一 >》 (z， es)e\ (vz e E). 
入 EA 
定理 3 设 瓦 为 Hilbert 空 间 , {fex: 入 EA} 为 书 内 的 一 个 标准 正 交 系 , 则 下 列 
条 件 是 等 价 的 : 
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(1) {ex: AEA} 为 已 的 一 个 标准 正 交 基 ; 

(2) 若 TEEB 且 zle、 (和 eA), 则 有 z=0( 即 : {ea: 入 EA}t= 1{0}); 

(3) bani{es: 入 E A} = E; 

(4) 对 任意 的 z,y E E, 有 

(2,9) = D(z, es) (ex); 
和 EA 
(5) (Parseval 等 式 ) 对 任意 的 T €E ,有 
ls? = lo, ed) 
和 EA 

证 明 (1) 坟 (3): 由 标准 正 交 基 的 定义 及 推理 2 可 知 此 结论 是 成 立 的 . 

(3) 僵 (2): 由 条 件 知 (机 三 {es: 和 e A+ = Et = {0}. 又 由 定义 2 后 的 注 4 知 
{fex: 和 EA}L = (pan{es: 和 EAD+ = {0}. 

(2) 坟 (1): 任 取 ze EB, 令 y= 六 AcA(zex)ex, 由 Bessel 不 等 式 (定理 2), 推理 1 
后 的 注 以 及 空间 的 完备 性 , 可 知 元 y 是 存在 的 , 则 对 任意 的 AoE A, 有 


(2 — Y, eso) = (7T, EX0) 一 (ze eee ) 


AEA 
= (7, es) 一 D(x, ea) (ea, eso) = (Z,exo) 一 (Z,exo) = 0, 
AEA 
从 而 由 (2) 的 假设 可 知 zy = 9. 此 即 说 明 = = 并 AcA(zejex 因此 {ex: 和 e A} 
为 五 的 标准 正 交 基 . 
(1) 坟 (4): 由 于 {es: 和 EA} 为 三 的 标准 直 交 基 , 故 对 任意 元 x?,y € , 必 有 


和 >》 (zye)ex， 4 一 >》 (y， e\)ea. 


AEA AEA 
因此 由 定义 5 后 注 1 可 知 
(2,) = (ze ey) = (zr,es)(es,) 
入 E 人 AEA 

= ea) (a > (y, soev] 
AEA NEA 

= (7, ea) > (y, ex')(ea, ex’) 
EA 入 EA 人 

= 》 (zex)(e,g， 
入 EA 人 


(4 全 (5): 在 (4) 中 令 y=z 就 可 得 到 (5). 
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(5) 僵 (1): 对 于 任意 的 ZE EB, 由 (5) 及 命题 5 知 AcA(z,ex)ex 是 存在 的 , 且 不 
由 定理 2 知 , 对 任意 n€ N， 


2 


zy wenel =lzp- 和 IceoP， 

k=1 k=1 

因此 由 (5) 可 知 
im 2 一 bp (Z,ekj)ek| = 
k=1 

从 而 

z= > ek)ek = > es)ea. 口 

和 AEA 


注 1 任意 非 {0} 的 Hilbert 空 间 均 存在 标准 正 交 基 . 

事实 上 , 首先 , 由 定理 1 可 知 内 积 空间 上 必 存 在 非 空 的 标准 正 交 系 . 那么 , 令 
下 表示 EE 上 的 标准 正 交 系 的 集合 , 则 由 Zorn 引 理 可 知 , 下 必 存 在 极 大 元 KH. 又 因 1 
的 极 大 性 可 知 : H+ = {9}. 故 从 上 面 的 定理 中 的 (2) 坟 (1) (注意 空间 是 完备 的 ), 我 
们 立即 导出 : XH 为 五 的 标准 正 交 基 . 

下 面 就 举 出 一 些 关于 正 交 系 和 标准 正 交 基 的 例子 . 

例 1 设 e,= (0,:…,0， a (vn € N), 则 {ei,e2,…} 为 (2) 的 标准 


正 交 系 . 更 进 一 人 {ei1,e2,…} 为 (l2) 的 标准 正 交 基 . 

例 2 设 en(t)= 去 sSinnt, te [一 7,7](Yn € N); 则 显然 {en} 为 空间 L2[ 一 ,7 
的 正 交 “ 系 ”. 

但 对 于 X(t) = cost 而 言 , 由 于 


>e en)en(t) = 沪 | 人 cost, sinnt 刘 本 


-y 0 :sinnt = 0 # cost, 
n=1 
从 而 {大 sinnt} 不 是 [2[ 一 ,7 的 标准 正 交 “ 基 ”. 
例 3 邻 eo(t) = 去 ;Ee2n 尝 房 sin 仙 e2n_1 = 去 cosnt (n € N); 则 {en}Reol 
为 L?[ 一 ,7] 的 标准 正 交 基 . 
事实 上 , 直接 验证 即 可 知 {ew} 为 [一 7, 7 的 标准 正 交 系 , 又 由 于 弛 an{en} = 
[一 7,7], 因此 {en} 为 ?| 一 ,7] 的 标准 正 交 基 . 
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注 2 对 于 任意 的 je 三 [一 mrT，F 的 Fourier 级 数 为 


OO 
ao 十 >》 (an cosnt + Bn sinnt) 


n=1 


(其 中 : 
1 三 1 /"™ 
ao 二 区 三 f(t)dt, an = 人 f(t) cosntadt, 


1 /三 . 
bn= = 人 flt)sinntdt (ne N)). 
此 级 数 对 于 任意 tE€ [一 ,7] 是 处 处 收敛 的 , 此 时 的 相应 Parseval 等 式 即 为 
一 n=1 


下 面 , 我 们 首先 给 出 在 Hilbert 空间 (完备 的 内 积 空间 ) 中 有 关 83.7 所 介绍 的 最 
佳 通 近 问题 关于 存在 及 唯一 性 的 肯定 回答 . 

定理 4 设 4 为 Hilbert 空 间 妃 内 的 上 西 集 ， 则 对 任意 ZE 一 必 存 在 唯一 的 
yo € 4, 使 得 


一 加 | = inf |lz 一 外. 
lis — yoll = inf lis —l 


证 明 ”将 infyealz 一 串 记 为 d 由 下 确 界 的 定义 可 知 , 存在 元 列 {yn} c 4， 
使 得 limw_,oo |z 一 yn = d. 又 由 4 为 凸 集 , 故 对 任意 mm E N, 有 如 € 4, 因而 
可 知 : lz 一 加 过 


由 于 此 时 范 数 外 | 满足 平行 四 边 形 法 则 , 故 有 


||ym ynl|? = |(z yn) = (Zz . ym)l|? 
Yn + Ym | 
2 》 


=2(|z — yn + lz — ym ) — 4 


由 此 , 从 上 段 结果 可 知 ||ym 一 如 | 一 0 (m,n 一 00), 即 {yn} 为 已 中 的 Cauchy 列 
又 由 于 五 为 Hilbert 空间 且 4 为 闭 集 , 可 知 存 在 yo e 4, 使 得 如 一 yo, 故此 yo 即 
为 所 求 . 

下 面 来 证 明 yo 的 唯一 性 . 事实 上 , 如 果 还 存在 多 e 4, 亦 使 |z 一 yol| = |z 一 w= 
d, 则 由 4 为 凸 集 可 知 5 名 € 4, 因此 类 似 前 面 可 得 


loo — voll? = (zx — 6) — (2 — vo) 
2 


yo+ yo 
六 2 


=2(|lz — yoll? + lz — Wl) —4 


<2(@+d) -4d = 0. 
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从 而 导出 yo = Ww- OD 
下 面 所 介绍 的 “投影 定理 ”, 不 仪 在 理论 上 有 重要 意义 , 而 且 有 着 广泛 的 应 用 . 
定理 5 (投影 定理 ) 设 五 为 Hilbert 空 间 ，M 为 内 的 闭 线性 子 空间 , 则 对 于 

任意 的 ZE 忆 , 工 必 可 唯一 地 写成 工 二 Yy 十 Zz 的 形式 (其 中 yeM,zE M+). 并 且 还 

有 关系 式 

lz 和 yl = a lz— vy 


成 立 (此 分 解 称 作 “ 正 交 分 解 ”, 并 称 Yy 为 Z 在 jM 上 的 “ 正 交 投影 ”). 
证 明 ”如果 ze M, 则 取 y= zx,z=9 有 即 可 . 
如 果 xz 4 M, 则 由 定理 4 可 知 , 存在 ye M, 使 得 
lz -w= jnf lz -yl a. 
令 z = x 一 y, 故 下 面 只 需 证 明 z e M+， 事实 上 , 对 任意 we K,y € M, 有 
yaQy EM, 则 lz+ay|= lz 一 (y 一 ay 省 > da. 即 有 


lz|? +2Rea(z,y) + lal ly > 0. 


当 y 关 9 时 , 令 a= 一 华章 (并 且 注 意 到 |jzl| = 四 可 知 


因此 (z,y) = 0. 这 样 就 证 明了 z e M+. 

如 果 z=y+z=y+z, 则 有 Yy 一 yy =z 一 z. 又 由 M 和 M+ 均 为 五 的 线性 
子 空间 可 知 , y 一 yy, z' 一 z €E MN M+, 因此 , y = y,z = z'. 这 就 证 明了 投影 分 解 的 
唯一 性 . 口 

注 1 对 Hilbert 空 间 万 中 的 任 一 “ 闭 ” 线 性 子 空间 M, 有 M = M++. 

注 2 对 Hilbert 空 间 万 中 的 任 一 子 集 4, 及 am(A4) = 4+. 

注 3 由 定理 5 可 以 看 出 : 车 2M 为 Hilbert 空 间 的 “ 闭 ” 线 性 子 空间 , 则 


E=Me®@M-. 


此 分 解 称 为 空间 的 “ 正 交 分 解 ”. 

由 定理 5 可 以 定义 上 的 正 交 投影 算 子 Px: 已 一 M 为 Pi(z) = y( 这 里 ,y 
依 定理 5 由 z 唯一 确定 ), 则 此 投影 算 子 Px 具有 下 面 的 性 质 : 

定理 6 设 M 为 Hilbert 空 间 忆 的 闭 线性 子 空间 , Pm 为 从 巴 到 JM 的 “ 正 交 
投影 ”, 则 Py 满足 以 下 性 质 : 
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(i) PM 为 马上 的 线性 “ 满 ” 算 子 ; 

(ii) ||Pmuzll < llzll, vz € BE; 

(ii) P2 = Px; 

(iv) ranPx = M，kerPxm = M+ (这 里 : ranPm = W(Pm) 为 Pw 的 “ 值 域 ”， 
kerPm = N(Pm) 为 Px 的 “ 零 空 间 ”)， 

证 明 (i) 由 M 为 的 子 空间 及 Pm 的 定义 可 知 , Pw 为 满 的 . 

另 一 方面 , 对 于 任意 的 ri zz € ,Qa1, az < 区 , 由 定理 5 可 知 , 对 任意 ye M， 
有 


(Qi171 + a27z2 — [al PM (71) + a2 Pu (7T2)],Y) 
=a1(z1 — PM(21),Y) + Qa2(72 — PM (72),Y) = 0, 


从 而 ai Pw(zi) + azPm (7z2) 也 是 aizl 十 azz2 在 M 上 的 正 交 投 影 . 故 由 正 交 
投影 的 唯一 性 可 以 看 出 : Py (Qizi + Q272) = QiPM (71) + Qa2 PM (72). 

(i 对 于 任意 的 zl € E, 由 于 zl = Pm(7z1) + [zl 一 Pm(71)], 且 Pm(7x1)1[zx1 一 
Pu(zijj, 因此 lzil2 = Pu (zr) + lzi — Pu (zr) > liPm (rN 

(者 ) 如 果 y e M, 则 有 Px(y) = y. 从 而 对 于 任意 的 zl € 五 , 由 于 Pm(z1) EM,， 
故 有 Pi (71) = Pu (Pm (21)) = Pu (21). 

(iv) 直接 由 Px 的 定义 可 以 验证 得 到 . 口 
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首先 , 考虑 Hilbert 空间 上 的 连续 线性 泛 函 的 表现 形式 , 这 就 是 下 面 著名 的 Riesz 
表现 定理 : 

定理 1 (Riesz 表现 定理 ) 设 f 为 Hilbert 空 间 忆 上 的 连续 线性 泛 防 ， 则 必 存 
在 唯一 的 z E ,使 得 f(z) = (7z,z) (Vz EB); 而 且 |zl = | 

证 明 车, 为 妃 上 的 零 泛 函 , 则 取 z=2 即 可 . 

若 f 不 是 零 泛 函 , 则 零 空间 kerf 为 已 的 闭 线性 真子 空间 , 故 从 前 面 投影 定理 
(8$6.2 定理 5) 可 知 : 必 存 在 z1 € (kerf)-, 使 得 f(z1) = | 

对 于 任意 的 z € E, f(z - f(z)z1) = jz) — jz)j(2a) = 0, 从 而 2 一 f(z)z1 € 
kerf. 又 由 z1 € (kerf)+ 可 知 (zx 一 f(z)z1,z1) = 0, 此 即 有 (z,2) = jz)(z2), 故 
:= 三 即 为 所 求 

如 果 还 有 z' e 五 , 使 得 (z,z) = (x,z') (Vz eE 万 ), 那么 , 必 可 以 得 到 z 一 z'1 上 EE， 
由 此 就 可 直接 导出 z = z'. 因此 , 由 f 确定 的 元 z 是 唯一 的 . 
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最 后 , 从 已 知 f(z) = (z,z) (Vz € 五 ) 以 及 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 立即 得 到 
上 Ps llzll. 另 一 方面 ， 


CD 


从 而 导出 jf = zj|. OD 

注 1 对 于 任意 的 zo E B, 令 fo(7) = (zzo) (Yz € 忆 ), 容易 验证 , 万 为 五 上 
的 连续 线性 泛 函 , 且 有 fol| = ||zoll. 

由 此 可 知 : 当 马 为 Hilbert 空 间 时 ，E* 与 忆 是 “ 共 元 等 距 同 构 ” 的 (注意 ， 
Hilbert 空 间 上 的 共 斩 等 距 同 构 是 如 下 定义 的 : 称 Hilbert 空间 五 与 Bl 是 共 思 等 距 
同 构 的 , 是 指 存在 算 子 V: 忆 一 Bi 为 共 示 线 性 的 , 即 : Y(alzl 十 ao2Z2) = GTVZ1 十 
52Vz2,“1-1? 到 上 的 映射 , 并 且 关 系 式 (Vz1,V7T2) = (Zz1, 7X2) 对 于 任意 的 21,X2€E 卫 
均 是 成 立 的 ). 

注 2 由 于 Hilbert 空 间 是 一 个 Banach 空 间 , 故 由 上 定理 1 及 共 罗 空间 范 数 的 
定义 可 知 , |f(z)| = |(z,z)| < zj :zl (Yz € EB). 这 样 , 也 就 从 另 一 个 角度 得 到 
了 Cauchy-Schwarz 不 等 式 . 

注 3 值得 注意 的 是 , 上 面 著名 的 Riesz 表现 定理 中 , 内 积 空间 的 完备 性 是 不 
可 少 的 (因为 在 证 明 的 一 开始 , 我 们 就 用 到 了 “投影 定理 ”, 而 该 定理 是 要 求 空 间 完 
备 的 ), 否则 , 有 如 下 反例 成 立 . 

反例 ” 设 马 = ((coo), 上 :|l2) ， 即 在 所 有 “有 限 个 坐标 非 零 ” 的 数列 全 体 中 , 定 
义 (人 2) 空间 形式 的 范 数 . 由 86.1 例 2 已 知 , 马 必 构成 一 内 积 空间 . 在 媚 上 定义 泛 函 
fo #7 下 : 


fo(z) = >》， a vr = {é,} ERE. 


n=1 


由 Cauchy 不 等 式 (H6lder 不 等 式 之 特例 ) 有 
al- | D3 


‘(Em) (EI 


1 


= > 让 llzll，Yz = {én} € EB, 


nN 


6 
LAA 


因此 je E*. 反之 , 如 果 Riesz 表现 定理 对 五 成 立 , 则 必 存 在 (唯一 ) 元 yo = {m2}E 
,使 得 
jo(z) = (7, yo), Vz = {én} € EB. 
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注意 到 空间 E 的 特性 ， 我 们 可 设 yo 二 2 Nnen, 这 样 ， 当 特 取 TX1 二 Enot+1(E E) 
时 , 从 上 式 可 导出 : 


no 
0 十 二 fo(eno+1) 一 (Eno+1) yo) < 区 》， | 2 0， 


n=1 


矛盾 ! 

注 4 从 上 面 注 中 我 们 看 出 , Riesz 表现 定理 中 , 内 积 空间 的 完备 性 是 不 可 缺少 
的 . 事实 上 , 更 进一步 有 下 面 的 命题 : 

命题 ”对 于 内 积 空 间 妃 而 言 , 下 面 的 4 条 是 等 价 的 : 

(1) 五 为 Hilbert 空间 . 

(2) EE 中 元 到 其 闭 线性 子 空间 的 最 佳 逼 近 元 是 唯一 存在 的 . 

(3) 对 马上 的 连续 线性 泛 沪 f E EB*, 存在 唯一 元 UE 忆 , 使 得 


f(z) = (x,u), vr E 五. 


(4) 已 中 任意 真 闭 线性 子 空 间 均 有 ( 非 零 ) 直 交 元 . 

证 明 (1) 一 (2): 即 是 86.2 定理 5( 投 影 定理 ). 

(2) 全 (3): 不 妨 假设 存在 zo € E, 使 得 f(xo) = 0. 因为 了 的 零 空 间 N(f) 是 EE 
的 闭 线性 子 空间 , 由 (2), 存在 z1 € N(7), 使 得 


llzo 一 Za = inf{lly ~ zoll: vy € NO 上 (6.3.1) 


则 (z,w) >0. 取 入 = 多久 > 0, 那么 , Az e N(J) 从 而 有 zi + Xz e N(J). 因此 , 由 式 
(6.3.1), 我 们 有 


lu — Xzl| = ||zo ~ xz1 — Mz|| 2 lzo — z1l| = lull, 


也 即 (w 一 入 z,4 一 和 z) > (u,v). 由 此 导出 和 A(z,z) > 2(z,w) > (z,), 与 入 取 法 矛盾 ! 
故 (y,v) =0 对 所 有 y EN(f) 成 立 , 由 此 得 到 w 上 N(7). 
对 任意 ze 一, 因为 Zz 一 了 f(z)u EN(f), 从 而 [z 一 f(z)u]Lv, 由 此 得 到 


f(z) = (= < ，Vz EER. 


故 (3) 成 立 . 

(3) 全 (4): 对 于 五 的 任 一 真 闭 线性 子 空 间 Eo, 由 Hahn-Banach 定理 , 存在 ( 非 
零 ) 连续 线性 泛 函 f e EB*, 使 得 f(z) = 0，Yz e Eo. 由 (3) 存在 9 六 € EE, 使 得 
f(z) = (7z,W)，Yz EB. 从 而 ulLEo. 故 (4) 成 立 . 
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(4) 过 (1): 车 忆 不 完备 , 而 B 是 其 完备 化 空间 , 则 五 是 Hilbert 空间 , 且 存 在 
非 零 元 te E, 使 得 || 吉 | = 1,i 4 B. 令 Bo = BN 让, 则 Bo 显然 是 闭 线性 子 空间 . 
若 吾 C Bo, 则 绊 LE. 由 马 在 中 稠密 ,可 知 绊 LE, 从 而 ||ull? = (w,w) = 0, 矛盾! 
故 知 Bo 为 五 的 真子 空间 . 
我 们 说 明 Eo 在 让 中 是 稠密 的 . 为 此 , 对 任意 的 <e 计 和 <>0, 由 瑟 在 五 中 
稠密 , 存在 z,v e EB, 使 得 
要 1 
llz -sll <e, leallg 3, 
则 | lull 一 11< 款 令 v= 俐 ; 则 


1 1 
pl <i dll+tiel < + = -1l+3 < 


从 而 由 (v 一 宙 v 一 裕 二 lv 一 ?2 则 可 导出 |(i,v)| > Re(i,v) > 和 
另外 , 设 y=z 一 名品 v0, 则 ye 站 讶 , 故 由 及 入 的 取 法 , 我 们 得 到 


|(z,D|=|(z —%| sllz -<e, 


从 而 总 上 两 式 则 有 |ly -zl| = | 色 凡 | < 2e. 再 由 三 角 不 等 式 , 则 可 导出 

| 区 一 yl 二 一 zj 十 jz 一 yl| < 3e. 注意 到 ye 门 让 = Bo, 便 知名 在 让 中 
是 稠密 的 . 

最 后 说 明 Eo 在 互 中 没有 直 交 元 从 而 与 假设 条 件 (4) 矛盾 . 反之 , 知 存 在 9 尖 
ul € 忆 , 使 得 uilLEo, 由 Eo 在 让 中 稠密 ， 必 有 wili， 由 于 对 任意 ze 也 ， 
z 一 (z, 裤 e+, 于 是 有 


(z, 41) = (z,L) (i, Lu1), Vz E E. 


由 此 式 便 可 导出 (公公 过 = €E EB, 与 入 4 忆 艺 秆 ! 品 

注 5 设 互 为 Hilbert 空 间 , 由 定理 1 可 定义 B* 和 互 之 闽 的 双 射 p: f 一 Z1， 
且 有 jp( 有 ) 川 =, 及 p(aifi + 02f2) = Go( 户 )+a2p( 甩 ). 在 E* 上 定义 内 积 
(万 , 户 ) = (p( 凡 ),p(f2)), 则 知 B* 亦 成 为 一 个 Hilbert 空 间 . 

由 此 就 可 以 得 到 下 面 的 结论 : 

定理 2 设 马 为 Hilbert 空 间 , 则 已 为 自 反 空 间 . 

证 明 任 取 eB**, 由 注 5 知 B* 亦 为 Hilbert 空间 , 故 存在 gr € E*, 使 得 


F(f) == (f, gr), vf ps 
又 由 E* 上 的 内 积 的 定义 可 知 


F(f)=(f,g9r) = (p(f), pl(9F)) 
=(p(gF), p(f)) = f(p(g9F)) = Jp(gr)(f), Vf eB* 
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(那里 三 表示 用 了 Riesz 表现 定理 , J 为 到 BE** 的 典 则 映像 ). 由 此 导出 = Jocys). 
此 即 可 知 为 自 反 空间 . 口 

Hilbert 空间 中 的 连续 线性 算 子 是 Hilbert 空间 理论 中 的 重要 的 研究 对 象 , 其 中 
最 基本 、 最 重要 的 就 是 Hilbert 空间 上 的 共 轿 算 子 . 下 面 介绍 共 斩 算 子 的 定义 和 最 
基本 的 一 些 性 质 . 

定义 1 设 马 和 Ei 为 Hilbert 空 间 , A € B(E 一 Bi), 定义 算 子 A*: 万 一 五 
为 

(zx, A*y) = (Az,y), V7z € EE,yeéehi, 


则 称 A* 为 4 的 共 轿 算 子 . 
注 1 A*€B(Ei 一); 二 有 4*|| = 14 
注 2 设 刀 为 Hilbert 空 间 , 4, Be B(E),a,B Ee 区 , 则 共 轿 算 子 有 下 面 的 性 质 : 
(i) (aA + 8B)* =aA* +BB’; 
(ii) A** = 4; 
(ii) (AB)* = B* 4*; 
(iv) I* = 了 (其 中 : T 为 忆 上 的 恒 等 算 子 ); 
(v) 若 4 存在 , 则 (47)* = (4*). 
注 3 车 AeB(E 一 忆 ), 则 有 关系 式 


ker4 =ran(A*)+, ran(A) = ker(A*)-. 


注 4* 虽然 从 形式 上 看 , 似乎 我 们 也 可 在 “内 积 ”空间 上 定义 共 轿 算 子 , 但 事 
实 上 , 当 值 域 空间 不 是 Hilbert 空间 时 那样 的 定义 是 不 确定 的 , 可 参见 下 面 的 命题 : 

命题 设 马 为 “内 积 ” 空间, 日 为 Hilbert 空间 , 4e B(H 一 BB), 则 存在 唯一 
的 算 子 Be B( 思 一 电 ), 使 得 


(4z,y) = (x, By), vr € H,y eb. 


证 明 对 任意 ye 也, 令 泛 函 
Joy(z) (4z, y), VZ E 万. 


由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 及 算 子 4 范 数 的 性 质 , 可 知 : py e H*. 注意 到 互 的 完备 
性 , 由 Riesz 表现 定理 可 知 , 存在 唯一 的 元 zy € HH, 使 得 


(4z,y) = (7, 2y), Vz €H. (6.3.2) 
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这 样 , ( 按 上 面 结果 ) 当 令 By = za (Vy e 五) 时 , 从 y 对 za 的 唯一 确定 性 显然 可 知 


B 是 线性 的 . 事实 上 ， 对 任意 2V1, V2 € E, Q1, Q2 € K, 由 上 定义 知 


BalW 让 Q2Y2) 二 Zaly1l 十 ac2y2， 
B(yi)= zy, B(y2) = zyoj 
故 从 式 (6.3.2) 得 到 


(x, B(aiyi + a2yo)) = (1, za tazays) = (AT, Qi 十 ao2y2)， 


i(Az,y) + a(As, yo) = (7, 20) + 3(7, zy) 
=a1(7, Byi) + a2(7, By2) 
=(7,Q1By + a2By2), YT € H. 


由 此 立即 得 出 B 的 线性 性 . 
此 外 , 同样 由 Riesz 表现 定理 及 开始 假设 , 立即 导出 


上 yl = |lall = lpyll < [IAl| :llyll, vy € E, 


即 B 是 有 界 算 子 . 
定理 3 设 马 为 Hilbert 空 间 , 4e B(E), 则 有 4| = 14*| = 4*All3， 
证 明 对 于 任意 的 ze 五 , 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 可 得 


14z 时 = (4z 4z) = (z, A*Az) < |lzll -14*All :lzll, vz eB, 


则 有 z 
lAzll < Vi 和 :el Vz € E), 
因而 得 到 
IA < 14°4l < 14I 1a"l 
即 |4lls 14 中 


(6.3.3) 


此 外 由 于 4** = (4*)* = 4, 故 从 以 上 结论 又 有 41 < 和 142 = 4 从 而 可 


导出 |4|| = 14? 再 由 式 (6.3.3) 又 可 导出 4 = 1 44 
现在 我 们 来 举 两 个 共 罗 算 子 的 例子 . 


口 


例 1 在 Euclid 空间 K" 中 定义 连续 线性 算 子 A = (aij), 其 中 (aij) 表示 了 


中 的 nxn 算 阵 , 则 4 的 共 配 算 子 A* = (5)( 即 :“ 转 置 共 轿 ” 矩阵 ). 


86.3 Hilbert 空间 上 的 算 子 . 281. 


例 2 设 k(s,t) 为 定义 在 [a,jx [ao, 引 上 的 可 测 函 数 ,而 且 


b pb 
ff lesasat < oo, 


由 此 可 定义 L2[a,b] 上 的 连续 线性 算 子 人: 
(Tz)(s) = [ | k(s,t)z(t)dt, Vz = 7(t) € L?l[a, dl. 
那么 , 从 以 下 关系 式 : 
全 二 时 [ 人 Ta 


ER 
=/ /了 vodu = { zl) Raod 
=(7z,T*y), Vz,y € L?[a,b] 


我 们 导出 : 的 共生 算 子 了 T* 可 表示 为 
T*(z)(s) = [ k(t, s)z(t)}dt, Vz = 7(t) € L?la,dl. 


定义 2 设 互 为 Hilbert 空 间 , 4e B(E), 如 果 4* = A, 则 称 4 为 自 共 轿 算 子 . 

在 例 1 中 , 4 为 自 共 罗 算 子 的 充 要 条 件 是 ai = 5 人 7 = 1,2,… ,n). 在 例 2 
中 , 4 为 和 目 共 罗 算 子 的 充 要 条 件 是 k(s,t) = k(t, s) (t, s € [ob). 

定理 4 车 马 为 复 的 Hilbert 空 间 , 且 A EB(E), 则 4 为 自 苍 算 子 的 充 要 条 
件 是 (4z,z) ER (Vz € E). 

证 明 ”必要 性 : 若 4 为 自 共 罗 算 子 , 则 对 于 任意 的 ze BE, 由 定义 有 (4z,z) = 
(z, 4*z)] = (z, 4z) = (4z,z), 从 而 (4z,z) € R. 

充分 性 : 对 于 任意 的 z,y € E,a € 民 , 由 


(A(az +Y),ar+y) = aa(4z,z) +a(Az,y) +a(Ay,7) + (Ay,y), 
故 从 假设 可 知 a(Az,y) + (Ay,7z) < 了 下, 因此 
a(Az,y) + a(Ay,7) = a(y, 4z) + a(z, Ay) = a(A*y, 7) + a(A*z,y). 
在 上 式 中 分 别 令 a=1 和 a=i, 则 有 


(Az,y) + (Ay,7)=(A"y, 7) + (A'z,y), 
i(Az,Yy) —i(Ay,7z)=—i(A*y,7) +i(A’*z,y), 
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从 而 (4z,y) = (4*z,y), 此 即 得 到 了 4 = 4 口 


注 定理 4 对 于 实 空 间 是 不 成 立 的 , 有 如 下 的 反例 成 立 : 
反例 ”在 R? 中 定义 算 子 
ee ( 0 -1 | 
1 0 


(0 1 
we 


定理 5 若 AeB(E) 为 自 共 d 算 子 , 则 
14l = sup |(Az, 2)|. 
lzll=1 


则 (4z,z) =0 (Vz € R?). 但 


证 明 首先 , 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 可 得 
I(Az, z)| IlM4zl :||zl| < IA : zl? (Vz € BE), (6.3.4) 


从 而 7 人 suplol-il(4z,zj| < |All 
其 次 , 对 于 任意 的 ze EB, 以 E 有 1(4z,zj| < yllzl? 成 立 . 故 对 任意 的 rz,y e 艺 ， 
由 于 
(A(z +y),z+y) = (Azr,7) + (Ar,y) + (Ay,7) + (Ay,Y), 


及 
(A(z+%),T+Y) — A(T -YT -Y=2(Ar,y) +2(Ay,7) 
=2(Az,y) + 2(y, 4z) = 4Re(4z, y). 


因而 , 从 本 段 开始 的 不 等 式 及 上 式 可 知 , 4|Re(Az,9)| < Y(z 十 y 上 十 |z 一 Yl). 而 由 
平行 四 边 形 法 则 则 可 得 到 


2|Re(Az,)| < yzll? + lvl?) (6.3.5) 
最 后 , 令 w = arg(Az,y), 则 从 式 (6.3.5) 便 可 导出 
|(Az,y)|=e (Az,y) = (A(e-*7),y) 
=Re(A(e—*)z,y) < 7(le*zl? + vl) = az)? + ly). 


因此 , suplzl=i suplyl=i |(4z, gl 和 7 从 而 4 < 7. 
从 上 面 两 个 不 等 式 , 我 们 即 可 得 到 本 定理 结果 . D 
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注 1 由 定理 4 和 5 可 知 , 若 马 为 复 的 Hilbert 空 间 , A € B(E), 且 (4z,z) =0 
(Yz EB), 则 4 = 0( 震 算 子 ). 

注 2 若 三 为 复 的 Hilbert 空 间 , 4 e B(E), 邻 算 子 
A+A* _A-A* 

0 DT 

则 B,C e B(EE) 均 为 自 共 罗 算 子 , 且 A 二 B+iC, 4* = 二 BB-iC. 此 时 称 B 和 0C 分 
别 为 4 的 实 部 和 虚 部 . 

定义 3 设 轧 为 Hilbert 空 间 , 4e B(E), 若 4*4 = 44*, 则 称 4 为 正规 算 子 . 

注 自 共 力 算 子 必 是 正规 算 子 . 

定理 6 若 互 为 Hilbert 空 间 , 则 4e B(E) 为 正规 算 子 的 充 要 条 件 是 |4z|| = 
|A*zl| (Yz e E). 

证 明 对 于 任意 的 ze EE, 由 于 

|Azl? — |A*zll?= (Az, 4z) — (A*z, A*z) 
=(A*Az,7)— (AA*z,7) = ((A*A— AA*)z,7), 


因此 , 当 4 为 正规 算 子 时 , 对 任意 z Ee E, 必 有 4z|| = 4*z|. 
男 一 方面 , 当 |4z|| = ||4*z|| (Yz € E) 时 , 从 前 面 关 系 式 可 知 ((A*A4 一 4A4*)z， 
Z) =0 (Vz € ). 而 当 注 意 到 4*4 一 44* 为 自 共 示 算 子 , 故 从 上 面 定 理 5 立即 导出 
A*A 一 AA* = 0( 零 算 子 ). 口 
定理 7 车 瑟 为 复 的 Hilbert 空 间 , 4 e B(E), 则 4 为 正规 算 子 的 充 要 条 件 是 
4 的 实 部 与 虚 部 可 交换 . 
证 明 设 B 和 C 分 别 为 4 的 实 部 和 虚 部 , 则 4= B+iC,A*= BiC, 从 而 
AA*=B?—iBC+iCB+ O02, 
A*A=B S10CBFIBDG TO. 
因此 , 4*4 = 44* 当 上 且 仅 当 CB = BC. 口 
定义 4 设 瑟 为 Hilbert 空 间 , 4e B(E), 若 4* = 4-1, 则 称 4 为 西 算 子 . 
注 1 西 算 子 必 为 正规 算 子 . 
注 2 A 和 为 西 算 子 当 且 仅 当 A*A = AA* = 工 
注 3 若 4 为 酉 算 子 , 则 |4zl| = zl (Yz EEE)( 即 :“ 保 范 ” 算 子 或 “等 距 ” 算 


B= 


86.4 线性 算 子 的 谱 


谱 是 研究 算 子 的 重要 工具 , 而 本 节 主 要 是 介绍 Hilbert 空间 上 连续 线性 算 子 的 
谱 及 其 最 基本 的 概念 和 理论 . 下 面 设 媚 为 Hilbert 空间 , A e 有 (五 )， 工 表示 其 上 的 
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恒 等 算 子 . 

定义 1 车 入 eC(OMT-4)-Le8B(B)) 则 称 入 为 4 的 正则 元 , 而 称 算 子 
Rx(4) 全 (MT - 4)-1 为 4 的 预 解 式 ，4 的 正则 元 的 全 体 称 为 4 的 预 解 集 , 记 为 
p(A). 而 o(A) 会 CNp(4) 称 为 4 的 谱 集 ， 和 Eo(4) 称 为 4 的 谱 . 

注 1 入 Ep(4) 的 充 要 条 件 是 : 对 于 任意 的 VE 五, 方程 (和 MT 一 4)z =y 均 有 
解 , 且 存 在 与 y 无 关 的 正常 数 y, 使 得 zl < llyl|. 

事实 上 , 必要 性 直接 由 (MX 一 4)- e B(E) 的 存在 性 可 得 . 至 于 其 充分 性 , 首先 ， 
由 设 知 (MT 一 4A)z = 9 有 和 解 zo 及 jlzoll < ll9ll, 可 知 zo = 9, 从 而 (M -4)- 是 
存在 的 . 此 外 , 对 于 任意 的 ye E, 有 z= (M4)-'ye 互 且 zl < ?ly 故 知 
(MT — A)-! € B(E). 

注 2 对 于 AeB(E), 当 |All<1 时 ,有 (1A)-!eB(E). 

事实 上 , 由 于 马 是 Hilbert 空间 , 从 其 完备 性 可 知 B(E) 亦 是 完备 的 ( 见 82.2 定 
理 3), 故 当 设 ||4|| < 工时, 可知 ;||4"||(< ;1141|”) 必 为 收敛 ( 数 项 ) 级 数 , 因此 ， 
由 81.9 定理 1 可 导出 ; > A" 是 存在 的 , 而 且 (1 -4)( 洒 >o 4") = 了- 故 有 


(TI— A)-!= SA E B(E). 
n=0 


注 3 对 于 已 上 的 连续 线性 算 子 4 而 言 , o(A) 为 有 界 集 . 
事实 上 , 当 | 和 | > |4l| 时 , 由 注 2 知 (1 一 条)-! € B(E), 从 而 (XT 一 A)-!€ B(E). 
此 即 Ae po(4), 因此 有 (4) c {AEC: |A< 4}. 
利用 预 解 式 的 定义 , 我 们 立即 可 以 得 到 下 面 的 定理 : 
定理 1 ( 预 解 恒等式 ) 若 和 ,和 2 ep(4), 则 有 
RA(A)— Ra,(A)= (MN — NR (A)R2(A) 
= (NM — A)R, A) RA(A). 


定理 2  p(4) 为 C 中 的 开 集 ,从 而 oa(4) 为 C 中 的 闭 集 . 
证 明 ”对 于 任意 的 cs p(4), 有 (of -4 一 eB(B). 故 当 BECE 且 16| < 
aT 一 4)- 吉 -~! 时 , 由 注 2 可 知 [I 十 8(aI 一 4)-!]-!€ 8B(E). 又 由 于 


(a+BI—-A=BPI+(al— A)= (al— A)[I+B(arl — A)- 1), 


因此 [(a 二 8) 一 4-!e B(E), 即 a+6Bep(4), 也 即 p(4) 为 C 中 的 开 集 . OD 
定义 2 称 r(4) 全 supxevCa |》| 为 算 子 的 谱 半径 . 
定理 3 (Termaraaz 定 理 ) 7(4) = lim ,wo WA"l. 
(注意 类似“ 数学 分 析 ”， 易 知 上 极限 是 存在 的 , 且 有 : limn- VIM4"| = 
inf VE 
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证 明 ”首先 , 设 AeC 且 | > limn_,w WA 会 a. 对 于 任意 的 e > 0, 车 
|A| a+e, 则 当 nr 充分 大 时 ,有 WA"7|| < a 十 名 从 而 


故 当 | 和 | > a 时 , 如 前 面 注 2 的 说 明 一 样 , 由 B(B) 完备 及 并 2 ;| 各 二 | < oo， 
则 有 并 2 4 e B(E). 又 由 于 (XT 4) 并 2 全 一 = 了 从 而 


(a 十 
(a+e)m 


447 一 1 
An 


~ 


2 An-1 
QT-A) := > eB(E), 

n=1 
即 和 € p(4), 这 样 就 得 到 了 关系 式 : o(4) C {和 € C: II < Qa}. 也 即 r(4) = 
supaeo(4) | 和 | < a 

另 一 方面 , 由 上 段 的 证 明 可 知 ,，RA(4) 在 | 和 | > 7(4) 上 是 解析 的 , 于 是 , 对 于 任 

意 的 fe B(E)*, f(RA(4)) 为 {AEC: | 和 | > r(4)} 上 的 复 值 解析 函数 . 且 当 |A| > a 
时 , 由 于 RA(4) = 并 2， 和 ,可 得 f(RA(4)) 的 Laurent 展 式 为 


进而 可 知 上 述 展 式 对 | 和 | > supeo(4) | = (4) 也 成 立 . 于 是 , 对 于 任意 的 s > 0， 
级 数 > ;|(r(4) 十 e)-"f(4"-1)| 是 收敛 的 , 由 此 可 知 : 对 任意 的 f & B(E)*, 存在 
常数 pf > 0, 使 得 

|f[(r(A) +e) "A < pt, vneN. 


从 而 由 共鸣 定理 可 知 , 存在 常数 po > 0, 使 得 


I(r(A) +e) "A™ < po, vneN. 


于 是 
A < po(r(A) + (Vn N), 


故 a= limn_,oo VIM4?‖ < r(4) +es. 而 由 e >0 的 任意 性 我 们 立即 导出 a < r(4). 
从 上 两 个 不 等 式 , 我 们 即 可 得 到 本 定理 结果 . 0D 
讨论 了 算 子 的 正则 集 之 后 , 我 们 再 来 讨论 一 下 算 子 的 谱 集 . 
定义 3 (i) 如 入 EC, 车 存在 一 个 非 替 向 量 Zo E ,使 得 4zo = Xzo, 则 称 入 

为 4 的 特征 值 , zo 为 4 的 特征 向 量 . 4 的 特征 值 的 全 体 ( 记 为 cp(4)) 称 为 4 的 

点 谱 . 
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() 如 入 EC, AIT 一 A 为 “1-1” 对 应 , 且 ran(XT 一 4) 天 已 及 ran( MT 一 4) = 万， 
则 称 入 为 4 的 连续 谱 . 4 的 连续 谱 的 全 体 记 为 oc(A4). 

(着 ) 如 入 E C, AT 一 A 为 “1-1” 对 应 , 且 ran(XT 一 4) 天 五 , 则 称 入 为 4 的 剩余 
谱 . 4 的 剩余 谱 的 全 体 记 为 or(A). 

注 1 算 子 A 关于 入 的 特征 向 量 的 全 体 构成 马 的 闭 线性 子 空间 . 

注 2 显然 , op(4),oc(A),or(4) 是 两 两 不 相交 的 , 且 有 


o(A) = op(A) Uoc(A) Uo(A). 


下 面 我 们 用 例子 来 具体 说 明 一 下 上 面 的 三 种 谱 : 
例 1 在 Hilbert 空 间 (62) 中 , 定义 算 子 4 为 


Az = (é2, £3 …. 这 VYZ 二 {éx} < (0)， 


则 有 on(4) = {AEC: |A| < 1 
验证 ”对 任意 的 XeC,z={ 如 je( 人 2 有 


(MT — A)z = Mr — Az = (NE — é2, M2 一 上 ,Aén 一 En+1,**'), 


| 和 | > 工时, {AX"} 4 (2)). 总 上 结果 则 可 得 知 


op(A) = {NEC: | 和 | <1}. 口 


例 2 在 Hilbert 空 间 L2[0,1] 中 , 定义 算 子 4 为 (4z)(t) = tz(t), 则 o(4) = 
oc(A) 二 [0， 1]. 

验证 ” 当 入 # 10,1] 时 , 由 rlt) 全 (和 一 引 -! 在 [0,1] 上 连续 , 以 及 [(XI - 
A)-1z](t) = (入 一 如 -1z(t), 故 得 到 (和 AT 一 A)-! € B8(L2[0,1]), 从 而 和 ep(4). 

而 当 入 e [0,1] 时 , 如 果 [( MT -4)z](t) = (At)z(t) = 0 (a.e. t € [0,1]), 则 
有 z(t) = 0 (a.e. t € [0,1]))， 这 说 明 算 子 和 fT 一 4 为 “1-1? 对 应 的 . 其 次 , 由 于 
(和 一 -! gL2[0,1], 故 eo(t) 4 ran( 和 IT 一 4) (其 中 : eolt) 表示 在 [0,1] 上 几乎 处 处 恒 
取 1 的 函数 ), 此 即 : ran(XT 一 4) 关 E. 最 后 , 对 于 任意 的 元 y(t) € 2[0, 1], 先 由 积分 
的 绝对 连续 性 可 知 : 对 任意 s > 0, 存在 6 > 0, 如 果 集 M Cc [0,1] 且 jy(M) < 6 时， 
则 有 


/ lb < e. 
M 
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这 样 , 当 特 取 相应 函数 


-D1y(0， 当 tg 人 -和 +| 时 | 
zs(t) = 
0， te -A+ 引 时 


我 们 得 知 zs(t) e 52[0,1] 且 中 (XT 一 A)zs 一 yl| < s. 这 样 得 到 了 ran(X7 -4) = 
因此 , 总 上 得 到 c(4) = coe(4) = [0,1]. 口 
例 3 在 Hilbert 空 间 (62) 中 , 定义 算 子 4( 移 位 算 子 ) 为 


47 = (0, &1, &», 中 J Ens …), Vz = {éx} € (£2), 
则 有 or(4) = {A EC: IN|<1}. 
验证 当 |A| <1 时 ,下 证 ran( AT 一 4) = {zo}+( 其 中 : 20 = (1 和 和 ,入 ,…)). 
事实 上 , 对 于 任意 的 z= (&1,&2,… 6) e( 如 有 
OT — A)z = (M1, M2 — &1, 7 ,Nn — én). 
因此 ， 


((AI = A)z, 20) 一 和 6 十 入 (和 E2 = &1) A 和 (和 En 和 cn 1) 二 
= lim 和 en 一 0. 


此 即 (( 和 IT 一 A)z,z0)=0(vre (@2)). 也 即 ran(AXT 一 4) C {zo0}+. 

另 一 方面 ,如 yo=(m?,m3,… 8)e()) 有 2%Lzo. 令 Zo 一 (各 全 各) 
其 中 : &6 = 一 六 也 0 和 Wntk+1， 

则 当 入 = 0 时, 由 经 = -n+l 故 一 Azo = (0,7p,ms,… ,TIn,"….). 而 由 此 时 
20 = (1,0,0,…) 由 ylzo 故 知 nw = 0. 因此 导出 zo € (2), 且 (和 AT 一 4)zo =y. 而 当 
入 了 0 时 , 由 Cauchy 不 等 式 , 有 


[区 < y | 和 | 和 | 的 


k=0 
ee 
入 
| 上 Le 


故 知 


Oo Oo 
> ls EP > LA 


oo 1 2 oo 
Di ol2 
Dr = (Bm) 


ee 
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这 样 就 有 zo e ( 刀 ). 最 后 , 再 次 注意 zo 坐标 的 取 法 , 容易 得 知 m2 = 和 2 一 如 _1, (这 
里 定义 癌 = 一 Ro 入 +1), Yn <e N， 由 此 显然 可 得 (和 I 一 4)zo = y. 因而 证 得 
{zo}+ Cran(XT — A). 

从 上 两 部 分 , 我 们 证 明了 ran( 和 IT 一 4) = {zo} ,也 即 推出 or(4) = {和 EC: | 和 | < 
1}. 口 

定理 4 车 4 为 西 算 子 , 则 4 的 特征 值 之 模 为 1. 

证 明 设 和 为 4 的 特征 值 , 相应 的 特征 向 量 为 zo, 即 有 Azxo = Xozo, 则 知 

(Azxo, 4zo) = (Noxo, Xozo) = |Xo|?(zo, zo). 
另 一 方面 , 从 西 算 子 定义 义 有 
(Azxo, 4zo) = (A* 4zo,zo) = (x0, 70), 

由 此 立即 导出 | 和 0o| = 1. 口 

定理 5 车 4 为 自 共 冰 算 子 , 则 4 的 特征 值 为 实数 . 

证 明 车 ho 为 4 的 特征 值 , 相应 的 特征 向 量 为 zo, 则 有 关系 式 

Mo (Zo, To0) = (Mzo, To) = (4zo,zo) = (zo0, A*70) 


= (zo, 4zo) = (zo, Xozo) = Xo(zo, zo). 


又 (zo,zo) > 0, 故 Xo = 和 0. 由 此 可 知 Xe e R. 口 
定理 6 若 4 为 自 共 示 算 子 , 则 对 应 于 4 的 不 同 特 征 值 的 特征 向 量 必定 是 正 
交 的 . 
证 明 设 X 和 A》(A 大 和》z) 为 4 的 特征 值 , 相应 的 特征 向 量 为 z1 和 zz, 即 
有 4zi = Xiczi (i = 1,2), 那么 ,我 们 可 以 得 到 


和 li(Z1, Z2) 王 (和 171,72) = (AT1, 72) = (21, 4 To2) 


到 (Zz1, M272) 二 M2 (z1, 72) 一 和 X2(Z1， 2Z2). 


由 和 i 关 X2, 从 上 式 立 即 导 出 (zt zz) = 0. 口 

对 于 一 般 的 连续 线性 算 子 而 言 , 要 求 出 其 谱 是 十 分 困难 的 ; 但 是 , 紧 连 续 线 性 算 
子 的 谱 却 是 十 分 简单 的 (注意 : 在 赋 范 空间 中 紧 线性 算 子 必 为 连续 线性 算 子 ). 这 就 
是 我 们 下 面 要 介绍 的 著名 定理 . 

为 了 下 面 定理 7 证 明 的 需要 , 我 们 先 再 列 出 一 个 著名 的 值 域 定理 作为 引 理 如 
下 : 

引 理 ” 设 了 T 了 是 赋 范 空间 马 到 i 内 的 线性 算 子 , 则 T-! 是 连续 的 充 要 条 件 是 
T* 为 满 算 子 . ( 即 ; 85.3 中 定理 1). 

定理 7 (Riesz-Schauder 定理 ) 设 五 为 无 穷 维 的 Hilbert 空 间 , A € B(E) 为 
紧 算 子 , 则 有 且 仅 有 下 面 结论 之 一 成 立 : 
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(i) o(4) = {0}; 

(让) o(4) = {0, 入 1)… ,和 An}, 对 于 任意 1 1 人 二 n,Ak 关 0 为 4 的 特征 值 , 并 
且 dim ker(MxIT — A) < coi 

(ii) c(4) = {0, 和 i, 和 2,…}, 对 于 任意 有 ENX 天 0 为 4 的 特征 值 并 且 
dim ker( 和 A 和 kT 一 4) < co; 此 外 还 有 lim ,oo 和 = 0. 

证 明 (1) 当 五 为 无 限 维 空间 时 , 必 有 0 e c(4). 

事实 上 , 反之 , 阁 0e p(4), 则 有 4-!€ B(E). 又 由 4 为 紧 (连续 ) 线性 算 子 , 可 
知 T= 44-: 亦 为 上 的 紧 (连续 ) 线性 算 子 . 这 就 与 五 为 无 限 维 空间 相 矛 盾 ( 注 
意 前 面 81.5 赋 范 空间 有 限 维特 征 ). 

(2) 若 入 ec(4), 入 关 0, 则 入 ecp(4). 

反之 , 若 入 gop(4), 由 入 ec(4) 及 谱 集 定义 ( 见 定义 3), 可 知 RA(A) = (XT 一 
4)-! 存在 . 下 面 将 证 明 RA(4) < B(E). 为 此 , 我 们 由 著名 的 “ 值 域 定理 ”, 只 要 证 明 
RM,(4)* 是 满 算 子 即 可 . 下 面 就 来 验 明 这 一 事实 . 

其 实 , 对 任意 的 we EE, 作 线 性 子 空间 ran(AT 一 4) 到 E 的 线性 泛 函 加 如 
下 : fo(z) = (RA(4)z,yo). 显然 fo 为 ran(XT 一 4) 上 的 连续 线性 泛 函 (由 于 |fo(z)| < 
lyol IIRAC4) zl 从 而 由 Hahn-Banach 定理 知 , fo 可 以 延 拓 到 整个 空间 E 上 ， 
由 此 再 从 Riesz 表示 定理 导出 , 存在 zo € BB, 使 得 j(z) = (z,zo) (Yze 瑟 ), 因此 ， 


(y, (MT — A)*zo)=((MT — A)y, x0) = fo[l(A — A)y] 
二 (CEA(4)(AT 这 A)y, yo) = (vy, yo), Vy = 


这 样 我 们 就 可 得 到 yo = (MT 一 4)*zo. 也 即 (MT 一 4)* 是 满 线性 算 子 , 故 由 85.3 的 值 
域 定理 知 (MT 一 4)-! € B(E), 也 即 入 Ee p(4), 与 反 设 矛盾 ! 

(3) 者 Xo 为 o(4) 的 极限 点 , 则 Xo = 0. 

事实 上 , 对 于 o(4) 的 极限 点 Xo, 存在 一 列 互 不 相同 的 元 {An} Co(4), 有 A 入 n 一 
和 o. 不 妨 设 和 n 关 0 (ne N), 则 从 上 面 (2) 可 知 {和 Nn} C op(4). 

对 任意 的 me N, 取 zn € ker(MnT 一 4A). 令 Mi = span{71,… ,zn}, 则 有 
dimM = n, 而 且 由 上 面 定 理 6 可知: Mn_1 为 Mn 的 真子 空间 , 从 而 Riesz 引 理 导 
出 : 存在 yn se Mn 有 jlynl| = 1, 使 得 

dyns Ma) Si lyn > 3 neN. (6.4.1) 
又 由 zn € ker(XnT 一 4) 及 yn 的 取 法 (注意 yn e Mn 和 式 (6.4.1)) 可 知 : (An7 一 4)yn € 
Mn-_1. 则 有 


(AmT— Ajym E Mm_1 CMn_1 (n>m). (6.4.2) 


:290 . 第 六 章 Hilbert 空间 


4( 交 ) -4 (经)= 直 Gm7 一 Am 一 诡 CnT 一 A 一 m+ 
-二 On Aymt i Onl ADye | , (6.4.3) 


因而 当 n > mm 时 , 从 式 (6.4.1), (6.4.2) 和 (6.4.3) 便 可 导出 


如 1_41( 姑 
|() -a (me)|> ann > (49 


最 后 , 注意 到 4 为 紧 算 子 , 由 式 We 则 知 { 恕 } ed 而 
由 |lynll = 1 (me NN), 因此 | 如上 = 六 一 oo. 这 样 就 可 导出 Mo=0. 

(4) 对 任意 的 Ae ac(4), 入 天 0, 必 有 dim ker(XT - 4) < oo. 

事实 上 , 注意 到 关系 式 和 Tlker(A1_4) = 4lkxeror_ 4 假若 dim ker( 和 TT A) = +oo， 
由 4 为 紧 算 子 可 知 4|kerxr-4) 也 是 紧 算 子 , 从 而 4lkxerwr-4a) 作用 在 单位 原 心 球 
Bilker( 和 T 一 4)] 上 的 像 集 应 是 ker( 和 T 一 4) 中 的 紧 集 .由 此 , 从 开始 的 等 式 即 知 


和 [Bi(ker(XT 一 4))] 亦 为 紧 集 . 这 与 dim ker(AT - 4) = 上 +oo 假设 相 矛 盾 . 口 
习 题 六 


6.1 试 证 明 : 可 分 的 Hilbert 空间 的 标准 正 交 基 含有 可 数 个 元 
6.2 设 H(t) = (-D"e' S(e™) 为 Hermite 多 项 式 , 并 且 今 


en(t) = (PnlVT) Ye- H(t), (n=1,2,...) 


试 证 明 : {en} 为 [2( 一 00, 十 00) 的 标准 正 交 基 . 
6.3 设 马 为 Hilbert 空间 , 4e B(E), {en} 为 忆 的 标准 正 交 基 , 且 对 于 任意 的 m,mE N, 均 
有 (Aen,em) = (Aem,en), 则 4 为 自 伴 算 子 . 
6.4 设 互 为 Hilbert 空间 , {An, 4} CB(E), 且 hn 一 4. 如 果 入 Ep(4), 则 当 n 充 分 大 时 ， 
亦 有 入 E p(An), 而 且 

im RA(4n) = F(A). 


一 部 分 
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作为 空间 严格 凸 性 的 补充 , 我 们 还 要 指出 , 严格 凸 这 个 概念 对 于 可 分 的 Ban- 
ach 空间 没有 太 大 的 意义 . 为 此 , 我 们 先 证 明 著 名 的 Cl0,1] 空间 的 “万 有 性 ”定理 . 


87.1 空间 Cla,b| 的 万 有 性 


先 介绍 一 个 引 理 . 

引 理 1” 在 距离 空间 中 任意 自 列 紧 集 均 可 表 为 Cantor 完全 集 的 连续 映像 ( 值 ). 

证 明 ”由 于 此 引 理 证 明 较 长 , 我 们 下 面 分 六 段 来 说 明 : 

(1) 设 集 下 为 距离 空间 马 内 一 个 自 列 紧 集 , 则 知 对 于 任意 趋 癌 于 零 的 数列 {en}， 
都 可 以 在 FF 中 找到 有 限 的 “en 网 ”, 而 且 可 以 假设 其 “网 点 ”由 2™" 个 元 素 组 成 
(否则 可 以 添加 成 此 数目 )(vn es N). 我 们 设 这 些 “en 网 ”为 


{2 : k= 1,2,... ,2""} (Yn e N). 


(2) 设 闭 球 BO = B(z,el) (k = 1,2,… ,2m), 显然 , 有 U2 BL DO 厂 然 
后 , 设 
Fr =FNBY (k1 2 2 


则 由 五 = U2 Fs, 可 知 , 该 集 下 可 以 表 为 2" 个 直径 不 超过 2e1 的 闭 集 之 和 . 此 
外 FF，(k1 = 1,2,… ,2ma) 作为 自 列 紧 集 内 的 闭 子 集 , 其 亦 为 自 列 紧 的 . 

(3) 重复 上 面 的 做 法 ,又 可 将 每 一 个 Fi， 表 为 2"? 直径 不 超过 2e2 的 闭 集 
Ra (让 = 1,2,.… 2m; ko = 1,2,… 2") 之 和 的 形式 …， 这样 做 下 去 (可 以 
认为 所 有 这 些 集 都 是 非 空 的 ). 

(4) 今 设 玉 为 [0,1] 内 的 Cantor 三 分 集 , 由 定义 可 知 此 集 是 全 部 位 于 第 一 级 
闭 区 间 Ai, (il = 0,1) 上 的 , 同样 也 是 全 部 位 于 第 二 级 闭 区 间 Ai,is (ii = 0,1) 上 
的 ; …; 一 般 说 来 , 也 是 全 部 位 于 第 j 级 闭 区 间 Aiio.. i (i =0,1; 4=1,2,.…,)) 
上 . 并 且 我 们 显然 可 知 : . 

当 把 第 mi 级 闭 区 间 从 左 到 右 重 新 编号 记 为 Ak，(k1 = 1,2,… ,2™!) 时 , 每 
一 个 ma 级 闭 区 间 An 必 包 含 2"? 个 mi + ms 级 闭 区 间 . 因此 , 可 将 后 者 从 左 
到 右 重 新 编号 为 Ak,k。(k1 = 1,2,… ,2"; kz 二 1,2,… ,2m™);.… , 这 样 做 下 去 我 
们 就 可 以 将 上 面 空间 EB 内 的 自 列 紧 集 及 ,me 与 这 里 [0,1] 区 间 内 的 闭 区 间 组 
Ah 已 …R (5 = 1,2,… ) 一 一 对 应 起 来 (参见 图 7.1). 
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图 7.1 


(5) 我 们 说 明 , 对 于 自 列 紧 集 FF 内 的 任意 一 点 , 其 必 可 为 上 面 Cantor 集 内 一 点 
的 映像. 事实 上 , 如 果 设 z < 已 那么 , ze Fg (一 般 来 说 , 这 个 中 的 菜 一 值 局 不 是 
唯一 的 , 我 们 不 妨 取 其 中 的 最 小 下 标 ), 类 似 地 有 7 € Fro,ko, “°° ,TE Fko, kp9,.., ko". 
那么 , 从 对 应 的 闭 区 间 Ao，Kno ko，…… ,Kho ko .ie，… ,我 们 必 可 确定 唯一 的 一 点 
t € 与 元 x 相对 应 . 类 似 地 , 可 以 看 出 : 上 面 的 对 应 关系 反 过 来 也 是 确定 的 , 因而 
就 可 得 到 Cantor 集 忆 到 自 列 紧 集 上 的 满 映像 z = p(t) Le Po). 

(6) 最 后 , 证 明 上 述 映 像 p 是 连续 的 . 事实 上 , 如 果 设 zo = p(to) (te 态 ), 设 
to 由 闭 区 间 组 Apo, Apo,k9, ,Ap 9, ,kos 确定 , 则 对 于 中 zo 的 任意 一 开 
球 O(zo0,e), 由 zo E F 及 第 二 段 的 作法 可 知 (注意 en 一 0 (n 一 oo)) 必 有 一 集 
Fk9,k9,…,k9 C O(zo,s). 这 样 , 由 于 to 为 对 应 闭 区 间 和 Ap ,9,... ,ko 上 的 一 点 , 当 取 此 区 
间 长 为 5 时 , 可 以 看 出 , 只 要 上 一 to| < 6, tE Po, 必 有 te Axo,kg,…,io, 从 而 导出 


T= p(t) € Fro,r9,...,ko C O(zo, é), 


即 d(z, x0) < s. 因而 , 得 出 p(t) 在 己 内 任意 一 点 to 均 是 连续 的 . 口 

有 了 上 面 的 引 理 , 下 面 就 可 以 引入 关于 连续 函数 空间 Cl0,1] “万 有 性 ”的 著名 
的 定理 . 1923 年 , Ypprcon( 乌 里 松 ) 曾经 抽象 地 证 明了 “万 有 ”可 分 空间 的 存在 性 ， 
即 : 任意 的 可 分 距离 空间 都 与 此 空间 的 一 部 分 等 距 对 应 ( 同 构 )， 后 来 ,， Banach 和 
Mazur 证 明了 空间 Cl[0, 1] 就 是 这 样 的 “万 有 ”空间 之 一 . 

定理 *(C[0,1] 的 “万 有 性 ”) 任意 一 个 可 分 的 Banach 空间 互 必 可 等 价 (等 
距 线 性 同 构 ) 于 C[0,1] 内 的 一 闭 线性 子 空间 X. 

证 明 设 五 为 任意 一 个 可 分 的 Banach 空间 , 则 由 其 可 分 性 可 知 , 存在 {xn} C 
,使 得 {zn} = EB. 令 B+ 为 B* 中 的 原 心 单位 闭 球 , 并 在 其 内 定义 距离 


Vl lf(en)— g(rn)| , 
d(f,9) = 2 TF grr vf,g€ Bi (7.1.1) 


(容易 验证 上 面 是 满足 “距离 ”定义 的 ). 

其 次 , 证 明 Bt 在 上 面 距 离 的 定义 下 构成 一 个 ( 自 列 ) 紧 距离 空间 . 事实 上 , 由 
第 一 章 习题 6 已 知 对 于 距离 空间 而 言 , 紧 与 自 列 紧 是 等 价 的 , 因此 下 面 只 要 证 明 对 
于 Bt 中 任意 元 列 { 扩 }, 必 可 求 得 在 Bt 内 ( 按 上 面 定 义 的 距离 ) 收 全 的 子 列 即 可 . 
然而 , 这 是 明显 的 , 因为 只 要 注意 到 82.5 的 引 理 3 便 知 , 由 上 述 {fr} 必 可 选 出 一 子 
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列 { 廊 ,小 使 其 “ 弱 *” 收敛 于 fo € BY, 即 有 
fni (7) — fo(7) (一 oo)，Vz E 五 . 


由 式 (7.1.1) 的 定义 , 显然 可 以 导出 d(fni, fo) 一 0 (k 一 00). 此 即 说 明 BY 是 一 紧 距 
离 空间 . 

其 三 , 利用 前 面 的 引 理 , 由 上 面 结论 可 知 , 必 存 在 一 连续 变换 将 [0,1 上 某 一 
Cantor 集 忆 映 为 B+. 不 妨 设 


th 天 epBf teP,, (7.1.2) 


并 且 , 任 取 中 一 元 > 定义 集 [0, 1] 上 的 函数 yj(t) 如 下 : 


ee Fo eo (7.1.3) 
“OT OG + ye), Bt BH, 


(其 中 ,<t< 太 ,tt, 妇 为 PP 中 距 t 最 近 的 两 点 , 由 Po 的 定义 , 即 为 在 构成 PR 时 舍 
有 上 的 “ 舍 去 ” 之 “ 余 ( 开 ) 区 间 ” 的 两 个 端点 .) 由 于 式 (7.1.2) 的 映像 是 连续 的 , 因 
而 还 知 


如 一 如 全 人 foo yr(tn) 一 加 (加 ) (no 00), Vv{tn} C Ph,, (7.1.4) 


(其 中 , a 为 按 式 (7.1.1) 在 B+ 上 定义 的 距离 ). 即 , 上 面 定义 的 函数 在 Pp 上 是 连续 
的 ; 而 且 , 当 在 集 [0, 1]\ Po (为 开 区 间 之 “并 ”) 时 , 由 式 (7.1.3) 可 知 , 其 以 yz(t) 在 各 
开 区 间 端 点 之 值 线性 相连 而 得 , 故 其 在 [0, 1]\ Po 是 连续 的 . 若 to & 三 是 某 余 开 区 间 
的 右 端点 , 由 yz 在 余 区 间 中 的 定义 可 知 yz 在 如 点 是 左 连续 的 ; 若 0 夭 如 E 古 不 
是 任意 余 开 区 间 的 右 端点 , 由 yz 在 Pp 上 连续 , 存在 to 在 [0, 1] 区 间 中 的 开 邻 域 U0, 
使 得 对 任意 te U 门 Bo, 有 |yz(t) 一 yz(to)| 小 于 预先 给 定 的 正 数 s. 于 是 存在 Cantor 
集 五 的 某 余 开 区 间 (t,t), 使 得 t,t] Cc U 门 (0,to) 显然 , 对 于 区 间 (to] 中 的 点 
t, 或 者 售 于 Po 门 U 中 ,或 者 售 于 两 端点 在 U 门 PP 中 的 丽 的 某 余 开 区 间 中 . 再 次 注 
意 到 ys 在 余 区 间 中 的 定义 , 知 其 值 必 介 于 两 端点 的 值 之 间 , 从 而 可 知 


|yz(t) — yz(to)| < e， 


故 yz 在 to 点 也 是 左 连 续 的 . 同 理 可 知 其 于 to 点 也 是 右 连 续 的 . 因此 由 to 任意 性 则 
知 yz 在 PR 上 连续 , 从 而 在 [0,1] 上 也 是 连续 的 , 即 we € C[0, 1]. 这 样 , 可 分 空间 古 
就 被 映 为 C[0, 1] 内 的 一 个 子 集 , 并 且 , 根据 前 面 的 做 法 , 不 难看 出 此 映像 还 是 线性 
的 . 此 即 被 映 为 C[0, 1] 内 的 一 个 线性 子 空间 , 设 其 为 X. 
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最 后 , 由 Hahn-Banach 定理 可 知 , 对 任意 zo € EB, 存在 fi € Bi, 使 得 | 请 (zo)| = 
||zxol|. 设 此 fi > fi, 于 是 ， 从 Yzo 的 定义 则 有 (注意 ti € Po) 


|yzo lt1)| = |fe, (20)| = |zoll; 
但 由 式 (7.1.3) 又 有 
|yzo (| < ||zoll, vt € [0, 1]， 


从 而 有 


llyzoll = sup |yzo(t)| = zol 
Ot<1 
注意 到 zo 的 任意 性 , 上 即 导出 
llyzl| = |lzll, vz € E. 


结合 上 段 的 结果 , 此 也 即 表明 空间 五 与 Cl0, 1] 的 线性 子 空间 X 是 等 价 的 . 至 于 X 
在 Cl0,1] 中 的 财 性 显然 可 以 由 式 (7.1.3) 以 及 五 的 完备 性 导出 ， 品 


87.2 可 分 Banach 空间 均 有 等 价 的 严格 凸 范 数 


有 了 上 面 的 结果 , 就 可 证 明 任意 一 个 可 分 的 Banach 空间 均 可 赋 等 价 的 严格 凸 
范 . 即 有 下 面 的 定理 : 

定理 (Clarkson 定理 ) ” 任 一 可 分 的 Banach 空间 必 可 线性 同 胚 于 一 个 严格 凸 
空间 . 

证 明 首先 , 由 87.1 中 的 定理 已 知 :“ 任 一 可 分 Banach 空间 必 可 等 价 于 连续 
函数 空间 Cl[0, 1] 内 的 一 个 闭 线 性 子 空间 ”. 因此 , 只 要 对 空间 Cl[0, 1] 来 证 明 上 面 定 
理 就 可 以 了 . 

其 次 , 在 [0,1] 上 取 一 可 数 稠 集 { 刀 } 并 作 Cl[0, 1] 的 相应 的 一 列 泛 顶 


万 (zZ) = z(tn), Vr ECI0,1] (ne N). 
显然 我 们 可 以 看 出 : {fn} c (C[0,1]*), 且 有 fall < 1 (Yn es N). 今 在 空间 Clo,1] 中 
另外 改 设 一 个 范 数 如 下 : 


lzlh = (er+ 研 志 Aop) ,vz € Clo,1l. 


n+l1 
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为 了 验证 ji 是 范 数 , 我 们 只 验证 其 “三 角 不 等 式 ” (因为 其 他 两 条 公理 的 验证 是 
明显 的 ). 而 此 则 可 由 下 式 看 出 : 


1 


2 


Oo 
1 
lz 十 外 := C 十 中 + 2 zalfn(r+ oj 
n=1 


[S| 


< 四 DA wo 
n= 二 1 
<llzlli + llylli, vz,y € Cl0,1]. 
另外 , 由 于 
llzll < llzll < (lz| 十 sup| 记 (2 = (llzll? + llzll?)? < 2llzll; vz € CIO,1), 
故 又 知 新 范 数 | .i 与 原 范 数 || 是 “等 价 ” 的 , 从 而 知 空间 C[0, 1] 的 元 在 此 两 范 
数 定义 下 , 按 元 的 “自我 对 应 ”是 线性 同 胚 的 . 
最 后 , 证 明 空间 C[0, 1] 的 元 按 新 范 数 外 .小 定义 后 所 成 的 赋 范 线性 空间 是 严格 


凸 的 . 事实 上 , 如 果 此 时 有 两 个 非 零 元 x 和 y, 使 得 jz + gj: = lzlli + | 那么 ， 
从 上 面 验证 | ||: 满足 范 数 “ 三 角 不 等 式 ” 的 中 间 式 子 , 便 可 导出 


(mr + > 去 OF + @ +》 去 hf) 
n=1 n=1 
=|lzll + llylh = @ + lvl)? + (fo)|+ tO] 
n=1 
从 而 , 注意 到 Cauchy 不 等 式 “ 等 号 成 立 ” 的 性 质 , 由 上 式 则 可 得 到 


fn(7) = Qfn(y) (n=1,2,.…), 


(其 中 a 为 某 一 正 数 ). 注意 到 泛 函 户 的 定义 (vn e N), 由 上 式 则 可 导出 两 函数 z(t) 
和 ay(t) 在 [0,1] 的 稠 集 {tn} 上 相等 , 再 注意 到 ,ye CI[0, 1] 是 连续 函数 , 从 而 导出 
7 = 二 ay. 也 即 空间 在 新 范 数 ‖ 由 范 数 下 是 严格 凸 的 . OD 
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为 了 深入 研究 赋 ( 准 ) 范 线 性 空间 及 其 共 罗 空 间 , 我 们 就 不 仅 要 研究 其 ( 准 ) 范 
数 诱 导 的 拓扑 性 质 , 还 要 研究 其 弱 拓 扑 或 弱 * 拓扑 的 性 质 . 为 此 , 下 面 我 们 来 介绍 拓 
扑 线 性 空间 及 其 上 的 线性 算 子 的 概念 与 性 质 . 


88.1 拓扑 线性 空间 的 基本 概念 


从 拓扑 线性 空间 的 名 称 可 以 看 出 , 其 上 必 有 线性 结构 及 拓扑 结构 . 这 样 还 不 够 ， 
还 要 要 求 这 里 的 线性 结构 与 拓扑 结构 有 “和 和谐” 的 关系 . 由 此 可 得 其 定义 如 下 : 

定义 1 数 域 区 上 的 线性 空间 马 称 为 拓扑 线性 空间 , 是 指 其 上 存在 一 个 拓扑 
7T, 使 得 加 法 运算 Z 十 y 及 数 乘 运算 az 在 拓扑 工 下 分 别 是 (ZT,Yy) 及 (azZ) 的 二 元 连 
续 函 数 (7,y € EP;a e K). 

定义 中 的 连续 性 的 条 件 可 叙述 如 下 : 

1) 对 于 任意 xz,y € 及 xY 十 y 的 任意 邻 域 Uz+y € 7, 必 存 在 x 和 yy 的 邻 域 
Uz, Uy € 7 使 得 Us 二 Uy C Uzty: 

2) 对 于 任意 入 eK,z EB 以 及 和 z 的 任意 邻 域 hz, 必 存 在 z 的 邻 域 Us 及 
6 > 0, 使 得 当 必 一 X < 5 时 , 有 HADz C Uaz. 

例 ” 赋 范 线性 空间 、 赋 准 范 线性 空间 、 赋 拟 范 线性 空间 以 及 赋 拟 准 范 线性 空 
间 均 为 拓扑 线性 空间 . 

关于 拓扑 线性 空间 , 我 们 有 以 下 简单 的 性 质 : 

5| 理 1 设 一 为 拓扑 线性 空间 , 则 有 

1) 当 Uo 是 9 点 的 邻 域 基 时 , zo 十 Uo 必 为 zo 的 邻 域 基 ， 

2) 当 Us 为 zo 的 邻 域 时 , 则 AoUzo (Xo 关 0) 必 为 Xozo 的 邻 域 . 

证 明 由 拓扑 线性 空间 的 定义 可 知 映像 


TFIT+Zo To: TP Nor 


均 为 五 到 五 上 的 同 胚 映 像 . 由 此 可 得 上 面 两 个 结论 . 品 
定义 2 数 域 K 上 的 线性 空间 媚 中 的 集合 4 称 为 吸收 的 , 如 果 对 任意 的 
zo Eb, 存在 0o > 0, 当 | 和 | 60 时 , 均 有 


rT E A. 
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空间 瑟 中 的 集 B 称 为 均衡 的 , 是 指 
aBCB (vae Kk,lal <1). 


引 理 2 ”在 拓扑 线性 空间 中 , 存在 由 均衡 、 吸 收集 所 组 成 的 邻 域 基 . 
证 明 由 引 理 1 仅 对 6 点 的 邻 域 基 Zo 来 证 明 即 可 . 首先 , 由 函数 f(A, zo) = Xzo 
在 入 = 0 的 连续 性 可 知 , 对 任意  e Uo, 存在 5 > 0, 使 得 


Aro EU (YAE 了 K,| 和 | So), 


从 而 U 为 吸收 集 (此 即 : 9 点 的 任意 邻 域 均 为 吸收 集 ). 
其 次 , 由 函数 g( 和 ,7z) = Xz 在 (0,9) 的 连续 性 , 故 知 : 对 于 任意 Ve Uo, 必 存 在 


AVcU (YAEKK,|A| < 0). 
令 克 =UNssAV 显然 W 亦 为 9 点 的 邻 域 , 且 当 lal <1 时 , 有 


aW =a (J AV = (J aAY C (J MV=W 
| 和 |<6 | 和 |<6 IX'|g5 


即 W 是 均衡 的 . 从 定义 显然 还 有 了 三 C U. 由 此 可 知 这 些 W 的 全 体 即 为 所 需 之 邻 
域 基 . 口 
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当 线 性 空间 中 存在 拓扑 时 , 我 们 就 可 以 讨论 其 上 定义 的 线性 泛 函 的 连续 性 . 以 
下 均 用 U 表示 在 9 点 的 邻 域 族 (而 用 Uo 表示 忆 在 9 点 的 邻 域 基 ). 

定理 1 设 f 为 拓 提 线性 空间 己 上 的 非 替 线 性 泛 函 , 则 /为 连续 线性 泛 函 的 
充分 必要 条 件 是 f 满足 下 列 条 件 之 一 : 

1) Ny = {zx € EB: f(x) = 0} 是 一 闭 集 . 

2) Ns 不 稠 于 五 . 

3) 存在 U ezi, 使 得 f(U) 是 有 界 集 . 

证 明 f 连续 全 1): 由 于 Ny 是 闭 集 {0} C 在 连续 函数 f 下 的 原 像 广 !(0)， 
故 由 “点 集 拓扑 ”知识 可 知 , 其 当然 是 闭 集 . 

1) 之 2): 由 Ny 是 闭 集 , 且 f 不 恒 为 0, 故 知 Ny = Ny 关 ,此 即 Ns 不 稠 于 E. 

2) 一 3): 由 Njy 不 笛 于 EE, 故 存在 元 zo E EB 及 9 点 的 均衡 邻 域 Ce WU, 使 得 
(zo+U)nNr = 8. 不 妨 假设 f(zo0) > 0, 则 有 f(zo 十 y) > 0 (vy es 0). 事实 上 ,车 
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有 yo ez 使 得 f(zxo 十 yo) <0, 则 可 得 到 0 < f(zo) < 一 f(yo). 而 由 UU 的 均衡 性 , 有 
A yo GE U, 从 而 导出 


f (zo) f (zo0) 
—f (yo) —f (yo) 
与 前 面 U 的 取 法 矛盾 ! 因此 了 在 zo 二 UV 上 恒 正 . 从 而 f(-U) < f(zo). 再 次 用 到 UU 
的 均衡 性 , 则 有 |f(U)| < f(zo). 故 3) 成 立 . 

3) 一 了 连续 : 由 f 是 可 加 的 , 故 只 需 证 明 f 在 9 点 连续 . 事实 上 , 由 假设 可 知 : 
存在 0< aoE 开 及 Uoez, 使 得 


f(x) < ao (Vx € Uo). 


于 是 , 对 任意 的 。 > 0, 由 88.1 的 引 理 1 可 知 , V 全 喜 Do e U, 且 从 上 式 显然 导 
出 : |f(z)| <e (VYz eV), 也 即 f 在 9 点 连续 口 

注 1 由 88.1 的 引 理 1 可 知 ,定理 1 中 的 集 Ny 换 为 集 五 fa = {x € EE: jz) = 
aVYZE 五 } 时 , 定理 仍然 成 立 . 

注 2 从 上 面 2) 僵 3) 的 证 明 可 知 : 如 果 U 为 9 点 的 “均衡 ” 邻 域 , f 的 一 “ 齐 
性 ” 泛 函 ; 则 f(U) 必 是 或 为 有 界 数 集 或 有 f(U) = 下. 

下 面 再 给 出 一 组 使 得 拓扑 线性 空间 上 的 线性 泛 函 是 连续 的 充分 必要 条 件 : 

定理 2 仍 设 让 是 拓扑 线性 空间 媚 上 的 线性 泛 函 , 则 了 在 已 上 连续 的 充分 
必要 条 件 是 下 列 条 件 之 一 成 立 : 

1) Ref (zx) (f(z) 的 实 部 ) 在 已 上 连续 . 

2) 存在 一 连续 凸 泛 函 p(z), 使 得 |f (x)| < p(z) (Vz € 万 ). 

3) 存在 非 空 开 集 G, 使 得 f(G) 产 区 . 

证 明 /连续 之 1) : 由 f 连续 及 关系 式 |Ref(z)| < |f(z)| 可 知 线性 泛 函 
Ref(7z) 在 9 点 连续 , 从 而 在 BB 上 连续 . 

1) 全 2): 首先 , 由 $3.1 定理 2 的 证 明 中 我 们 已 知 关系 式 f(z) = Ref(7) 一 
iRef(iz), Vz e B. 因此 , 由 1) 可 知 f 在 上 连续 , 令 p(z) = |j(z)|, 直接 可 导出 2) 
的 结论 . 

2) 过 3) : 由 p(x) 连续 , 故 存在 开 邻 域 Uo es U, 使 得 |f(x)| < p(x) < 工 十 
p(9) (Yz € Do), 从 而 f(UVo) 并 . 此 即 导出 了 3). 

3) 全 f 连续 : 如 果 3) 成 立 , 则 存在 ao e KK, 使 得 广 !(ao) 门 G = 2. 注意 到 G 
为 开 集 , 上 式 表明 集 Hj,a。= {fz e BE: f(z) = ao} 不 稠 于 E. 借助 于 定理 1 的 2) 
及 其 后 的 注 , 则 可 导出 f 在 马上 是 连续 的 . 口 

例 在 有 R 上 定义 “ 拟 范 ” 如 下 : 


(gl 和 = |z|, Vv(z,y) € R?. 


0<f (co+ w) = f(x0)+ f(yo) = 0， 
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由 此 “ 拟 距 离 ” 导 出 的 拓扑 T 构成 了 拓扑 线性 空间 瑟 = (RR?,7). 在 媚 上 定义 线性 
泛 函 fo: fo(u) =y (Vu = (7,Y) EB), 可 知 Nj, 在 媚 中 是 稠 的 . 从 而 由 定理 1 可知， 
fo 在 马上 是 不 连续 的 . 

注 ”从 上 例 可 以 看 出 , 拓扑 线性 空间 中 的 “有 限 维 ” 线性 子 空 间 未 必 是 有 财 的 . 但 
是 , 值得 注意 的 是 , 满足 To 公理 的 拓扑 线性 空间 中 的 有 限 维 线性 子 空 间 必 是 闭 的 ， 
因此 具有 To 公理 的 有 限 维 拓扑 线性 空间 上 的 线性 泛 函 必 是 连续 的 (这 在 后 面 89.1 
将 会 证 明 ). 


88.3 ”线性 算 子 的 有 界 性 和 连续 性 


本 节 讨 论 拓扑 线性 空间 中 线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 之 间 的 关系 . 为 此 , 我 们 
先 来 介绍 拓扑 线性 空间 中 的 “有 界 集 ” 与 “有 界 算 子 ”的 定义 . 

定义 1 设 瑟 为 拓扑 线性 空间 , 称 马 中 的 集 4 被 集 妃 吸收, 是 指 : 存在 
60 > 0, 使 得 

MAACB VIA 6o,M EK). 
巨 中 的 集 M 称 为 有 界 的 , 是 指 M 被 瑟 的 一 切 0 点 的 邻 域 吸收 ， 

注 ”显然 , 赋 范 空间 作为 拓扑 线性 空间 , 其 中 集 的 (拓扑 ) 有 界 性 与 其 按 范 有 界 
性 是 等 价 的 . 但 对 于 赋 准 范 空间 而 言 , 情形 就 不 是 这 样 了 , 其 明显 的 例子 是 空间 (s)， 
从 81.7 我 们 知道 , 整个 空间 (s) 不 是 有 界 集 ( 见 前 面 82.1 定义 5 后 的 命题 3), 但 却 
是 按 准 范 有 界 的 . 然而 , 在 准 范 空间 中 , 注意 到 准 范 的 定义 不 难看 出 , 空间 中 的 集 如 
果 (拓扑 ) 有 界 , 则 必 为 按 准 范 有 界 的 (参看 82.1 定义 5 后 的 命题 1). 

现在 , 可 以 给 出 有 界线 性 算 子 的 定义 : 

定义 2 拓扑 线性 空间 瑟 到 卫 的 线性 算 子 了 称 为 是 有 界 的 , 是 指 : 荆 将 也 
内 任意 的 有 界 集 映 为 Bl 内 的 有 界 集 . 

作为 拓扑 线性 空间 中 集 的 有 界 性 的 (分 析 ) 判别 法 , 我 们 给 出 下 面 有 界 集 的 特 
征 性 命题 : 

引 理 1 拓扑 线性 空间 媚 中 的 非 空 集 合 M 是 有 界 的 充分 必要 条 件 是 下 列 条 
件 之 一 成 立 : 

1) 对 任意 {en} C 区 , en 一 0(n 一 00) 以 及 任意 {zn} C MM, 必 有 

EnZn 一 0 (7 一 oo). 

2) 对 任意 {zn} C MM, 必 有 


1 
Tn 一 0 (n— 00). 


证 明 M 有 界 一 1): 设 M 是 有 界 集 ， 对 任意 {en} C K, e, = 0(n = oo)， 
{zn} C M, 来 验证 snzn 一 0. 为 此 , 注意 到 对 任意 Ze U, 由 M 的 有 界 性 假设 , 存 
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在 00 > 0, 使 得 
AM CU, VIMN < io. 


再 由 en 一 0(n 一 oo) 的 假设 , 存在 N e N, 使 得 |en| < bo (vn > N). 于 是 得 到 
enZn EU (vn>N). 

即 3) 是 成 立 的 . 

1) 全 2): 是 显然 的 . 

2) 一 M 有 界 : 反 设 , 如 果 M 不 是 有 界 的 , 则 必 不 能 被 4 中 的 一 切 邻 域 所 吸收 . 
由 88.1 的 引 理 2, 不 妨 设 M 不 能 被 “均衡 ” 邻 域 Qo e WU 吸收 , 故 对 于 任意 n€ N， 
必 存 在 zn e M,|An| < +, 使 得 和 zn 4 Uo. 由 Uw 的 均衡 性 则 有 二 zn 4 Uo. 于 是 得 
到 点 列 {zn} C M, 显然 4zn 0 人 一 oo), 与 2) 了 矛盾 ! 口 

使 用 上 面 的 引 理 就 可 以 得 到 下 面 两 个 定理 : 

定理 1 设 人 是 拓扑 线性 空间 妃 到 媚 内 的 线性 算 子 , 则 全 连续 二 有 界 . 

证 明 设 MM 为 EB 内 任意 有 界 集 , 我 们 来 说 明 T(M) 为 Bi 中 的 有 界 集 . 为 此 
对 于 任意 {yn} C T(M), 必 存 在 zn e M, 使 得 yn = T(zn) (vn € N). 由 M 是 有 界 
集 和 引 理 1, 我 们 有 zn 一 9(n 一 00). 再 由 了 的 可 加 及 连续 性 便 得 到 
2 sh 3 一 0 (mm 一 oo). 
Nn Tn 
再 次 使 用 引 理 1, 从 上 则 可 导出 T(M) 为 BL 中 的 有 界 集 ， 由 定义 即 知 了 为 有 界 
算 子 . 口 

注 ”此 定理 的 北 命 题 未 必 成 立 . 我 们 有 下 面 的 反例 : 设 瑟 是 无 限 维 的 赋 范 空 
间 , 其 上 范 数 拓扑 T 必 有 严格 强 于 其 弱 拓扑 由. 则 由 共鸣 定理 可 知 集 的 强 ( 范 数 )、 弱 
拓扑 有 界 是 等 价 的 , 故 (EE,w) 到 (E,T) 上 的 恒 等 算 子 工 必 是 有 界 算 子 , 但 显然 是 不 
连续 的 算 子 . 

定理 2 设 人 是 拓 提 线性 空间 忆 到 Bi 的 线性 算 子 , 如 果 瑟 满足 41 公理 (第 
一 可 数 公理 ), 则 有 

TT 连续 二 > TT 有 界 . 


证 明 ”由 定理 1, 只 需 验 证 定理 的 充分 性 . 

首先 , 由 五 满足 41 公理 的 假设 , 注意 到 88.1 的 引 理 2, 可 知 在 9 点 必 存 在 
可 数 均衡 邻 域 基 {Vi,}, 不 妨 假设 其 为 单调 的 , 即 有 公 2 Vri(Vn e N). 显然 , {Vn} 
也 必 为 0 点 的 邻 域 基 . 

然后 , 反 设 有 界线 性 算 子 全 不 是 连续 的 , 则 其 在 0 点 也 必 不 连续 ( 因 可 加 算 子 一 
点 连续 可 异 出 其 处 处 连续 ), 故 必 存在 忆 的 一 个 0 点 的 邻 域 Vo, 使 得 T(3V,) & Uno， 
即 有 

(5 VC ，VmeRN. 
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由 此 , 对 于 任意 n € N, 存在 zn € 去 WV, 使 得 T(zn) 4 Uo, 故 点 列 {T(zn)} 是 不 收敛 
于 9 的. 

但 另 一 方面 , 由 上 可 知 nzn € 你 (Ym € N). 注意 到 {Vn} 是 9 点 的 邻 域 基 , 则 
有 nzn 一 9(n 一 oo). 因此 , 从 引 理 1 可 知 , {nzn} 是 中 的 有 界 集 , 故 由 了 的 假设 
{T(nzn)} 也 应 该 是 有 界 集 . 再 次 用 引 理 1 则 可 导出 


T(zn) = =T(nen) 一 0 (mn 一 oo)， 


从 而 与 归 廖 假设 所 得 的 上 一 段 结 果 了 矛盾 . 站 
下 面 的 引 理 给 出 了 拓扑 线性 空间 中 集合 的 闭 包 的 一 个 表达 式 : 
引 理 2 设 4 是 拓扑 线性 空间 媚 中 的 点 集 ,M 是 马 中 日 点 的 邻 域 族 , 则 有 


A= {|(4+0). 


UEeU 
证 明 “本 引 理 可 由 以 下 几 个 等 价 的 关系 直接 导出 : 


reA<>(z+V){|4#% (VV eu) 
reA-V (VVeu) re {1(4-V) 
VEeuU 
=>ze {|(4+V). 口 
EL 

下 面 是 拓扑 线性 空间 中 的 线性 子 空间 为 有 界 集 之 特征 性 命题 : 
定理 3 设 瑟 为 拓扑 线性 空间 媚 的 子 空间 , 则 Eo 为 有 界 集 > Eo C {外 . 
证 明 “< 和 =”: 由 引 理 2 的 结论 ， 


显然 , {9} 可 被 9 点 的 任意 邻 域 吸收 , 故 为 有 界 集 , 从 而 其 子 集 Eo 也 为 有 界 集 . 

“一 ”: 设 io 为 有 界 集 , 则 对 于 任意 U EU, 存在 560 > 0, 使 得 MEo CU (VIA|< 
60). 注意 到 Eo 为 线性 子 空间 , 从 上 可 得 Bo C U. 再 由 U0 的 任意 性 及 引 理 2, 立即 得 
出 


Eoc {}U=0. 口 


推理 ”对 于 满足 To 公理 的 拓扑 线性 空间 而 言 ， 其 内 不 存在 ( 非 零 空 间 的 )“ 有 
界 ” 线 性子 空间 . 


第 九 章 ” 弱 拓 扑 w(, 五") 与 弱 * 拓扑 w*(EE”, EF) 


对 于 一 个 拓扑 线性 空间 BE 而 言 , 当 其 上 存在 非 零 连 续 线性 泛 函 时 , 除了 原 
有 的 拓扑 外 , 还 有 前 面 有 些 节 中 曾 涉 及 的 所 谓 的 “ 弱 拓 扑 ”, 其 规范 的 定义 由 下 面 形 
式 表 出 : 

定义 1 设 马 为 一 拓扑 线性 空间 , 则 妃 上 由 拟 范 数 族 {|z*(-)|: z* EB*} 所 
生成 的 (局 部 凸 ) 拓扑 称 为 如 上 的 绊 拓 扑 ( 这 里 EB* 表示 所 有 妃 上 定义 的 连续 线性 
泛 防 ) 记 为 w(E,E*). 

注 1 从 定义 1 显然 可 知 , 拓扑 线性 空间 巨 在 w(B,E*) 下 , 其 0 点 的 邻 域 基 
由 以 下 开 集 组 成 : 


U(z1,73,..* ,T+; E)= {rz: |zi(z)| <e,l < kn,re BE}. 


Vzi1,73,..* ,7 E EP*,neEeN,e>d0. 


注 2 从 上 拓扑 的 定义 看 出 , w(B,B*) 也 即 为 忆 上 使 B* 的 元 连续 的 “最 弱 
拓扑 ”. 

注 3 显然 , 五 上 的 弱 拓 扑 w(B,E*) 弱 于 瑟 中 原 有 的 拓扑 . 

注 4 从 弱 拓 扑 的 定义 可 以 看 出 : 在 拓扑 线性 空间 已 中, 对 于 其 内 的 任意 “ 广 
义 点 列 ”{z6: 6 E A}( 这 里 : 人 为 ( 半 ) 序 定 向 集 ) 及 元 zo, 其 “ 弱 收 敛 ” 关系 有 以 下 
等 价 形式 : 


26 一 ro TL) — 7* (70), Vr” EE"*. 


类 似 地 , 对 于 一 个 拓扑 线性 空间 忆 , 当 E* 关 {0} 时 , 在 B* 上 也 可 以 定义 另外 
一 种 新 拓扑 . 

定义 2 设 瑟 为 拓扑 线性 空间 , 且 BE* 关 {0}, 则 上 由 拟 范 数 族 {|Js(-)|: ze 
思 } 所 生成 的 (局 部 凸 ) 拓扑 称 为 弱 * 拓扑 , 记 为 w*(E*, 也 ). 

注 5 已 * 的 弱 * 拓扑 之 0 点 的 邻 域 基 是 如 下 形式 集 ; 


U(x1,T2,°** ,Tn;E) 三 {2 |z*(zr)| <el<k<n,r* € EP’*}. 


VT1,72,°.* ,Tn E E,nEN,e>0. 
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注 6 与 弱 拓 扑 类 似 , 对 EB* 内 的 任意 “广义 点 列 ? {z :6eA}y 及 元 人 有 
以 下 等 价 形式 : 


( 弱 *) 
7 —770 > TI(7) — TO(7), VT ELE. 


上 面 定 义 的 弱 拓 扑 与 弱 * 拓扑 其 实 均 为 局 部 凸 拓扑 . 为 此 , 我 们 介绍 局 部 凸 的 
定义 如 下 : 

定义 3 拓扑 线性 空间 媚 称 为 局 部 凸 的 , 是 指 其 在 9 点 的 任意 邻 域 均 包 含 某 
一 凸 邻 域 (或 等 价 的 有 : 其 在 9 点 存在 一 个 由 廿 集 组 成 的 邻 域 基 ). 

例 设 马 为 赋 拟 范 空间 , 则 其 必 为 局 部 凸 空间 , 而 球 列 {B(0, 汪 )} 必 构 成 其 一 
(可 数 ) 凸 邻 域 基 . 

注 ” 当 注意 到 第 三 章 最 后 附录 的 (三 ), 由 了 凸 、 均 衡 0 点 邻 域 必 可 确定 一 “次 加 、 
绝对 齐 次 ” 泛 函 , 我 们 由 Habn-Banach 定理 可 以 导出 : 对 于 局 部 西 空间 EB, 如 其 满 
足 To 公理 , 那么 , 对 任意 0 天 Zoo6E 互 , 必 存 在 一 连续 线性 泛 函 户 使 得 户 (zo) = 1( 从 
而 知 EB* {0}). 


89.1 纶 拓扑 的 一 些 性 质 


在 83.2 中 我 们 曾 得 到 一 个 有 关 弱 拓扑 的 性 质 , 即 : 对 于 局 部 凸 空间 中 的 凸 集 ， 
其 ( 原 拓 扑 ) 闭 性 与 “ 弱 列 闭 ” 性 等 价 有 了 弱 拓 扑 的 定义 后 , 通过 其 等 价 定义 及 局 
部 凸 空间 中 的 隔离 性 定理 不 难 导出 , 此 结论 对 于 “ 弱 闭 ”也 是 成 立 的 . 下 面 再 给 出 有 
关 其 ( 原 拓扑 ) 有 界 性 与 弱 拓 扑 下 的 有 界 性 等 价 的 一 个 定理 , 它 可 以 作为 基础 泛 函 
分 析 中 有 关 ( 按 范 ) 强 有 界 与 弱 有 界 性 等 价 的 命题 在 局 部 凸 空间 的 推广 . 为 此 , 先 给 
出 一 个 引 理 . 

引 理 1 设 忆 为 局部 凸 空间 , 则 它 的 拓扑 T 必 可 由 一 族 连 续 的 拟 范 数 生成 . 

证 明 首先 , 由 88.1 引 理 2 以 及 空间 局 部 凸 的 假设 , 可 以 导出 : B 中 存在 由 均 
衡 、 吸 收 、 开 凸 集 所 组 成 的 0 点 的 邻 域 基 W = {W>: 入 e A}( 事 实 上 , 由 假设 可 
知 , 对 任意 Ve U, 必 存 在 0 点 的 凸 邻 域 了 C U. 而 由 88.1 引 理 2 又 知 , 存在 9 点 
的 均衡 、 吸 收 、 开 邻 域 W CV. 最 后 , 取 W 的 凸 包 (W) 即 为 所 求 ). 并 且 从 第 三 章 
的 附录 中 的 定理 6 类 似 可 知 : 对 于 任意 上 述 9 点 邻 域 We W, 必 存 在 一 个 连续 拟 
范 数 px, 使 得 

HA={z: px(Z) <1,7z € EE} 

(这 里 , 我 们 只 要 注意 从 Ws 的 均衡 性 则 可 将 原 定 理 6 中 汉 函 的 “ 正 齐 性 ”加 强 为 
“绝对 齐 性 ”, 因而 其 成 为 “ 拟 范 数 ”). 

其 次 , 我 们 再 来 证 明 由 拟 范 数 族 更 = {pa: 入 e A} 所 生成 的 拓扑 w(E, 卫 ) 与 空 
间 五 原来 的 拓扑 r 是 相同 的 . 事实 上 , 对 任意 的 入 e 入 , 由 拟 范 数 px 的 连续 性 可 知 


. 306 . 第 九 章 。 弱 拓扑 w(B,B*) 与 弱 * 拓扑 w*(E*, EE) 


U\(e) = {zx: pX(Z) <e,rT EE} (Ve>0) 
均 为 ( 原 拓扑 7 下 )9 点 的 开 邻 域 , 从 而 对 任意 有 限 个 和 1,X2,… ,和 € A, p=1 Zu(e) 
亦 为 9 点 的 开 邻 域 , 故 w( 王 , 亚 ) CT. 

另 一 方面 , 对 任意 的 上 _e WU( 在 原 拓扑 r 下 9 点 的 邻 域 族 ), 由 {Ws: 入 € A} 
为 邻 域 基 , 故 存在 入 e A, 有 WC V, 从 前 两 式 可 知 , 此 即 CA(1) CV, 由 此 得 到 
TC w(E, 于 ). 从 上 两 结论 , 即 导 出 : r = w(E, 二 ). 品 

下 面 引 理 给 出 了 局 部 凸 空间 中 有 界 集 的 表征 : 

引 理 2 设 瑟 为 局 部 凸 空间 , 其 拓扑 由 连续 的 拟 范 数 寿 下 = {pa: 入 EA} 所 
决定 , 则 子 集 B 为 有 界 集 的 充 要 条 件 是 

Sub pA(T) < +00, VA EA. 


证 明 ”必要 性 : 对 任意 的 和 EA, 由 U(pa;1)= {z: pa(7) <1,zeEB} 是 0 点 
邻 域 , 从 B 的 有 界 性 假设 , 故 知 存在 60 > 0, 使 得 B C boU(ypa;1). 所 以 , 当 z EB 
时 ， 必 有 OA(Z) < 00， 此 即 导 出 


sup pA(T) 和 00 
EB 


充分 性 : 任 取 UP PA ;DN Ee) 令 


a = 人 Pai (7)}. 


再 令 bo = &, 则 当 |p| < bo 时 , 就 有 
PMs (HUz) < ex (z) < 60P%s (z) <E @ > 1,2, Es ,n), VT EB. 


此 即 导出 jyB CU(ypa,… ,pa;e), 也 即 B 是 有 界 集 . 口 

普 助 上 面 两 个 引 理 , 就 可 以 得 到 下 面 定理 : 

定理 1 (Mackey) 对 于 任意 拓扑 线性 空间 ,其 内 ( 原 拓扑 下 ) 的 有 界 集 必 为 
弱 拓 扑 下 的 有 界 集 . 并 且 , 当 五 为 局 部 凸 空间 时 , 其 北 命 题 亦 真 . 

证 明 ”由 于 名 上 的 弱 拓 扑 w(E, BE*) 弱 于 互 原 有 的 拓扑 , 因此 对 9 点 的 任意 
弱 邻 域 , 其 必 同 时 为 原 拓扑 下 的 邻 域 , 从 而 由 有 界 集 的 定义 可 直接 导出 当 B 在 原 拓 
扑 下 有 界 时 , 在 弱 拓 扑 下 亦 必 有 界 . 

而 当 设 为 局 部 是 空间 时 , 如 果 B 为 弱 有 界 集 , 则 有 


sup |f(z)| < +oco，Vjf e 五 (9.1.1) 
EB 


而 由 引 理 1 可 知 , 局 部 凸 空间 巨 的 原 拓扑 可 由 一 族 连 续 的 拟 范 数 B= {px: 入 E 
A} 生成 . 现 对 任意 的 入 e A, 作 零 空间 


N, = {zx: px(z) = 0,7 € E}. 
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则 从 pa 的 次 加 、 绝 对 齐 性 及 连续 性 可 知 ，NVx 必 为 原 拓扑 线性 空间 三 的 一 个 闭 线 
性 子 空间 , 因而 当 令 
E\ = E/N 


时 , 注意 81.12, 在 商 空 间 到 上 必 可 定义 一 个 “ 范 数 ”, 使 得 
上 2 = pa(z), Vi € E,, (9.1.2) 


则 ( 包 ,|. |) 构成 一 个 赋 范 线性 空间 . 并 且 , 对 任意 的 及 € ( 专 )*, 及 会 及 op Ee 
(其 中 人 办: 已 一 及 为 商 映 射 ); 因此 由 式 (9.1.1) 得 到 


_ sup AD)| = sup (A o ya) (7)| 
zev\(B) EB 
=sup [f(z)| < 00, YA Ee (BY. 
EB 
因此 , 由 “共鸣 定理 ”, 并 注意 到 式 (9.1.2), 我 们 立即 得 到 
sup pa(7)= sup |lzll> < oo. 
rz€EB zevy\(B) 


而 当 注意 到 上 面 入 e A 的 任意 性 , 由 引 理 2 立即 可 知 B 在 原 拓扑 下 是 一 个 有 界 集 . 


口 
下 面 再 介绍 一 个 相关 空间 的 原 拓扑 与 弱 拓 扑 下 等 价 的 非常 有 用 的 命题 : 
定理 2 设 马 为 局 部 凸 空间 (或 B* 关 {0} 的 拓扑 线性 空间 ), 则 
(E,w(E,E*))* = E*. 
证 明 ”首先 ; 由 于 的 原 拓扑 强 于 弱 拓扑 w(E, EB*), 因此 
(E,w(E,E*))* C E*. 


反之 , 由 弱 拓 扑 w(E, EE*) 的 定义 知 , 其 由 拟 范 族 {|f|: fe B*} 所 确定 , 故 由 “点 集 
拓扑 ”知识 (f 连续 今 f 的 像 集中 , 开 集 的 “ 原 像 ” 仍 是 开 集 ) 即 导出 


(BE,w(E,E*))* 了 E*. 0 


注 上面 定理 2 其 实 对 任意 的 拓扑 线性 空间 均 是 正确 的 .事实 上 , 当 EB* = {0} 
时 , 从 定义 可 知 此 时 了 互 的 “ 弱 拓 扑 ” 必 为 “平凡 拓扑 >” ( 即 : 仅 有 开 集 为 五 和 内 . 因 
此 反之 如 有 线性 泛 函 g 关 0 是 “ 弱 连 续 ” 的 , 则 知 零 空间 N(g) 是 “ 弱 闭 ”的 . 然而 
从 N(g) 关 理 , 此 显然 与 平凡 拓扑 矛盾 . 

当 定 理 2 中 的 已 具有 第 一 可 数 公理 时 , 还 有 下 面 的 推广 命题 在 84.3 中 定理 3， 
我 们 曾 在 Banach 空间 中 讲述 , 并 且 用 闭 像 定理 证 明 过 ): 


人 


定理 3 设 妃 和 而 均 为 局 部 西 空间 , 且 妃 具有 4i1 公理 .下 为 从 瑟 到 硬 的 
线性 算 子 , 则 在 巨 和 El 两 者 的 强 拓 扑 或 弱 拓 扑 下 , 算 子 人 的 连续 性 是 相同 的 (也 
即 : 线性 算 子 的 “ 强 - 强 ” 连续 等 价 于 其 “ 弱 - 弱 ” 连 续 ). 

证 明 首先 , 设 T 在 EE 和 户 的 强 拓扑 下 是 一 连续 线性 算 子 , 则 当 zs i 


时 , 从 本 章 开 首 知道 , 此 即 等 价 于 


Zr(7Z5) — 7*(70), Vx” € EP”. (9.1.3) 
注意 到 7 了 的 假设 可 知 , 对 任意 y* € Er, y*(Tz) 亦 为 上 的 连续 线性 泛 函 , 此 即 
yoTEeE, Weep. (9.1.4) 


从 式 (9.1.3) 与 (9.1.4) 我 们 便 可 得 到 
y" (Tr) =Yy oT(zs) > oT(z0) = (Tr0), Vr* € Eb, 
也 即 导 出 


Tz 一 一 了 7Z0， 


因此 , 工 在 巨 和 轧 的 弱 拓 扑 下 是 连续 线性 算 子 . 

反 过 来 , 车工 在 和 Ei 的 弱 拓 扑 下 是 一 连续 线性 算 子 , 则 由 8$8.3 中 定理 1 可 
知 : 人 必 为 有 界 算 子 , 也 即 : T 将 EE 中 任 一 “ 弱 有 界 ” 和 集 映 为 Bl 中 的 某 “ 弱 有 界 ” 
集 . 而 注意 到 在 弱 拓 9 扑 下 和 Ei 也 均 为 局 部 凸 空间 , 故 从 定理 1 知 , Z 也 将 王 中 
任 一 ( 原 拓扑 的 ) 有 界 集 映 为 Bl 中 某 ( 原 拓扑 的 ) 有 界 集 . 此 即 : 在 已 和 瑟 的 原 
拓扑 下 , T 也 是 有 界线 性 算 子 . 

最 后 , 由 马 具 有 hi 公理 的 假设 , 从 $8.3 中 定理 2, 我 们 直接 导出 在 和 i 原 
拓扑 下 , T 也 是 连续 的 . | 口 

从 以 上 定理 已 经 看 出 ,虽然 空间 原 拓扑 与 弱 拓扑 不 同 , 然而 它们 有 时 却 有 相同 
的 结果 . 其 实 , 弱 拓 扑 从 本 质 上 讲 与 空间 的 原 拓 扑 的 差别 是 很 大 的 , 因为 我 们 有 下 
面 一 些 定理 . 

首先 给 出 一 个 涉及 到 Hamel 维 数 的 引 理 . 

引 理 设 允 为 无 穷 维 的 Frkchet 空间 , 则 其 Hamel 基 ' 作 由 “ 非 可 数 ” 个 元 组 成 . 

证 明 ”反之 , 若 互 以 元 列 {hn} 为 其 Hamel 基 , 则 令 En = span{hx: 1 <k<n} 
(vn EN 时 ), 其 显然 均 为 闭 子 空间 ; 且 从 对 任意 ne N, 及 Zz EE, 均 有 


h 
T+- 一 7 (mm 一 oo)， 
m 


还 知 Eh 均 为 疏 集 , 因而 , 从 =U En 则 知 EB 为 第 一 纲 空间 . 这 显然 与 五 的 完备 
性 矛盾 . 口 


1 弱 拓 扑 的 ~ 此 tt 质 0 


定理 4 设 马 为 无 穷 维 的 赋 范 空间 , 或 有 无 穷 维 BE* 的 赋 B 范 (0<B<1) 空 
间 , 则 瑟 在 弱 拓 扑 下 是 不 满足 第 一 可 数 公 理 41 的 . 

证 明 反之 , 若 设 瑟 在 弱 拓扑 w(B,B*) 下 是 满足 hi 公理 的 , 则 其 在 零点 必 
存在 一 可 数 “ 弱 邻 域 基 ”{U}. 由 此 , 从 弱 邻 域 基 的 定义 可 知 , 每 个 U 对 应 着 “有 
限 个 ”E* 中 的 泛 函 , 从 而 {Un} 对 应 着 “可 数 个 ” 泛 函 {fn} C E*. 

此 外 , 注意 到 当 五 为 无 穷 维 的 赋 范 空间 时 , EF* 亦 是 无 穷 维 的 . 且 从 泛 函 知识 可 
知 , 无 论 五 为 赋 范 空间 或 赋 8 范 空间 , B* 均 为 Banach 空间 . 再 由 引 理 , 还 知 B* 的 
维 数 还 是 非 可 数 的 , 因此 , 必 存 在 go e EB*, 使 得 go 4 span{fn: n € N}. 由 此 , 我 们 
作 弱 邻 域 

WW = {7: lgo(z)| < 1,7x € E}, 


则 WW 不 会 含有 {0%} 中 的 任 一 成 员 . 事实 上 , 若 存 在 
Uno = U(fki, fhks, SS 0) C Wo, (9.1.5) 


注意 到 go 4 span{fk,;1 i < no}, 则 由 $3.5 引 理 有 
(| N(fii) ¢ N(go), 
i 二 1 

故 存在 TOE bE, 使 得 


zo € (NN NO)\N(go). (9.1.0) 
i=1 


因此 , 由 门 2 N(fis) 仍 为 线性 子 空间 知 


no 
7Z0 € N(fx,), vn E N. 


i=1 
所 以 , 由 式 (9.1.5), 从 上 式 可 得 
nzo E Un C Vo, vn EeN. 
而 由 Ww 取 法 , 从 上 则 可 导出 
lgo(nzo)| < 1, vn e N, 


因此 , go(zo) = 0. 但 此 显然 与 式 (9.1.6) 的 取 法 zo 4 N(go) 矛盾 . 口 
为 介绍 弱 拓 扑 与 原 空 间 拓 扑 另 一 本 质 的 差别 , 先 介绍 有 关 弱 邻 域 的 定理 . 
定理 5 设 五 为 满足 Tb 公理 无 穷 维 的 局 部 凸 空间 , 则 瑟 在 弱 拓 扑 下 的 任意 
邻 域 均 是 无 界 的 (从 而 也 是 原 拓 扑 下 的 无 界 集 )， 
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证 明 不 妨 只 对 零点 来 讨论 . 设 UV = U( 甩 ,fo,… ,fn;e) 为 零点 任意 弱 邻 域 . 
从 五 的 假设 不 难 导 出 E* 亦 是 无 穷 维 的 , 故 存在 fo € BE*, 使 得 fo 4 span{fi: 1 < 
i nn}. 由 此 , 从 83.5 引 理 有 


(| N(fi) ¢ N(fo). 
k=1 
故 存在 zo € 门 _1 N(fi), 使 得 fo(zo) 闫 0. 而 由 门 z_1 (fx) 亦 为 线性 子 空间 , 可 得 
到 
mzo € {| N(fr), vmeN. 
k=1 


故 从 UU 的 取 法 可 知 mzo EU (Ym es N), 因此 导出 


sup |fo(2)| > |fo(mzo)| = mlfo(zo)|, vm e N. 


再 由 引 理 2 知 UV=U( 甩 ,fo,… ,fn;e) 为 弱 无 界 集 . 口 

注 1 当 定 理 5 中 的 空间 媚 是 赋 范 或 者 有 无 穷 维 EB* 的 赋 6 范 空间 时 , 利用 
定理 4, 我 们 可 以 简化 证 明 如 下 : 反之 , 若 0 点 的 某 “ 弱 邻 域 " Uo 有 界 , 则 妃 在 “ 弱 
拓扑 > 下 为 局 部 有 界 空间 , 且 {四} 组 成 其 9 点 的 一 可 数 令 域 基 , 即 百 的 弱 扰 扑 具 
有 41 公理 , 矛盾 ! 

注 2 当 定 理 5 中 的 室 间 妃 不 满足 Ai 公理 时 , 利用 定理 1, 我 们 也 可 简化 证 
明 如 下 : 反之 , 若 0 点 的 某 “ 弱 邻 域 ” Uo 弱 有 界 , 由 于 Uo 内 必 合 一 0 点 的 强 邻 域 
Wo, 且 由 定理 1 又 知 , 此 原 拓 扑 的 0 点 邻 域 V0 亦 是 弱 有 界 , 因而 也 是 强 有 界 的 ， 因 
此 , 由 { 葡 } 组 成 原 拓扑 9 点 的 可 数 邻 域 基 , 知 妃 具 有 Al 公理 , 矛盾 ! 

从 定理 4 和 5, 我 们 直接 可 以 得 到 下 面 的 推理 : 

推理 1 设 互 为 无 穷 维 的 赋 范 空间 , 或 有 无 穷 维 BE* 的 赋 B 范 (0<B<1) 空 
间 , 则 巨 在 弱 拓 扑 下 是 不 可 距离 化 的 . 并 且 , 对 赋 范 空间 而 言 , 其 任意 弱 邻 域 均 是 按 
范 数 的 无 界 集 . 口 

从 定理 5 我 们 还 可 以 得 到 下 面 的 结论 : 

定理 6 任意 无 穷 维 的 赋 范 空间 已 , 在 其 弱 拓 扑 下 均 是 “第 一 纲 ” 的 . 

证 明 ”对 任意 自然 数 n, 原 心 球 Bu 全 {z: llzl| gm 和 z e B} 均 为 已 中 按 范 数 拓 
扑 下 的 闭 凸 集 . 故 从 89.1 开 首 的 说 明 , 可 知 其 亦 是 弱 闭 集 . 再 因 Bn 是 按 范 有 界 集 ， 
故 由 定理 5 可 知 其 不 可 能 包含 任意 的 弱 邻 域 . 此 即 : B。 在 弱 拓 扑 下 不 含 任何 内 点 ， 
也 即 B 是 弱 玖 集 . 由 此 我 们 立即 导出 空间 


OO 
E=(]B. 
n=1 
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在 弱 拓扑 下 是 第 一 纲 的 . 口 

作为 本 节 的 最 后 , 我 们 再 给 出 有 关 有 限 维 空间 中 原 拓 扑 与 其 弱 拓 扑 等 价 的 一 个 
定理 . 为 此 先 给 出 一 个 引 理 . 

引 理 设 瑟 为 满足 Tb 公理 的 有 限 维 拓 扑 线性 空间 , 则 瑟 必 与 欧 氏 空间 线性 
同 胚 . 

证 明 取 el,e2,… ,en 为 瑟 的 一 组 基 . 令 


n 
T;: (al,a2,…… ,an) 上- > Qiei 
i=1 


则 人 是 欧 氏 空间 K” 到 的 一 个 线性 映像 , 且 了 是 单 的 、 满 的 和 连续 的 . 由 于 K" 
的 单位 原 心 球面 51 是 紧 的 , 故 T(51) 也 是 紧 的 . 又 由 于 三 满足 To 公理 , 故 T(51) 
是 闭 的 . 且 由 9 #4 T(51), 从 而 E\T(51) 是 零点 邻 域 , 故 它 含有 零点 的 均衡 邻 域 V. 
再 令 Bi 为 K" 的 闭 单位 原 心 球 . 若 z 4 T(B1), 则 上 |T-1(z)| > 1( 注 意 K" 的 范 数 
即 (2) 的 范 数 ), 从 而 


0) 
[Ta Nr- s7t， 
故 由 7 的 取 法 可 知 入 Y 因而 我 们 导出 VCT(B1), 即 T-i(Y) C Bi. 最后, 注意 
到 了 -1 是 线性 的 , 由 此 即 知 T-! 是 连续 的 0 

定理 7 设 马 为 满足 7 公理 的 拓扑 线性 空间 , 则 当 互 为 有 限 维 时 , 其 拓扑 与 
弱 拓 扑 是 等 价 的 . 反之 , 当 羽 是 赋 范 空间 时 , 该 逆 命题 亦 真 . 

证 明 ”由 于 妃 为 满足 To 公理 的 有 限 维 拓扑 线性 空间 , 故 其 在 ( 原 拓扑 ) 下 与 
欧 氏 空间 K"(n 为 五 的 维 数 ) 线性 同 胚 . 又 由 已 在 弱 拓 扑 下 也 是 满足 To 公理 的 有 
限 维 拓扑 线性 空间 , 故 (B,w(B, B*)) 也 线性 同 胚 于 K", 故 的 原 拓扑 与 弱 拓 扑 是 
等 价 的 

下 面 , 我 们 来 证 明定 理 的 后 一 部 分 结论 : 令 


O1= {zx: lz|| <1,z€E} 


为 五 中 的 单位 原 心 开 球 . 又 由 的 假设 可 知 O1 也 为 五 在 弱 拓 扑 下 的 开 集 , 于 是 
存在 零点 的 弱 邻 域 
U(fi, fo, A , fn; €) C Oi, 


因此 , 若 设 是 无 限 维 的 , 则 从 定理 5 可 知 , 弱 邻 域 UV( 记 , f2,… , fn;e) 在 五 的 范 
数 拓扑 下 是 无 界 的 , 此 与 O01 为 赋 范 空间 EE 中 的 有 界 集 了 矛盾 . OD 


站 
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本 节 介 绍 EB* 上 的 弱 * 拓扑 的 一 些 基本 特性 . 首先 , 与 89.1 定理 2 类 似 , 我 们 给 
出 在 弱 * 拓扑 下 BE* 的 共 斩 空 间 的 一 个 定理 . 
定理 1 设 媚 为 局 部 凸 空间 (或 E* 关 {0} 的 拓扑 线性 空间 ), 则 
(E*,w*(E*, E))* = J(E)(= {Js: 7 € EY). 
证 明 首先 , 由 弱 * 拓扑 的 定义 可 知 
J(E) C (E”,w(E”, E))’ 


(注意 B* 上 的 弱 * 拓扑 是 由 拟 范 族 {|Jz|: x € EB} 确定 的 ). 
其 次 , 者 2* € (EB*,w*(E*, 忆 ))*, 则 对 任意 的 es > 0, 存在 9 点 的 弱 * 邻 域 
U* (Zz1, T2, a 使 得 


[六 (zzo ,Tn;e) C {zr* € E*: |z** (x)| < e}, 
从 而 
(| N(7s,) S N(z**). 
i=1 
故 仍 由 83.5 的 引 理 可 知 2* = 21 和 iJzi( 其 中 入 ,和 2,… ,和 n € 区 ), 因此 导出 2** € 
J(E). 口 

为 介绍 下 面 有 关 J(E) 在 弱 * 拓扑 下 稠 于 EB* 的 重要 定理 , 先 给 出 一 个 定义 . 

定义 1 设 妃 为 线性 空间 , .4 为 媚 上 一 族 泛 函 , 我 们 称 A 是 全 定 忆 的 , 是 指 : 
对 五 中 任 一 元 zo, 若 gf(zo) =0 (Yg € A), 则 有 zo = 9. 当 万 是 拓扑 线性 空间 时 ， 
称 互 中 的 集 已 在 互 中 是 基本 的 , 是 指 吏 亚 B = 已. 

下 面 将 指出 在 空间 E* 中 , 有 关 集 是 “全 定 EB” 的 与 其 在 弱 * 拓扑 下 是 B* 的 
“基本 集 ” 这 两 个 概念 是 等 价 的 重要 结论 . 为 此 , 我 们 先 介绍 一 个 有 关 拓 扑 线性 空间 
中 集 4 的 “ 极 ” 的 定义 及 一 个 引 理 . 

定义 2 设 互 为 拓扑 线性 空间 , 4 为 五 的 子 集 , 则 称 

A°={f: |f(z)| <1,zeh,f ep*} 
为 4 的 极 , 并 称 
°A° =° (A°)= {7x: |lp(z)| < 1,p € A°,r € Pp} 


为 4 的 二 次 极 . 
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注 ”从 上 定义 易 见 ， 对 于 五 的 子 集 A4 和 B, 其“ 极 ” 有 以 下 基本 性 质 : 

1) 若 ACB, 则 有 A° 2 B?; 

2) (a4)。 = 1A° (a #0). 

引 理 1 设 马 为 局 部 廿 空间 (或 B* 关 {0} 的 拓扑 线性 空间 ), 4 为 五 的 子 集 ， 
则 

1) 极 4A° 必 为 B* 的 均衡 凸 集 , 且 是 弱 * 闭 的 ; 

2) 二 次 极 4。 必 为 集 4 的 均衡 凸 、( 弱 ) 闭 包 . 

证 明 1) 的 结论 是 显然 的 . 我 们 只 证 明 2) 的 结论 . 

首先 , 我 们 不 难看 出 “A° 亦 是 一 个 弱 闭 的 均衡 凸 集 (注意 .在 局 部 凸 空间 中 ， 
( 强 ) 的 凸 集 与 弱 闭 凸 集 是 相同 的 ). 故 当 设 4 的 均衡 凸 、 弱 闭 包 为 aco(4) 时 , 则 有 


aco(4) CC"4°. 


因此 , 反之 , 若 有 aco(4) 关 "4?", 则 存在 z1 se "42?\aco(4) ， 从 而 由 隔离 性 定理 可 
知 (注意 , 如 前 所 述 , 由 于 在 局 部 凸 空间 , 有 相应 的 连续 线性 证 函 的 ( 保 控 ) 延 拓 问题 ， 
因此 亦 有 相应 一 些 凸 集 的 隔离 性 定理 ): 存在 有 € EB*, 使 得 


hi(zi) >1, |fi(z)| < 1, Vz€aco(A). 


这 样 , 由 上 面 式 子 则 可 得 到 


ri¢"A, fiedh’", 


从 而 与 zi 的 取 法 矛盾 . 0 
有 了 上 面 的 引 理 , 我 们 就 可 以 导出 所 需 的 结论 . 
定理 2 设 五 为 满足 To 公理 的 局 部 凸 空间 , 则 在 弱 * 拓扑 下 , 五 * 的 子 集 
4 是 “全 定 ” 盏 的 等 价 于 其 在 媚 * 内 是 “基本 ”的 ( 即 : A 全 定 百 的 充 要 条 件 是 
spanA” = E*). 
证 明 ”充分 性 : 设 纯 wA”= EB*, 则 对 任意 zo e , 若 
z*(z0) = 0, Vz* € A, 


则 
久 (zo) = 0，V € span.4， 
从 而 由 假设 可 得 到 
2Z”(Zo0) 一 0， Vr* E EE”, 
因此 , 从 Hahn-Banach 定理 的 推理 我 们 导出 zo = 90, 即 B* 的 子 集 4 是 全 定 的 . 
必要 性 : 现 考查 在 弱 * 拓扑 下 的 局 部 凸 空间 B*. 注意 到 定理 1, 可 以 看 到 , 对 于 
EB* 上 任 一 连续 线性 泛 函 , 其 必 形 如 Ji。eE J(E), 故 若 对 EB* 的 子 集 4 有 


| < 1, Vy* € span.4， 


即 有 
| 六 (zo)| < 1， Vy* € spanA, 


则 由 span4 为 线性 子 空间 知 
y "(70)=0, Vy EA. 


这 样 , 当 假设 4 是 全 定 时 , 必 有 zo = 0 从 而 得 到 (span-4)” = {0}. 于 是 由 二 次 
极 的 定义 , 又 可 导出 
“(spanA)” 一"{0 = 五 ”. 


最 后 由 引 理 1 的 2) 立即 导出 


span.4 "二 °(spanA)” ="°{0} = 五 


从 上 定理 我 们 可 以 直接 导出 下 面 一 个 推理 : 

推理 ” 设 巨 为 赋 范 线性 室 间 , 则 J(E) ”= EE**. 

证 明 由 Hahn-Banach 定理 的 推理 可 知 J(B) 是 全 定 B* 的 , 再 注意 到 J(E) 
为 线性 子 空间 , 故 从 定理 2 可 直接 导出 本 推理 的 结果 . 品 

注 “从 泛 函 分 析 中 我 们 知道 , 在 EB** 的 范 数 拓扑 下 , 一 般 是 没有 J(E) = E** 
之 关系 的 , 反例 只 要 取 互 为 不 自 反 的 Banach 空间 即 可 . 

下 面 介 绍 空间 E* 在 弱 * 拓扑 下 有 关 紧 性 的 一 个 重要 结果 . 为 此 , 先 给 出 下 面 的 
定义 : 

定义 3 设 瓦 为 拓扑 线性 空间 , B 为 马 的 子 集 , 称 互 为 完全 有 界 的 , 是 指 : 对 
任 一 零点 邻 域 U0, 存在 B 的 有 限 子 集 Bi, 使 得 BC Bu + 1. 

媚 中 的 子 集 DD 称 为 完备 的 , 是 指 D 中 的 任何 一 个 “广义 Cauchy: 列 ” 均 在 D 
中 收敛 . 当 马 = DD 时 , 称 马 是 完备 的 . 特别 地 , 空间 五 称 为 列 完备 的 , 是 指 : 对 也 
中 任何 一 个 Cauchy 列 , 其 均 在 瑟 中 收敛 . 

为 了 下 面 定理 证 明 的 需要 , 重 述 一 下 关于 紧 性 的 一 个 重要 命题 , 它 显示 出 一 个 
集 的 紧 性 与 完全 有 界 性 及 完备 性 之 间 的 紧密 联系 . 

Hausdorff 定理 ”拓扑 线性 空间 媚 中 的 集 C 是 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 : C 是 
完全 有 界 的 完备 集 . 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 . 这 里 仅 证 明定 理 的 充分 性 . 

要 证 明 C 是 紧 集 , 由 点 集 拓 扑 知识 , 我 们 只 需 证 明 对 C 中 的 任意 一 个 “广义 
列 * {zx6: ge D} 在 C 中 都 有 聚 点 . 由 于 每 个 广义 列 都 有 “ 泛 子 广义 列 ”( 关 于 泛 广 
义 列 的 定义 及 其 基本 性 质 可 参见 J.L.Kelley《General Topology》p.81), 因此 不 妨 设 
{zs: 6 € D} 是 泛 广 义 列 . 下 面 证 明 {zs: 6 e D} 是 广义 Cauchy 列 . 事实 上 , 设 U 
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是 五 中 的 任 一 个 零 元 邻 域 , 则 存在 一 个 均衡 的 零 元 邻 域 态 使 得 了 +VSC. 由 C 
是 完全 有 界 的 可 知 : 存在 一 个 有 限 子 集 B= {Wi,… ,yn} CB, 使 得 CCB+V. 由 
于 {zs: 6 € D} 是 C 中 的 泛 广义 列 , 故 存 在 ( 其 中 1<j <n) 及 YY&€D, 使 得 
Xs E yi 十 V(6 > Y). 因此 对 任意 的 5,6' >7 有 


Ts — ze E (y+V)— (yt+V)EV, 


故 {xs: 6e D} 是 广义 Cauchy 列 . 再 由 C 是 完备 的 , 则 可 导出 {zs: 5 € D} 收敛 于 
C 中 的 某 一 点 . 口 

定理 3 (Alaoglu-Bourbaki 定理 ) 设 瑟 为 拓扑 线性 空间 , U 为 电 的 任 一 零 
点 邻 域 , 则 其 极 U° 必 为 B* 的 弱 * 紧 集 . 

证 明 ”由 Hausdorff 定理 可 知 , 为 了 证 明 U° 是 弱 * 紧 集 , 只 要 证 明 其 在 弱 * 拓 
扑 下 既是 完全 有 界 的 又 是 完备 的 . 下 面 就 来 验证 这 一 事实 . 

首先 , 我 们 指出 , 在 弱 * 拓扑 下 , 5。 是 完全 有 界 的 . 事实 上 , 对 于 五 中 任意 有 限 
个 元 zi(1 si 和 no), 由 9 点 邻 域 U 的 吸收 性 可 知 , 存在 6 > 0, 使 得 zi e U, 从 而 
由 极 的 定义 知 


1 
sup |Jz(y°)|= sup | 六 (zi < 5 < 十 oo (1 <i< no), 
y*EU? y*EU? 


因此 K" 中 的 集 {(Jo.(y*),… ,Jowo(y*)): y*&E U°} 是 有 界 的 . 注意 到 欧 氏 空间 
K" 上 的 有 界 集 必 是 完全 有 界 的 , 因此 , 对 任意 s > 0, 从 完全 有 界 集 


{(Jrs (VF), ,rs (Y): 大 Er 
中 必 可 找到 “有 限 e 网 ” 
{(Jz (YE) ,rn (YE)): Yk EU',1 SkS mo}, 
使 得 对 任意 y* es U°, 存在 忠 ,(1 < ko < mo), 有 
(Joi) — Jri(Yko)| < (1 <ig no). 


因此 , 注意 到 弱 * 拓扑 的 定义 , 我 们 立即 导出 0° 在 弱 * 拓扑 下 是 完全 有 界 的 . 

其 次 , 我 们 再 来 验证 , 在 弱 * 拓扑 下 , U° 还 是 完备 的 . 事实 上 , 设 {3: 6 € A} S 
U° 为 空间 E* 中 按 弱 * 拓扑 的 “广义 Cauchy 列 ”, 则 对 任意 z € EE, {y3(2): 6 € A} 
均 为 数 域 KK 的 “广义 Cauchy 列 ”. 因此 , 由 数 域 KK 的 完备 性 知 , 存在 数 g(z), 使 得 


lim ys (2) = g(2), 


机 


则 9 亦 为 五 上 的 线性 泛 函 . 由 她 E UV° (6eA), 从 上 式 还 可 得 到 
sup |9(z)| < 1, 
rzEU 


因此 , 从 §8.2 的 定理 1 即 知 ge EB*, 且 有 9 e Ue. 总 上 , 我 们 导出 


( 弱 *) 
y——rgE€EU", 

从 而 证 得 集 U° 的 完备 性 . 口 

注 从 定理 3 证 明 的 第 一 段 中 , 我 们 事实 上 已 经 证 得 如 下 结论 : 在 弱 * 拓扑 下 ， 
E* 中 子 集 的 有 界 性 与 完全 有 界 性 是 等 价 的 . 

从 Alaoglu-Bourbaki 定理 , 我 们 可 以 得 到 下 面 几 个 推理 : 

推理 1 拓 盾 线性 空间 马上 的 任 一 “等 度 连 续 ” 汽 函 族 ACE*, 必 为 BE* 内 
的 相对 弱 * 紧 集 . 

证 明 由 泛 函 族 等 度 连续 的 定义 可 知 : 对 任意 es > 0, 存在 一 个 零 元 邻 域 U0, 使 
得 

ly (rz) <e, vreU,y €A. 


AC (20) = eU". 
由 此 直接 从 定理 3 可 得 本 定理 结论 . 口 
推理 2 设 一 为 赋 范 线性 空间 , 则 BE* 中 每 一 ( 范 数 ) 有 界 集 A 均 是 相对 弱 * 
紧 集 ; 特别 地 , BE* 中 每 一 个 闭 球 B*(zjr) 均 是 弱 * 暴 集 . 
证 明 ”注意 到 EB 的 闭 单位 原 心 球 Bi 的 极 (B1)* = BI, 以 及 


(aB1)* = 7B (a #0), 
因此 , 对 EB* 中 任 一 有 界 集 4 及 闭 球 B*(z,7), 必 存在 5 > 0 使 得 
A, B*(zxr) C (6B1)°. 
故 由 定理 3 可 知 A 和 B*(zi,) 均 是 相对 弱 * 紧 集 , 且 从 前 式 还 可 导出 


1 O 
B* (7x0,7) 一 2Z0 +7BI 一 zo 十 (3B) a 


即 


从 而 , 注意 到 定理 3, 由 上 式 还 知 B*(z6,7) 是 一 个 弱 * 紧 集 . 口 

注 虽然 从 上 定理 我 们 知道 : 对 于 赋 范 空间 五 而 言 , 大 空间 中 的 任意 闭 球 均 
是 弱 * 紧 集 , 但 我 们 却 不 能 说 , 任意 “球面 ”集合 也 是 弱 * 紧 的 . 反例 可 在 (1ce)(= (六 )9) 
中 的 单位 原 心 球面 51 内 取 一 列 元 {ex} 如 下 : 


e* = (0,..……,0, 1,0,..……), vneN, 
(m) 


89.2 ” 弱 ”* 拓扑 的 一 些 性 质 > 


弱 * 
则 由 ee 可 看 出 . 


当 五 为 “可 分 ” 赋 范 线性 空间 时 , 我 们 有 下 面 比 推理 2 更 强 的 结论 ， 
推理 3” 设 媚 为 可 分 虐 范 线性 空间 , 则 B* 闭 单位 原 心 球 B+ 在 弱 * 拓扑 下 是 
一 个 紧 度 量 空间 , 从 而 是 弱 * 可 分 的 弱 * 自 列 紧 集 . 
证 明 设 {zn} 是 五 中 的 可 数 稠 子 集 . 令 
«yl lr) yn)| Ve pe 
pl7*,Y") = > a7 T+ [ern) ra) Vz”,y € BI1. 


n=1 


易 见 (BY,p) 是 一 个 度量 空间 , 并 且 对 BY 中 的 任意 一 个 “广义 点 列 ”{z3: 6 € 人 人} 


及 mr e B+, 有 :“ 碟 一 7 ar 当 且 仅 当 p(z wv") 一 0.” 故 由 度量 p 所 生成 的 拓扑 与 
E* 上 的 弱 * 拓扑 是 一 样 的 . 由 推理 2 即 得 所 需 的 结论 . 品 

推理 4 设 马 为 可 分 赋 范 线性 空间 , 则 EB* 必 是 绚 * 可 分 的 . 

证 明 设 { 必 } 是 Bi 中 的 给 可 数 稠 子 集 . 令 D* = {rz%:; ne NN, 7 为 有 理 数 }， 
则 可 导出 D*” = EE*. m 

特别 地 , 由 推理 2, 并 注意 到 Hausdorf 定理 以 及 “共鸣 定理 ”, 我 们 还 可 以 直接 
得 到 下 面 的 推理 : 

推理 5 设 互 为 Banach 空间 , A 为 BE* 的 子 集 , 则 A 为 弱 * 基 的 充分 必要 条 
件 是 A 为 弱 * 闭 且 ( 按 范 ) 有 界 的 . 口 

注 推理 5 当 互 是 不 完备 的 典范 线性 空间 时 是 未 必 成 立 的 , 我 们 有 下 面 的 
有 反倒. 

反例 设 五 =(coo) (参看 61.2 例 1), 则 万 是 不 完备 的 赋 范 空间 . 取 EB* 中 可 
列 个 元 {z*} 如 下 : 

zx(Z) = én, VY = {én} € (co0), 

并 取 E* 中 的 子 集 4 = {0,nz*: ne€ N}, 则 4 为 一 弱 * 紧 集 ， 

事实 上 , 由 于 (coo) 中 的 元 均 “ 仅 有 有 限 个 坐标 非 0”, 故 知 

nz* (7) = nén — 0, Vr = {én} EBE; 


即 有 


”) 
27 一 一 0 (mn 一 oo). 


因此 , 对 4 的 任意 一 组 弱 * 拓扑 的 开 履 盖 , 当 设 零点 的 开 覆 盖 为 开 集 G6 时 , 必 存 在 
零点 的 弱 * 邻 域 Vi = {zx* e E*: |z*(zk)| < e,zk € EB,1 < k< no}, 使 得 VC G5. 
而 当 注 意 到 上 面 w* 收敛 的 关系 式 , 我 们 可 知 : 存在 自然 数 N, 使 得 当 n > 六 时 , 均 
有 |nz*(zk)| < se(L 和 RE 和 no). 也 即 : 当 n>NN 时 ,有 nz* eGs, 从 而 知 4 满足 “有 
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限 覆 盖 ” 性 质 , 此 即 在 弱 * 拓扑 下 A 为 一 紧 集 . 然而 由 ||nzil = n (mn € N), 故 知 4 
显然 不 是 有 界 集 . 品 

作为 泛 函 分 析 中 有 关 CI[0, 1] 空间 “万 有 性 ”定理 的 某 种 推广 (这 里 不 再 限制 空 
间 是 可 分 的 ), 我 们 还 可 得 到 下 面 非常 有 用 的 推理 : 

推理 6 任何 一 个 Banach 空间 五 都 能 “线性 等 距 幅 入 ”到 某 个 连续 函数 空 
间 C(K) 内 (这 里 , KK 为 某 一 紧 的 Hausdorf 拓扑 空间 ). 

证 明 取 K 为 E* 的 闭 单位 球 BY, 并 在 其 上 赋 子 弱 * 拓扑 , 则 由 推理 2 可 知 
K 为 紧 的 Hausdorf 空间 . 定义 了 : 一 > C(K) 为 

(Tz)(7*) = x*(x), Yr EE, ZE 天， 

则 工 显 然 是 一 个 线性 的 等 距 映 射 , 从 而 推出 所 需 结 果 . 口 

利用 上 面 的 结果 , 我 们 将 转 到 在 赋 范 线性 空间 五 的 二 次 共 罗 空 间 EB* 上 , 讨论 
J(Bi) 与 Bli” 之 间 的 关系 . 

前 面 我 们 说 过 , 对 于 一 个 非 自 反 的 Banach 空间 , 在 B** 的 范 数 拓扑 下 , J(E) 
是 BE** 的 一 个 真 闭 子 空间 , 因此 J(Bi) 不 会 在 Bi* 稠密 .而 从 定理 2 的 推理 又 知 
道 , 在 弱 * 拓扑 下 , J(E) 是 稠 于 E** 的 . 因此 , 我 们 自然 会 提出 一 个 问题 : 在 弱 * 拓 
扑 下 , 单位 ( 原 心 ) 球 的 像 J(Bi1) 是 否 也 笛 于 B** 的 单位 ( 原 心 ) 球 Bi 呢 ? 下 面 将 
看 出, 这 个 回答 是 肯定 的 

定理 4 (Goldstine-Weston 定理 ) 设 五 为 赋 范 线性 空间 , 则 J(B1) = BY*. 

证 明 首先 , 从 推理 2 可 知 , BY* 在 弱 * 拓扑 (w* (EE**, EE*)) 下 是 紧 的 ， 注意 到 
弱 * 拓扑 满足 Hausdorf 公理 , 因此 是 闭 的 . 又 由 于 J(B1) S Bf*, 故 J(B1) < Bf， 
并 且 , 显然 J(B) 是 一 含 零点 的 均衡 闭 凸 集 . 因而 , 若 本 定理 不 成 立 , 则 有 Bo E 
B*\J(B1) , 故 由 $3.2 定理 5(Ascoli-Mazur 定理 ) 及 本 节 定 理 1, 可 以 导出 : 存在 
E**( 在 弱 * 拓扑 下 ) 的 连续 线性 泛 函 .jy es J(E*), 使 得 

Jos(Bo) > 且 Jai(OISI (VwenBy) ). 
从 上 面 后 一 关系 式 , 我 们 得 到 
lzo(z)| = |Jz (20)| = |Jss (To)| < 1, Vz € Bi, 
故 有 zj < 1. 由 此 , 注意 到 Bo e BY*, 故 有 ol| < 1, 从 而 又 可 导出 
|Jz; (Bo0)| = |®o(z0)| < ll®oll lzoll < 1. 

而 此 显然 与 上 面 的 前 一 式 矛 盾 . 口 

对 于 定理 4, 我 们 给 出 下 面 几 个 注 记 : 

注 1 不 要 以 为 Goldstine Weston 定理 就 是 定理 2 后 的 推理 之 显 然 推 理 ! 因 
为 在 弱 * 拓扑 下 , 虽然 不 难 从 J(B1) ”= Bi 直接 导出 J( 梧 ”= E** 的 结论 . 然而 
倒 过 来 却 并 非 显 然 成 立 的 . 
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注 2 对 于 弱 * 拓扑 而 言 , 不 难 从 EB* 的 闭 单位 球 Bt 的 弱 * 可 分 性 直接 导出 
五 ” 的 弹 * 可 分 性 (事实 上 ， 当 {zx*}j = B+ 时 , 可 令 D* = {rz*: n € N,r 为 任意 有 
理 数 }, 则 有 DD*” = 忆 *). 然而 , 反 过 来 的 结论 却 未 必 是 成 立 的 (参阅 文献 [30]). 

注 3 我 们 熟知 在 赋 范 空间 中 (其 实在 局 部 凸 空间 也 对 ) 一 个 凸 集 的 “ 弱 闭 
包 ” 与 其 “ 强 闭 包 ”( 即 : 原 拓 扑 下 的 财 包 ) 是 相等 的 , 此 可 由 点 与 闭 凸 集 的 分 离 性 定 
理 证 得 . 从 上 面 的 Goldstine-Weston 定理 可 看 出 , 对 于 弱 * 拓扑 而 言 , 上 面 的 结论 是 
未 必 成 主 的 . 也 即 未 必 有 可 各 ”二 而 入 可见 下 面 反例 | 

反例 设 瑟 为 不 自 反 的 Banach 空间 , 则 J(B1) 必 为 五 六 中 的 “ 按 范 ” 闭 凸 
集 , 且 有 J(Bi) 关 Bx*. 但 由 Goldstine-Weston 定理 可 知 J(B1) = B**, 由 此 导出 
Per 中 的 西 集 J(B1) 有 了 DB” TB 

利用 上 面 的 结论 ， 我 们 也 可 再 次 导出 泛 函 分 析 有 关 自 反 空 间 特性 的 一 个 重要 
命题 : 

推理 ” 设 忆 为 Banach 空间 , 则 当 忆 自 反 时 , 的 任 一 有 界 闭 凸 集 必 为 弱 紧 
集 ; 反之 , 只 要 马 的 闭 单 位 ( 原 心 ) 球 Bi 是 别 紧 的 , 则 瑟 必 自 反 、. 

证 明 设 马 为 自 反 空间 , K 为 五 中 任 一 有 界 闭 凸 集 , 则 由 $3.2 的 Ascoli- Mazur 
定理 之 推理 可 知 , K 也 是 弱 闭 集 . 此 外 , 由 于 自 反 , 故 瑟 的 弱 拓 扑 与 BE** = J(E) 
的 弱 * 拓扑 是 一 样 的 , 从 而 J(K) 是 E** 中 的 按 范 有 界 的 弱 * 闭 集 . 因此 , 由 定理 3 
的 推理 2 知 J(K) 在 E** 中 是 弱 * 紧 的 , 也 即 K 为 五 中 的 弱 紧 集 . 

反之 , 设 Bi 在 五 中 是 弱 紧 的 , 则 J(B1) 亦 为 E* 中 的 弱 * 紧 集 , 从 而 是 弱 * 闭 
的 , 这 样 , 由 Goldstine-Weston 定理 立即 导出 


J(B1)=JB1) = B”, 


故 J(E) = E**, 也 即 是 自 反 的 . 品 
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在 泛 函 分 析 中 , 对 于 赋 ( 拟 , 准 ) 范 空间 , 我 们 均 是 以 Cauchy 列 来 定义 其 完备 性 
的 , 其 实质 在 于 它们 均 为 ( 拟 ) 距离 空间 , 从 而 具有 4i 公理 (第 一 可 数 公理 ), 而 对 于 
具有 hi 公理 的 拓扑 而 言 , 我 们 有 下 面 的 点 集 拓扑 的 基本 知识 : 

引 理 1 对 于 集 M 中 具有 A1 公理 的 两 个 拓扑 九 和 7T2 而 言 , 它们 等 价 的 充 
分 必要 条 件 是 使 序列 的 收敛 性 相同 (此 即 对 任意 的 {Zn} C Mrz e M, 有 : zn 一 
7 < 全 Zn 二 7). 

因而 此 时 空间 完备 性 定义 中 的 “广义 点 列 ” 可 以 换 为 通常 的 点 列 来 讨论 . 然而 ， 
对 于 弱 拓 扑 及 弱 * 拓扑 而 言 , 当 为 无 穷 维 的 赋 范 空间 (或 具有 无 穷 维 E* 的 赋 1 
范 空间 ) 时 , 由 于 五 在 弱 拓 扑 下 是 不 具有 41 公理 (89.1 中 定理 4) 的 . (类 似 可 以 证 
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明 当 五 为 无 穷 维 的 Banach 空间 (或 具有 无 穷 维 E* 的 Fréchet 空间 ) 时 , 五 * 在 弱 * 
拓扑 下 也 是 不 具有 hi 公理 ), 因此 上 述 空间 EB( 及 B*) 上 就 有 “ 弱 完 备 ” 和 “ 弱 ( 序 ) 
列 ( 完 ) 备 ”( 相 应 地 ,“ 弱 * 完备 ”与 “ 弱 *( 序 ) 列 ( 完 ) 备 ”) 两 个 不 同 的 概念 . 

为 了 进一步 体会 上 两 概念 的 区 别 , 我 们 介绍 几 个 定理 . 首先 , 给 出 空间 关于 弱 
完备 及 弱 * 完备 的 特征 性 命题 . 

定理 1 设 马 为 赋 范 空间 , 则 马 为 弱 完 备 的 充分 必要 条 件 是 书 为 有 限 维 的 . 

证 明 定理 的 充分 性 是 明显 的 . 我 们 只 证 必要 性 . 

反之 , 若 EB 是 无 穷 维 的 , 则 E* 显然 也 是 无 穷 维 的 . 这 样 , 类 似 Kakutani 证 明 
“ 闭 单 位 球 弱 紧 是 空间 的 自 反 特征 ”的 方法 , 将 E* 中 所 有 “有 限 元 集 ” 所 组 成 的 
集 类 记 为 {7}, 并 在 其 内 按 “ 包 含 ” 关系 定义 “ 序 ” 关 系 ( 即 : 如 果 mm S 72, 则 记 
xl < T2), 显然 {r} 构成 一 个 定向 集 . 

然后 , 注意 到 82.1 附录 中 的 定理 2, 可 以 找到 一 个 在 Bg* 上 ( 按 范 数 拓扑 ) 不 连 
续 的 线性 泛 孙 fF, 即 有 FF¢E**. 

此 外 , 当 再 注意 到 82.1 后 面 的 例 1, 则 可 导出 : 对 于 任意 re {7}, 如 设 r = 
{及 , f2，,… , fn} 时 , F 在 有 限 维 线性 赋 范 空间 span{fi: 1 < i < n} 上 必 为 一 连续 线 
性 泛 函 , 因而 其 为 以 某 正 数 px 为 界 的 强 有 界 泛 卫 , 故 对 任意 个 复数 61,&2,… ,én， 
必 成 立 关系 式 


Dérfr 


k=1 


< pr 


>_éxF (ft) 
k=1 


-Ee) 


于 是 由 Helley 定理 可 知 : 对 任意 s > 0, 存在 zr € ,使 得 
zz < pr +e; OG) fr(zr)= FPF(fr) (1 < k<n). 
由 (ii) 即 知 : 对 任意 re {rj, 均 存 在 zr & ,使 得 


f(zx) = F(f), Vf ex. (9.3.1) 


下 面 , 我 们 将 要 指出 : 上 述 得 到 的 {zx} 构成 已 中 的 一 个 “广义 弱 Cauchy 列 ”. 
事实 上 , 对 于 任意 fo € EB*, 必 存 在 ro e {7}, 使 得 fo s xo， 由 此 , 对 于 任意 的 
7Tl,7T2 € {7}, 只 要 mil;,7o > 7o, 则 从 式 (9.3.1), 有 


fo(zm) — fo(xrs) = F(fo)— F(fo)=0, 


也 即 导出 所 需 结 论 . 
最 后 , 由 于 定理 假设 是 弱 完 备 的 , 因而 必 存 在 zo e 五, 使 得 {zx} 弱 收 敛 于 
zo, 由 此 则 有 
lim f(zx) = f(x0), Vf EE*. (9.3.2) 
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然而 同样 注意 到 对 于 任意 的 fo € EB*, 必 存 在 ro e {7}, 使 得 fo & ro, 因此 当 关 > 7 
时 , 由 式 (9.3.1) 又 有 


fo(zr) 二 Jo(zzro) 有 下 (Jo)， VT > mo, (9.3.3) 
故 由 式 (9.3.2) 和 (9.3.3), 立即 得 到 
F(f)= f(z0), Vf e FE*. 


也 即 有 五 = Jzo € BE*, 与 了 的 取 法 矛盾 ! 品 

为 了 对 E* (关于 弱 * 完备 ) 引出 类 似 的 结果 , 我 们 需要 下 面 的 引 理 : 

引 理 ” 设 Eln) 为 赋 范 空间 瑟 内 的 一 个 即 维 真 线性 子 空 间 , 则 发 存在 马 到 EE) 
内 的 连续 线性 投影 算 子 . 

证 明 设 z1,… ,zn 为 Etn) 内 任意 个 线性 无 关 元 . 由 Hahn-Banach 定理 易 
知 , 必 存 在 相应 n 个 (线性 无 关 ) 连续 线性 泛 函 万, f2，,… , fn, 使 得 


fm(Tk) = bmk, vm,k = 1,2,...,n. 
现 令 五 到 En) 上 的 (投影 ) 算 子 P 如 下 : 


P(x) = Si vr E 五 ， 
k=1 
则 P 显然 是 线性 的 , 且 由 fx(1 < kk < n) 均 连 续 还 知 P 也 是 连续 的 . 此 外 ， 从 
反 (1 过 上 kn) 的 取 法 还 知 P2 = PP 此 即 证 得 PP 为 到 El(n) 的 连续 线性 投影 算 子 . 
口 

定理 2 设 马 为 典范 空间 , 则 E* 为 弱 * 完备 的 充分 必要 条 件 是 瑟 为 有 限 
维 的 . 

证 明 ”定理 的 充分 性 也 是 明显 的 . 我 们 同样 也 只 证 必要 性 . 

反之 , 若 瑟 是 无 穷 维 的 , 则 类 似 定理 1 可 知 , 在 上 存在 一 个 不 连续 的 线性 泛 
函 g, 也 即 有 9 4 EB*. 类 似 地 , 设 {Ma} 为 内 所 有 “有 限 元 集 ” 所 组 成 的 集 类 , 并 
在 其 内 按 “ 包 含 ” 关系 定义 “ 序 ” 的 关系 . 显然 {Ma} 亦 构成 一 个 定向 集 . 然后 , 注 
意 到 对 任意 a e {a}, Ma 的 线性 包 span{JMa} 均 为 内 的 有 限 维 线性 子 空间 , 因此 
由 上 面 引 理 , B 到 span{Ma} 上 的 投影 Jo 均 是 连续 的 . 同样 注意 到 82.1 后 面 的 例 
1, 由 于 g 在 span{Ma} 上 是 连续 泛 函 , 故 当 令 


fa= go Ja 


时 , 则 有 fo € E*. 
接着 , 我 们 将 要 指出 , {fa} 构成 B* 中 的 一 个 “广义 弱 *Cauchy 列 ”. 事实 上 , 对 
于 任意 元 ze EB, 必 存 在 a € {Qj}, 使 得 ze Mo, 因此 类 似 定理 1 的 证 明 可 知 , 只 要 
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Q1,Q2 > a 就 有 
fa (7) — jos(z) = glJo (2)] ~— glJoa (2)] =g(z) 一 9(z) = 0. 
并 且 由 此 可 以 导出 , 当 设 {fa} 的 弱 * 极限 为 时, 则 有 
f(z) = lim fa(x) = g(x2), vx € Eb, 


从 而 立即 导出 9 = je E*, 与 原来 9 的 取 法 矛盾 ! 口 

从 上 两 定理 可 知 , 所 有 无 穷 维 的 赋 范 空间 均 不 能 为 弱 完 备 的, 其 共 斩 空 间 均 不 
能 为 弱 * 完备 的 . 然而 , 对 于 无 穷 维 的 赋 范 空间 而 言 , 它 却 可 以 是 弱 列 备 , 它 的 共 斩 
空间 却 可 以 是 弱 * 列 备 的 , 因为 我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 3 设 互 为 “第 二 纲 ” 的 赋 6* 范 空间 (0 <B* <<1), 则 EB* 必 是 弱 * 列 备 
的 . 特别 地 , 当 马 为 自 反 的 Banach 空间 时 , EE 必 为 弱 列 备 的 . 

证 明 设 {fr} C EB* 为 任 一 “ 弱 *Cauchy 列 ”, 则 对 于 任意 元 ze EE, {fn(7)} 
均 为 Cauchy 数列 , 因此 其 必 有 极限 , 记 为 fo(z). 显然 fo 亦 线 性 泛 函 , 并 且 从 “推广 
的 共鸣 定理 ”还 知 fo 是 连续 线性 泛 函 , 也 即 有 


( 弱 *) 
fo < Po fn —7fo (n 二 oo). 


此 即 证 出 B* 是 弱 * 列 备 的 . 

此 外 , 当 到 为 自 反 的 Banach 空间 时 , 妃 上 的 弱 拓 扑 与 B*(= J(B)) 上 的 弱 * 
拓扑 是 等 价 的 . 又 由 上 段 结 果 已 知 B* 是 弱 列 备 的 , 从 而 妃 是 弱 列 备 的 . 口 

注 1 在 定理 3 的 后 半 段 命题 中 , 若 已 不 是 自 反 空 间 , 则 其 相应 结论 未 必 成 
立 , 这 可 由 下 面 正 、 反 两 类 例子 看 出 : 

例 1 (4l1) 为 非 自 反 的 弱 列 备 空间 ， 

证 明 ”事实 上 , 从 83.3 中 的 定理 2(Schur 定理 ) 可 知 , 在 (4!) 中 元 列 的 强 、 弱 
收敛 是 等 价 的 , 而 由 (41) 是 非 自 反 的 空间 便 可 直接 导出 本 结论 . 口 

例 2 当 (Q,B,p) 为 “go 有 限 ” 测 度 空间 时 ，L1(Q,B,m) 是 非 自 反 的 弱 列 各 
空间 . 

证 明 设 {zn} 为 D1(Q,8,p) 内 任 一 弱 Cauchy 列 , 则 注意 到 Li(Q, B,p)* = 
L%(Q, B,n), 故 知 : 对 于 任意 可 测 集 CQ, 数列 


{/ mWueD)} -1/ xzxou( 的 】 


均 为 Cauchy 数列 , 从 而 是 收敛 的 . 由 此 可 以 定义 如 下 集 函 数 7: 


7(E) = im A zn(t)u(dt), YE eB. 
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由 测度 论 知识 可 以 证 明 7 是 一 个 有 界 复 测度 , 并 且 对 于 / 是 绝对 连续 的 , 从 而 由 
Radon-Nikodym 定理 可 知 , 存在 元 zoe Li(Q, B,), 使 得 


Jim 上 2 a 上 人 rot)u(dt), vE e 
由 此 当 h( 为 2 上 任 一 可 测 简 单 西数 时 , 从 上 则 有 
Jim, wennlan) = | woldntpla) 
最 后 , 注意 到 所 有 可 测 的 简单 函数 是 空间 Lee(9, 8B,4) 的 称 集 , 因而 由 上 式 便 可 导出 
Jim, {zf (lan) = f zotdf pla), WEI,B 


此 即 得 到 zn (n 一 00), 从 而 导出 了 L1(Q, 8,4) 的 弱 列 备 性 . 至 于 Li(Q, B, 4) 


是 非 自 反 的 Banach 空间 那 是 泛 函 的 基本 知识 . 口 
反例 (co) 为 非 弱 列 备 的 Banach 空间 . 
证 明 取 (co) 中 一 列 元 {zn} 如 下 : 


n 
过 De, vn €N, 
i=1 


这 里 {en} 为 (co) 的 标准 单位 基 , 则 由 于 对 任意 的 f= {fn}e (1) = (co)*, 均 有 (不 
妨 设 mm > 7) 


fom) — fm)l=I 9 FD f= 和 六 
k=1 k=1 k=n+tl1 
< 》 | 由 一 0 (wm 一 oo)， 
k=n+tl1 


从 而 可 知 {zn} 为 (co) 中 一 弱 Cauchy 列 . 然而 {zn} 在 (co) 中 是 不 存在 弱 极 限 的 . 
事实 上 , 反之 , 若 有 一 元 zo e (co), 使 得 zn (n 一 oo), 则 对 任意 的 m € N， 


当 取 gm = em € (co)* = (1) 时 , 则 可 得 到 , 若 zo = {&x}, 则 有 ( 当 n > m 时 ) 
B= g'™ (zn) EE g™) (xo) =ém 一 oo vmEeN, 


也 即 导 出 zo = (1,1,…), 但 此 显然 与 zo e (co) 假设 矛盾 . 口 
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89.4 Krein-Milman 定理 


在 $2.5 的 最 后 , 作为 附注 (那里 定理 1 后 面 的 注 3 和 注 4), 我 们 曾 指 出 一 个 
十 分 重要 的 有 关 自 反 空 间 之 特征 命题 , 即 James 定理 :“ 一 个 Banach 空间 为 自 反 的 
充分 必要 条 件 是 其 上 所 有 连续 线性 泛 函 均 可 在 其 单位 球 上 取 到 最 大 值 ”， 为 强调 
James 定理 中 空间 完备 性 的 重要 性 , 在 本 节 后 面 , 将 给 出 一 个 不 完备 的 赋 范 空间 (从 
而 必 为 非 自 反 空间 ), 使 得 其 上 所 有 连续 线性 泛 函 均 可 在 其 单位 球 上 取 到 最 大 值 的 
例子 . 为 了 导出 著名 的 James 定理 , 我 们 需要 介绍 一 个 著名 的 有 关 “ 端 点 ”集合 的 
Krein-Milman 定理 (值得 注意 的 是 , 在 本 节 , 我 们 均 是 在 实数 域 的 空间 上 来 讨论 , 讲 
述 的 ). 为 此 , 先 给 出 下 面 的 定义 : 

定义 1 设 马 为 线性 空间 , KK 为 轧 中 的 非 空 号 集 , 称 点 To E KK 为 K 的 端点 ， 
是 指 : 若 存 在 点 1,Yy2 EK, 0 < 入 <1, 使 得 zo = 二 Ai 十 (1 一 入 )yo, 则 有 yi = Vy2 = Xo. 
此 外 , 我 们 将 KK 的 痛 点 之 全 体 记 为 extK. 

设 A 为 凸 集 KK 的 非 空 子 集 , 称 4A 为 KK 的 一 个 极端 集 , 是 指 对 任意 Ze A, 若 
存在 yi,y2 E K, 0 < 入 <1, 使 得 z= Ayi 十 (1 一 和 yo, 则 有 1,y2 E A( 特 别 地 , 玉 必 
为 自身 的 极 说 集 ). 

例 1 对 于 二 维 空间 腿 ? 的 三 角形 、 西 的 四 边 形 、 或 凸 的 nL 边 形 而 言 , 相应 凸 
集 的 顶点 即 为 其 端 点 ; 而 凸 集 的 边 及 它们 的 并 集 均 为 极 病 集 . 

例 2 设 E= (tl), 则 eztB(9,1) = { 十 en: n € N}. 

例 3 设 E=Lila,b, 则 extB(0,1)=&%. 

验证 ”对 任意 的 ze B(9,1), 当 |lzl| < 1 时 , 显然 zx 4 eztB(9,1). 而 当 |zl| =1 
时 , 则 存在 一 点 ce (o 中, 使 得 


/ ‘|z(t)lat = | “jz(Dlat = > 


那 尹 当 令 11 及 722 如 下 : 
下 0, te [a,d, _ J 2zx(t), te [a,dl, 
Ws | 2z(t), te (c,bl; Yd -| 0, te(c,bl; 
则 显然 有 1,y2 es Li[a,9], ||| = |yzl|=1 以 及 z = (1 十 y2), 因此 x extB(0,1). 
口 
容易 证 明 , 对 于 线性 空间 到 中 的 凸 集 天 而 言 , 有 以 下 有 关 极 端 集 的 基本 性 质 : 
1) zo 为 K 的 端点 的 充分 必要 条 件 是 : 单 点 集 {zo} 为 KK 的 一 个 极端 集 . 
2) 若 子 集 族 {4、: 入 E A} 均 为 K 的 极端 集 , 则 门 \cA。 4 亦 为 KK 的 极端 集 . 
3) 设 f 为 上 的 线性 泛 函 , 有 a = supyek f(z) < +oo, 那么 , 集 


417 全 天门 到 = {rek: f(z) = a} 
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若 不 是 空 集 , 则 必 为 K 的 极端 集 . 

4) 当 hi 为 42 的 极端 集 , hs 为 KK 的 极端 集 时 , 41 亦 为 KK 的 极端 集 . 

5) 若 4 为 K 的 极端 集 , 则 有 ezt4 = eztK n 4. 

由 上 面 有 关 极 端 集 的 性 质 , 就 可 得 到 下 面 有 关 紧 凸 集 必 具有 端点 的 一 个 命题 : 

引 理 设 妃 为 具有 To 公理 的 局 部 凸 空间 ，C 为 互 中 一 个 非 空 紧 凸 集 ， 则 
eztC #8. 

证 明 令 .4 为 C 中 “ 紧 的 极端 集 ” 所 组 成 的 子 集 族 , 则 显然 4 非 空 .在 4 中 
按 包含 关系 定义 其 “ 反 序 ”, 即 : 当 42 C 41 时 , 定义 A2 > hi, 则 对 .4 中 任 一 全 序 
子 集 族 {4、}, 由 序 关系 可 知 , 它们 具有 “有 限 交 非 空 ”的 性 质 , 故 从 C 的 紧 性 则 知 
(注意 到 由 假设 可 知 , 空间 必 具 有 Hausdorff 公理 ) 


ho=[|A\ #9%, 
入 


从 而 其 内 任意 紧 集 之 交 必 亦 为 紧 集 ; 上 且 从 上 面 基 本 性 质 2) 可 知 , ho 亦 为 C 的 极端 
集 , 从 而 4o e A. 这 样 由 Zorn 引 理 , 在 4 中 必 存 在 一 个 极 大 元 Bo. 

下 面 , 证 明 Bo 必 为 一 个 单 点 集 . 事实 上 , 反之 , 若 Bo 中 存在 两 个 点 Zi 和 
zZ2(zi 关 72), 由 89.1 前 面 的 注 可 知 , 存在 fo € BE*, 使 得 fo(z1 一 xz2) 关 0. 不 妨 设 
jo(zi) < ja(za)i 且 令 a = supzep。 fo(7), 注意 到 Bo 的 紧 性 , 可 知 存在 一 点 zo € Bo， 
使 得 


Jo(zo) = a = sup fo(z) < +o%. 
于 是 , 再 由 基本 性 质 3), 从 上 两 关系 式 则 可 得 到 
4 人 fzeBo: fo(z) = a} 


为 Bo 的 极端 集 , 且 从 开始 的 假设 可 知 其 必 为 非 空 真子 集 . 从 fo 的 连续 性 还 知 其 为 
Bo 的 闭 集 , 从 而 也 是 紧 集 . 并 且 , 注意 到 基本 性 质 4), 又 知 A 亦 为 C 的 极端 集 ， 
从 而 Aj。E A, 且 有 Aj,。 > Bo, 而 此 显然 与 Bo 的 极 大 元 性 质 矛 盾 . 最 后 , 从 前 面 基 
本 性 质 1) 立即 导出 Bo 即 为 C 端点 . 口 

注 ”上述 引 理 是 十 分 重要 和 美妙 的 (虽然 它 的 证 明 并 不 算 困 难 和 兄长 ), 因为 
从 定义 看 ,，“ 误 点 ”本 来 是 一 个 集 的 代数 性 质 , 其 存在 与 否 , 表面 上 看 , 是 与 空间 巴 
内 的 拓扑 无 关 的 . 但 通过 上 面 引 理 却 知 , 利用 拓扑 方法 亦 可 对 端点 进行 研究 .特别 
地 , 从 引 理 还 可 看 到 , 对 了 妃 的 子 集 C 而 言 , 只 要 能 在 媚 上 定义 某 种 “局 部 凸 拓扑 ”T， 
使 得 在 了 下 它 是 一 个 “ 紧 集 ” ,那么 C 必 具 有 痛 点 . 然而 , 上 述 引 理 在 非 局 部 凸 的 
拓扑 线性 空间 是 未 必 成 立 的 (1977 年 Roberts 作出 了 一 个 非 局 部 凸 的 Fréchet 空间 
中 一 个 紧 廿 子 集 没 有 闸 点 的 例子 ). 

借助 于 上 面 引 理 , 我 们 可 以 得 到 下 面 著名 的 定理 : 


人 


定理 1 (Krein-Milman 定理 ) 设 妃 为 具有 2 公理 的 局 部 凸 空间 , 则 对 于 五 
中 任 一 非 空 紧 凸 集 KK, ' 侨 有 
coK = co(extKk). 
证 明 首先 , 由 上 面 引 理 知 , 此 时 必 有 ext(K) 了 2, 从 而 可 得 : 50K 2 co(extK). 
因此 , 只 需 证 明 K C 5o(eztK) 即 可 . 
事实 上 , 反之 , 若 有 zo e K\co(eztK), 由 隔离 性 定理 知 存在 f € BE*, 使 得 


f(zo0)> sup f(y). (9.4.1) 
yEco(ertK) 


记 Q = SUpPzek f(z)(> f (x0)), 并 令 
41 = {7z: f(7) = a,7x € K}. 


则 从 式 (9.4.1) 有 
Asf\| co(ertK) = &. (9.4.2) 

而 再 注意 到 , 此 时 Ay 亦 为 非 空 紧 凸 集 , 故 从 引 理 又 可 得 到 ezt47 关 2. 今 任 取 
u € ezt4f, 则 由 前 面 有 关 极 端 集 与 端点 的 基本 性 质 3)~1), 我 们 又 可 导出 亦 为 KK 
的 端点 , 从 而 有 wu € 50(ezt(K)). 但 此 式 显 然 与 式 (9.4.2) 矛盾 ! 口 

作为 定理 1 的 应 用 , 很 容易 得 到 下 面 有 关 “ 四 泛 孙 ”c(Z)( 一 c(7) 为 凸 泛 函 ) 取 最 
小 值 的 一 个 推理 ， 

推理 设 天 为 具有 矶 公理 的 局 部 凸 空间 上 的 非 空 紧 凸 集 , c(z) 为 在 KK 上 “下 
半 连 续 ” 的 四 泛 函 , 则 c(z) 在 到 上 的 最 小 值 必 在 KK 的 痛 点 取 到 . 

证 明 ”从 一 般 拓扑 知识 知 c(z) 必 在 KK 上 某 点 zo 取 到 其 最 小 值 5. 令 


A= {zx: c(x) = c(x0) =6, x € K}, 
并 从 c(z) 的 下 半 连 续 性 易 证 4 必 为 天 中 的 闭 集 , 从 而 是 非 空 紧 集 . 此 外 , 对 于 任 
意 ye 4, 若 有 zi,zze 五 ,使 得 
=》zZzi 十 (1 一 和 X)zo，0< 入 <1， 
则 从 4 的 假设 及 c(z) 的 四 性 可 得 
6=c(y) FNMc(z1) + (1— Nc(z2) 2 M+(1— Ni=56. 
由 此 导出 


c(71) = c(zz) = 6, 
即 z1,x2 € 4, 从 而 知 4 为 KK 的 极端 集 . 最 后 , 直接 利用 定理 1 可 知 A4 和 KK 均 有 
端点 , 上 且 从 前 面 基 本 性 质 5) 还 知 有 : ezt4 C extK, 此 即 得 到 本 推理 的 结论 . 口 
作为 定理 1 的 推广 , 还 有 下 面 的 命题 (通常 仍 称 为 Krein-Milman 定理 ): 
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定理 2 设 马 为 具有 7 公理 的 局 部 凸 空间 , K 为 书 的 非 空 紧 廿 集 . 那么 对 
于 4 C K, 下 列 条 件 等 价 : 

(1) infyea f(y) = infyer f(x), Vf e 五 *. 

(2) 504 = K. 

(3) extK C A. 

证 明 (1) 之 (2): 反之 , 若 有 ro e 554\K, 则 由 分 离 性 定理 可 知 , 存在 f € EE*， 
使 得 

f(z0) < inf f(z). 

而 当 注 意 到 


jof fy) = inf f(y) < feo), 


则 知 上 面 两 式 显 然 与 1) 的 假设 矛盾 . 

(2) 全 (3): 对 于 任意 元 zo e ext(K), 及 零点 的 任 一 均衡 凸 闭 邻 域 W, 只 要 能 证 
明 (zo 十 W)Nn 4 了 就 可 以 了 . 下面 就 来 证 明 这 一 点 . 由 A4CK 知 4CcK, 故 4 
亦 为 紧 集 , 因此 从 紧 的 定义 可 知 : 存在 有 限 集 {y1,y2,… ,ym} S 4h, 使 得 


4S J+ Ww). 
i=1 
令 
Ki; 一 50{ (人 + W)NA}G = 1,2,.… ,mm), (9.4.3) 
注意 到 它们 均 为 紧 集 K 的 闭 子 集 , 因此 均 为 紧 凸 集 , 且 有 
Ki C wo(A) (i=1,2,...,m). 


这 样 , 注意 到 前 面包 含 关系 , 便 可 得 到 
wA-w (UK) (9.4.4) 


2 二 


pt 


而 当 注 意 到 凸 集 基本 性 质 及 式 (9.4.3), 又 有 


CO (U x 一 CO (D sx 一 CO (D «| ) 
1 一 1 i=1 i=1 
从 式 (9.4.4), 此 即 得 到 


. 328 . 第 九 章 。 弱 拓 扑 w(E,B*) 与 弱 ”拓扑 w*(E*, EE) 


这 样 一 来 , 对 于 上 述 任意 元 zo e ezt(co4)( 注 意 2) 的 假设 , 从 上 式 可 知 , 必 有 
Zz0 € Kio, 而 由 取 法 及 式 (9.4.3) 也 即 有 (注意 wm。 + W 亦 闭 凸 集 ) 


zo € Tol(yio + W)NA]C yio + W. 
由 此 可 知 , 存在 wo e W, 使 得 zo = yio + wo, 故 可 得 到 (由 W 为 均衡 集 ) 
yio = zo0— wo ExotW 

因而 导出 

Wo € (zo + W)N A. 
由 此 可 知 , 上 面 (3) 成 立 . 

(3) 全 (DD): 由 定理 假设 4S K, 有 

inf f(y) > inf 7) 

注意 到 前 面 的 推理 和 (3) 的 假设 以 及 线性 省 函 f 的 连续 性 , 立即 得 到 
inf f(7) = dt f(Y) > int FU i (y). 


即 导出 了 定理 条 件 (1). 

注 ”从 定理 2, 特别 在 具 To 的 局 部 凸 空间 巨 可 以 得 到 :“ 对 于 马 的 非 空 紧 西 
集 K, 如 有 ACK 使 6A=K, 则 有 ert(K)C A”. 此 即 为 著名 的 “Krein-Milman 
定理 的 Milman 北 命题 .” 

下 面 给 出 Krein-Milman 定理 的 一 些 推理 : 

推理 1 设 马 为 赋 范 空间 , 必 有 


B*(0,1) = To" [eztB”* (0, 1)}); 
特别 地 , 当 瑟 为 自 反 的 Banach 空间 时 , 则 有 


B(0,1) = 5o" [eztB(0, 1)|. 


证 明 由 Alaoglu-Bourbaki 定理 可 知 , B*(0,1) 是 一 个 弱 * 紧 集 . 并 且 , 其 显然 
亦 是 一 个 弱 * 闭 凸 集 . 故 从 定理 1 直接 可 导出 本 推理 的 上 半 结 论 . 至 于 后 半 结 论 , 只 
要 注意 到 当 马 为 自 反 的 Banach 空间 时 , B* 上 的 弱 * 拓扑 与 上 的 弱 拓 扑 是 一 致 
的 , 因此 从 上 半 结 论 直 接 便 可 得 到 . 口 

注 ”从 上 推理 可 知 , 任意 赋 范 空间 的 共 箔 空间 , 其 内 的 闭 单 位 球 必 均 具 有 病 点 . 
特别 地 , 任意 自 反 的 Banach 空间 中 的 任意 闭 西 集 必 均 具 有 六 点 (注意 : 对 凸 集 而 
言 , ( 强 ) 闭 与 弱 闭 等 价 )， 


89.4 ”Krein-Milman 定理 . 329. 


推理 2 设 马 为 赋 范 空间 , 则 有 eztB*(b,1) 是 “全 定 ” 马 的. 

证 明 从 推理 1 显然 可 知 : 在 弱 * 拓扑 下 , extB*(0,1) 必 为 B* 的 基本 和 集 . 由 
此 直接 利用 89.2 中 定理 2 的 结果 就 可 得 到 所 需 的 结论 . 口 

下 面 介 绍 一 个 由 赋 范 空间 EB 的 端点 来 判断 不 能 为 “ 共 轿 空间 ”( 即 : 存在 一 
赋 范 空间 丈 使 得 丰 等 距 线性 同 构 于 五 ) 的 推理 : 

推理 3 设 互 为 无 穷 维 的 赋 范 空间 , 如 果 eztB(b,1) 为 有 限 点 集 , 则 巨 必 不 能 
为 共 罗 空 间 . 

证 明 由 eztB(0,1) 为 有 限 点 集 知 span[eztB(6,1)] 为 瑟 的 有 限 维 线性 子 空 
间 . 反之 , 若 为 一 共 轿 空间 , 即 存 在 一 赋 范 空间 Bi, 使 得 B? 兰 刀 ( 此 处 “ 兰 ” 是 
“线性 等 距 ” 意义 ), 故 从 推理 1 有 


B(0,1) = 5 [extB(0, 1)] 


(这 里 , B(0,1) 视 为 B+ 中 的 单位 原 心 球 , 而 wt 指 的 是 丰 的 弱 * 拓扑 ). 最 后 , 从 弱 * 
拓扑 的 定义 可 知 EY? 中 的 任意 有 限 维 线性 子 空 间 亦 是 弱 * 闭 的 , 故 从 上 则 可 导出 


刀 (0,1) C span[eztB(0,1)]. 


而 此 显然 与 五 是 无 穷 维 的 赋 范 空间 假设 相 矛 盾 . 

推理 4 空间 Li[a,b] 和 Cla,b| 均 不 是 共 配 空间 ， 

证 明 从 前 面 例子 已 知 : eztB[Li[a, 名 = 2. 此 外 , 亦 可 验证 : eztBICfo, 吕 = 
{1, 一 1}, 因而 从 推理 3 可 直接 得 出 结论 . 口 

在 本 节 的 最 后 , 值得 一 提 的 是 所 谓 具 有 Krein-Milman 性 质 的 空间 . 我 们 先 给 出 

以 下 定义 : 

定义 2 Banach 空间 已 称 为 具有 Krein-Milman 性 质 ( 简 记 为 KM 性 质 ) 的 ， 
是 指 : 对 瑟 中 任意 非 空 有 界 闭 凸 集 K, 均 有 


口 


K = co(ertKk). 


注 从 推理 1, 并 注意 到 闭 凸 集 强 闭 与 弱 闭 性 是 等 价 的 , 当然 知道 : 自 反 空间 
必 具 有 KM 性 质 . 

下 面 , 再 给 出 一 个 有 关 具 KM 性 质 的 空间 的 特征 性 命题 : 

定理 3* 设 马 为 Banach 空间 , 则 已 具有 KM 性 质 的 充分 必要 条 件 是 其 每 一 
个 非 空 有 界 闭 西 集 至 少 有 一 个 说 点 . 

证 明 只 需 证 明 其 充分 性 . 令 4 C 为 任 一 非 空 有 界 闭 凸 集 . 由 假设 知 ezt4 天 
@. 反之 , 如 有 B = 上 lezt4] 关 4. 则 由 BC 4, 故 必 存 在 一 点 , z1 € A\B. 这 样 , 由 
隔离 性 定理 (Ascoli-Mazur 定理 ), 我 们 则 可 取 一 泛 函 fi € BE*, 使 得 
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注意 到 著名 的 Bishop-Phelps 定理 : (“ 设 4 是 Banach 空间 媚 中 的 有 界 闭 凸 集 , 则 
E* 中 在 集 4 上 达到 最 大 值 的 泛 函 是 稠密 于 EB* 的 (参见 文献 [31])”). 我 们 则 可 找 
到 在 4 的 Xo 点 达到 其 最 大 值 的 另 一 泛 函 je BE*, 仍 使 上 面相 应 不 等 式 成 立 , 即 
有 sup fo(y) < fo(z1)y € B 从 而 我 们 导出 


sup fo(y) < fo(xo). 
VE 已 


从 而 我 们 导出 
sup fo(y) < max 如 (z) = fo(zo) (9.4.5) 
y€B r€EA 


设 6 = fo(zo), 并 设 闭 超 平面 
Neo = {x: fo(7)= é0,7 € EB}. 


显然 , C 会 A 门 Ne, 亦 为 马 中 的 非 空 有 界 闭 凸 集 , 则 由 定理 假设 又 有 eztC 关 go. 此 
外 , 由 极端 集 的 基本 性 质 可 知 , C 亦 为 4 的 极端 集 , 且 有 eztC C ezt4. 由 此 导出 


sup fo(y) > sup fo(y) > sup foly) =é&0 = fo(zxo). 
VE 已 yEertA VEeztC 


此 显然 与 式 (9.4) 矛盾 ! 口 

注 * ”Bessaga 和 Pelczyifski 曾经 证 明 :“ 当 马 为 赋 范 空间 时 , 如 BE* 可 分 , 则 玫 * 
必 具 有 KM 性 质 ” (参看 文献 [32]). 由 此 导出 , 非 自 反 的 空间 (由) 亦 是 具有 KM 性 质 
的 . 

为 强调 有 关 自 反 空间 特征 的 James 定理 中 空间 的 完备 性 的 不 可 缺少 性 , 我 们 利 
用 本 节 的 推理 构造 如 下 的 反例 ( 即 : 对 一 般 的 赋 范 空间 而 言 , 即使 其 上 的 所 有 连续 
线性 泛 函 均 可 在 闭 单位 原 心 球 上 达 范 , 也 并 不 能 保证 其 必 为 自 反 空间 ): 

例 (涉及 James 定理 的 反例 ) 存在 着 一 个 非 自 反 的 贱 范 空间 , 其 上 的 所 有 连续 
线性 泛 函 均 可 在 其 闭 单位 球 上 取 到 最 大 值 (由 非 自 反 可 知 此 空间 必 不 完备 ). 
下 面 , 我 们 就 来 构造 出 此 空间 . 首先 设 一 列 实 的 有 限 维 赋 范 空间 {2(n)} 如 下 : 


Bn) = {(€1™ ,£2° ,+ ,£0°))}, 
其 相应 范 数 定义 为 
1 = ma I" |, vn EN. 
作 积 空间 
E= II En), 
其 范 数 定义 为 


Co 2 
zl = ( max ko ,VXEER. 
n=1 


l1<i<n 
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由 于 每 个 E() 均 为 有 限 维 赋 范 空间 , 故 均 为 自 反 空间 , 容易 验证 , 上 述 (内 积 空间 形 
式 的 ) 积 空间 亦 是 自 反 的 (上 空间 巨 即 为 积 空间 : E = TI。(lPs)) 赋 以 范 数 


||z|| 一 (S jo) ;VIX= (£1, Z2， “Tn, i ) < [le,), 
n=1 n 
其 中 (be )) 为 n 维 (4”) 空间 (K",|| :|e)). 
于 是 , 由 上 面 定义 2 后 的 注 , 有 
B(0,1) = (ert(B(0, 1))). (9.4.6) 

设 五 中 的 子 集 4 如 下 : 

A= {(zl £2,*- “Tn, . ): Tn 一 (Eco ，， 2 ,En)) E En,, 

| = ,1 < ii < n;neN}, 
并 令 EB 的 线性 子 空间 
五 0 = span(A). 


由 于 在 n 维 (co) 型 空间 (Ps)) 中 (mn e N), 其 单位 闭 球 上 的 端点 为 “所 有 坐标 绝对 
值 等 于 1* 的 元 所 组 成 , 因此 不 难 证 明 


ert(B(0,1)) Ch, 
故 由 前 面 式 (9.4.6) 可 知 span(4) 是 稠 于 空间 B 的. 然而, 显然 
Xo = (3) ELE. 


而 且 , 下 面 我 们 断言 : zo = (23) 4 span(A). 
事实 上 , 若 zo 是 4 中 mm 个 元 的 线性 组 合 , 则 必 存 在 


Zr) = (2 , £20), ne) [本 A 
以 及 入 ER (lg<igm), 使 得 zo = "和 iz, 这 里 


zj 一 人 人” 的” 人 ) € Eln)= (60)), 
上 (mn 儿 一 |é™|= .二 |)|， yneN. 


对 于 n=2"m+1, 我 们 考虑 Btn) = (L?%)). 由 于 上 面 ze (E Btn)) 的 n=2"m+t1 个 坐标 
绝对 值 相等 且 均 为 实数 , 故 有 半数 以 上 的 坐标 相等 , 即 存在 {1, 2,… ,2™+!} 的 子 集 
{j(，… ,j 织 }, 使 得 0 = = En; 同样 , 考虑 zf2)(e 已 mA) 的 坐标 , 可 以 选 出 


人 


{六 的 子 集 { 开 ,jw- 中 使 得 和 全 一 二 各 的 ，…; 这 样 重复 m 
次 , 便 可 选 出 两 个 下 标记 和 为 (1 和 广 < 入 入 = 2m+1), 使 得 

=", VSigm. 
于 是 , 我 们 不 难 导出 zo 投影 到 E(n) 中 所 得 元 的 第 思 和 jo 个 坐标 是 相等 的 , 均 为 


Dre" -ne 
i=1 1 一 


此 显然 与 zo = ( 宇 ) 的 各 坐标 互 不 相同 矛盾 ! 
因此 , 我 们 导出 span(4) 是 不 完备 的 赋 范 空间 . 
然而 , 对 任意 的 fo € 瑟 , 从 Hahn-Banach 定理 可 知 , 存在 zo e Eo, 使 得 


lzoll = 1， fo(zo) = ||foll. 
由 连续 线性 泛 函 表示 式 (注意 每 一 个 (en))” = (tn)), vn EN), 当 设 
万 = = (f0; Fe) /2 en a , f(D; ..) 
时 , 则 有 


fl®) = 5 > 


n=1 i=l1 


Vz = (él (WE ab ;ED, 全 ? 0 ) EE. 


而 当 注意 到 中 元 z 的 范 数 定义 , 则 可 看 出 : 对 任意 的 ne N, 如 果 将 坐标 £(1 < 
i < n) 均 换 为 土 maxicicn | | 时 (对 应 上 面 的 fL” 的 正 负 号 , 相应 取 土 值 ), z 
范 数 不 变 . 但 上 面 fo(z) 的 值 是 不 减 的 , 这 样 , 当 如 上 改变 zo 的 坐标 时 , 立即 可 知 
Zo 变 为 Bo 的 新 元 yo, 具有 性 质 


yo € span(A), fo(yo) = |foll. 
最 后 , 再 次 注意 到 亚 35(4) = Eo, 故 span(4)* = 大. 因而 span(4) 即 为 所 求 . 口 
89.4 附录 * ”Choquet 定理 


本 节 的 Krein-Milman 定理 指出 : 紧 凸 集 端点 的 凸 组 合 可 以 “近似 地 ”将 该 集 
中 任何 一 个 点 表示 出 来 , 这 是 一 个 十 分 有 用 的 定理 . 然而 , 这 个 “近似 ”一 词 毕竟 有 
些 美 中 不 足 . 下 面 将 介绍 一 种 用 测度 方法 将 上 述 紧 凸 集 “精确 ” 表示 出 来 的 定理 , 即 
Choquet 定理 . 

首先 , 介绍 一 个 较 简 单 的 情形 . 

Minkowski 定理 设 En) 是 具有 2 公理 的 即 维 “ 实 ” 局 部 凸 空间 , 五 为 
En) 中 一 紧 凸 集 , 则 对 任意 Zo E K, 存在 zi E extK,A 和 i 之 0 (1 ig<n+1), 使 得 
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ntl nl 


Z0 一 > 入 iTi， >》 Xi 择业 
2=1 i=1 

证 明 首先 , 从 Krein-Milman 定理 可 知 extK # .下面 用 归纳 法 来 证 明 本 定 
理 ， 

当空 间 的 维 数 n= ! 时 , 由 89.1 的 定理 7 前 的 引 理 可 知 , 由 实 空间 Bl) 此 时 与 
实数 域 及 拓扑 等 价 , 因此 其 内 紧 凸 集 K 必 对 应 于 及 中 有 界 闭 区 间 , 从 而 显然 可 知 
定理 结论 成 立 . 

设 n = m 一 1 维 时 此 定理 结论 成 立 ， 则 当 n = m 时 , 对 于 任意 一 个 点 xo € 
K\extK, 任 取 WE€ extK. 并 作 过 zo 入 两 点 的 直线 L( 即 : tro 十 (1 一 t)y,t € 
(一 00, 十 00)), 由 K 为 紧 凸 集 , 注意 到 紧 凸 集 和 闭 凸 集 之 交 仍 为 紧 凸 集 ， 当 再 次 注意 
到 具 To 公理 的 有 限 维 拓扑 线性 空间 的 特点 , 则 可 导出 


KNL= (yi, Z1]， Z0 E€ (yi, zl]; 


并 且 , 易 见 zi e K 必 为 天 的 边界 点 . 这 样 , 类 似 于 $3.2 的 定理 6(“ 第 二 隔离 性 定 
理 ” ), 可 知 存在 户 e EB*, 使 得 
f(z2) < fi(z1), Vz €K. 
令 刀 = f(z1) 及 
He, = {7 € En): f1(7) = &1}, 

则 He, 显然 为 Ekn) 的 一 个 闭 超 平面 , 其 使 紧 凸 集 K 在 其 一 侧 , 并 与 KK 交 于 zl 点 
(此 即 所 谓 “K 的 承 托 超 平 面 ” ). 从 线性 空间 的 基本 知识 知 , 超 平面 He， 比 En) 低 
一 维 , 且 易 知 Kn He, 亦 为 He, 上 的 紧 凸 子 集 , 故 由 归纳 法 可 得 : 作为 Kn He, 中 
的 点 zi, 其 必 可 由 KN He, 中 的 个 端点 的 凸 组 合 表 出 . 而 当 再 注意 到 前 面 极端 集 
的 基本 性 质 的 3) 和 5), 则 有 : ezt(K mn He,) C eztK, 因此 便 可 导出 : zo 必 可 由 K 
中 的 n 填 1 个 端点 的 凸 组合 表 出 . 口 

注 上面 定 理 其 实 即 为 几何 中 “n 维 空间 中 的 “有 界 肝 凸 多 面体 ”内 任 一 点 均 
可 由 不 超过 n 十 1 个 顶点 的 廿 组 合 来 表示 ”的 结论 之 推广 . 

为 将 有 限 维 空间 的 结果 推广 到 无 穷 维 空间 去 , 联想 到 “有 限 和 ”的 推广 即 为 “ 定 
积分 ”, 因此 , 下 面 将 Minkowski 定理 用 积分 的 形式 表 出 : 

下 面 , 我 们 用 “概率 测度 ” 作 工 具 , 让 测度 在 紧 凸 集 K 上 由 点 决定 如 下 的 “分 
布 ” : 对 于 任意 一 个 点 ze 天 及 任意 的 Borel 集 G, 令 


1, XEG, 


ce- r¢G 


则 在 上 面 定理 中 , 若 令 相应 z 的 测度 pz = 221 和 pws 则 该 定理 可 变形 为 
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Minkowski 定理 设 Eln) 及 集 K 如 上 , 则 对 任意 的 点 Zo € KK,， 必 存 在 一 个 
定义 在 KK 的 Borel 集 上 的 概率 测度 Hzo, 使 得 


Hro(K)= jzrolertK)=1, 


及 
f(z0) = 上 f(s)duzo, Vf eB. 
K 


类 似 地 , Choquet 得 到 了 如 下 在 无 穷 维 空间 中 紧 凸 集 用 端点 测度 表达 的 积分 公 
式 : 

Choquet 定理 ” 设 马 为 赋 范 空间 , 开 为 瑟 中 的 紧 凸 集 , 则 对 于 KK 的 任意 一 
点 Z0, 必 存 在 集中 于 ext(K) 上 的 一 个 概率 测度 Heo, 使 得 


Lzo(K) = kzro (extK)=1, 


pC 人 f(z)duzo, Vie Er*. 


注 ”由 于 上 述 定 理 的 证 明 需 涉及 到 (连续 函数 空间 ) C(K) 上 的 连续 线性 泛 函 
可 对 应 于 一 个 “正则 测度 ”积分 表示 式 的 Riesz 表现 定理 , 因此 , 在 此 就 不 予 证 明了 . 
有 兴趣 的 读者 不 难 从 一 些 书 中 找到 其 证 明 及 其 推广 和 应 用 (例如 , 可 参看 文献 [33]). 


89.5 ”Whitley 结构 定理 


Whitley 定理 在 后 面 证 明 Kakutani 定理 (Banach 空间 为 自 反 的 充分 必要 条 件 
是 其 单位 球面 为 弱 自 列 紧 集 ) 时 用 到 . 这里, 我们 稍稍 变化 了 一 下 Whitley 结构 定 
理 中 的 原 证 明 . 为 此 , 先 给 出 一 个 引 理 . 

引 理 ” 设 书 为 睦 范 空间 , Fim) 为 B* 的 一 个 “m 维 * 线性 子 空间 . 则 对 于 任意 
的 E>0, 在 瑟 的 (单位 原 心 球面 ) 91 上 必 存 在 有 限 子 集 zl,Z2,…… ,Yn, 使 得 


> (1 一 
Be, p(Tx)| > (1 e)llpll, Vy € Fm,) 


证 明 ”由 于 Fi%) 是 有 限 维 的 赋 范 线性 空间 , 由 泛 函 基本 知识 知 , 其 单位 球面 
S(Fm) 必 是 按 范 拓扑 的 紧 集 , 故 对 上 述 es > 0, 其 必 存 在 由 有 限 个 元 {wp1, pa，……， 
pn} C S(Flm)) 组 成 的 “5 网 ”. 此 外 , 对 任意 上 (1 < 有 <<n), 由 于 lpxl| = 1, 故 从 
范 数 的 定义 可 知 , 对 正 数 5, 必 可 找到 元 zk € S1, 使 得 |pk(zx)| > 1 一 和 . 

于 是 , 对 任意 pe Fom(2 天 0), 由 于 TE € 5S(Flm)), 故 可 选 出 某 pko(1 < ko < 
n), 使 得 
E 


Ss 
2 


Pp 
TT Pk 
| 商 
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这 样 , 结合 上 面 两 个 不 等 式 , 我 们 立即 导出 
maxl<k<n |P(Tk)| > |p(zko)| 


>|lol| (lor (eno) S Peko) 


中间 
>Ieol|(1- 生 -| 入 -es 


> (1 — ea)llyll. 口 
定理 (Whitley 结构 ) 设 瓦 为 典范 线性 空间 ，C 为 已 中 一 个 弱 列 紧 集 ， 那 
么 , 对 于 任意 的 再 E J(C) ,存在 {yn} C C, 使 得 {yn}“ 弱 收敛” 于 某 元 zo E 吾 
并 且 有 三 ,= (此 即 有 J(C)”C J(O”), 这 里 : C ”代表 C 的 “ 弱 列 闭 包 ” ,也 即 
其 所 有 “元 列 ”的 弱 极 限 点 之 全 休 ). 
证 明 ”下 面 , 分 四 步 来 证 明 : 
(1) 先 从 C 中 将 所 需 的 点 列 {yn} 找 出 来 . 事实 上 , 假设 Be& J(C)”, 故 知 存在 
定向 点 列 {za,a ET} CC ,使 得 


lm Jo,(f) = ®(f); Vf eB". (9.5.1) 


Phko (Zko) 


任 选 hh € S*(E* 中 的 单位 原 心 球面 ), 则 由 式 (9.5.1) 可 得 元 € {za,a ET}Co, 
使 得 

(J — ®)(f1)| < 1 
令 6 = span{®, J}, 则 其 为 BE* 的 有 限 维 子 空间 故 由 上 面 引 理 可 知 : 存在 
{fx: 2 <k<k(2)} C 57, 使 得 


1 
> 了 || 亚 |，v 更 E Be’. 
0 


其 次 , 同样 由 式 (9.5.1), 对 于 上 面 的 泛 函 {fx: 2 < kk < k(2)} C 57, 存在 yo 6 
{ZXa,Q € IT} CC, 使 得 
0 
类 似 地 , 令 页 2 = span{ 更 ,jw Js} 再 次 由 引 理 可 知 , 存在 {fk: k(2)+1<k< 
k(3)} C 57, 使 得 


1 
市 > =||VIl, VY E 五 05. 
AL (fx)| > 2|| | “02 


然后 , 又 由 式 (9.5.1), 存在 y3 e {zxa,a € 1} C O, 使 得 


1 
, pag, |e 一 本 (< 也 


> 


如 此 做 下 去 便 得 到 C 中 的 一 个 点 列 {yn} 和 57 内 的 泛 函 到 {fk}, 当 令 Be%_1 = 
span{®, Jy1) i A A 时 其 满足 不 等 式 


1 
Wax y > 


,a (Ty, (< (Vn eN) 
(2) 我 们 有 
sup | (fi)| > Ll, vv espan{®, :n>1}. (9.5.2) 
k>1 2 
事实 上 , 首先 由 上 面 (i) 最 后 的 第 一 式 显 然 可 知 
sup | (fi)| > LI, Vv espanf®, :n> 1}. (9.5.3) 
k>1 2 
由 此 , 对 任意 更 € span{®,,: n 之 1}, e > 0, 存在 Yo € span{®, J,: n >1}, 使 得 
上 本 一 Wo]| < 和 由 式 (9.5.3), 存在 je SY, 使 得 


E 1 
[Vo(fxo)| > sup |¥o(fx)| — 5 > =ol| — 3, 
k>1 3 2 3 


从 而 
sup (YOfO)|> ID(fio)| > [volfieo)| lly 一 ml 
> > 3200 lo wD -3 
> 3 —e. 
由 e 任意 性 故 知 式 (9.5.2) 成 立 . 
(8) 由 C 是 弱 列 紧 集 , {ys} C C, 故 存在 子 列 {ym。} 弱 收敛 于 zo e 轧 即 有 
lim fn) -Jeol=0 We 本 (9.5.4) 
下 面 我 们 将 导出 
(J — B)(fr) =0, VkeN. (9.5.5) 


事实 上 , 由 于 zo 为 {ym,。} 弱 极 限 点 , 由 83.3 的 定理 3 得 到 : zo € span{ym,}C 
span{yn}. 再 由 J 是 线性 保 范 上 映像 可 知 Jzro E span{ Jy,}, 从 而 有 


Jr — BE span{®, J,,: n>1}. (9.5.6) 
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注意 到 (1) 中 最 后 的 第 二 式 , 我 们 有 k(n) 一 oo(n -co), 且 有 
(os (< 二 ，YR<S k(n),n EN, 
故 对 于 任意 mn > m, 有 kman) > k(m), 从 而 


|(7 


Ymn 


— B)(fx)| < 一 < 二 ， Vk < k(m). 
因此 , 对 任意 Ke N, 存在 mm e N, 使 得 k < k(m), 从 而 由 上 式 导 出 


(yao — B) Fe) ST, — BFe)| + (Too — Tym, )(fe)| 


1 
< i | 产 ( — zo)|, Ymn > m. 


由 式 (9.5.4), 当 上 式 两 端 令 n 一 oo 取 极 限 、 再 令 m 一 co 取 极 限时 , 便 可 得 到 
(Js, 一 十 )(f) = 0(k € N), 也 即 式 (9.5.5) 成 立 . 

(4) 由 式 (9.5.2)、(9.5.5) 和 (9.5.6), 我 们 立即 得 出 ||Jz。 一 || = 0, 从 而 J = 更 . 
注意 到 zo 为 {yn} 在 弱 拓扑 下 的 任意 一 极限 点 , 以 及 J 为 一 一 对 应 的 , 由 上 等 式 则 
知 {yn} 的 弱 极 限 点 zo 是 唯一 的 , 也 即 导出 加 BY 口 


89.6” 赋 范 空间 中 弱 紧 与 弱 自 列 紧 的 等 价 性 


从 拓扑 知识 我 们 知道 , 在 “距离 ”空间 中 的 任意 一 个 集 , 其 “ 自 列 紧 性 ”与 “ 紧 
性 * 是 等 价 的 . 而 当 再 注意 到 89.1 的 定理 4 知道 , 对 于 无 穷 维 赋 范 空间 已 而 言 , 其 在 
“ 弱 拓扑 ” 下 是 不 满足 第 一 可 数 公理 的 , 因此 , 对 该 拓扑 而 言 是 不 能 “距离 化 的 ( 即 ; 
不 能 在 E 中 赋予 与 该 拓扑 等 价 的 距离 拓扑 ). 所 以 , 本 节 将 要 介绍 的 , 有 关 在 赋 范 线 
性 空间 中 任意 集 的 “ 弱 紧 ”性 与 “ 弱 自 列 紧 ” 性 等 价 的 Eberlein-Smulian 定理 的 确 
是 一 个 十 分 出 色 的 非凡 结果 . 

首先 , 我 们 依据 下 面 引 理 导出 , 对 赋 范 线性 空间 中 的 任意 子 集 C, 必 有 : 弱 紧 全 
弱 自 列 紧 . 

引 理 ” 设 万 为 可 分 的 赋 范 线性 空间 , C 为 妃 内 的 某 一 弱 紧 集 ， 则 在 C 上 , 其 
(请 导 的 ) 弱 拓 扑 是 可 以 “距离 化 ”的 . 

证 明 ”由 于 已 是 可 分 的 赋 范 线性 空间 , 故 从 89.2 的 定理 3 (Alaoglu-Bourbaki 
定理 ) 的 推理 4 知 , B* 是 绊 ' 可 分 的 , 因此 存在 可 列 个 泛 函 {f9} C E*, 使 得 {fy” = 
E*. 并 且 , 由 弱 * 拓扑 的 定义 还 知 , {f9} 还 是 “全 定 ”B 的 , 从 而 , 当 令 


1 lr-y)l 
d(x,y) 一 全- 221 二 |7otz 二 切 | (Vz,y 人 C) 
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时 , 易 知 d 确实 为 C 上 定义 的 一 个 “距离 ”. 

我 们 证 明 在 上 述 C 内 , 由 d 引出 的 拓扑 与 巨 在 C 上 诱导 的 “ 弱 拓扑 ”是 等 价 
的 . 事实 上 , 当 设 C 在 EE 的 弱 拓 扑 下 所 构成 的 拓扑 空间 记 为 (C, ww), 而 在 上 面 距 高 
d 所 构成 的 拓扑 空间 记 为 (C, qd) 时 , 我 们 令 了 为 空间 (C,w) 到 (C,q) 的 恒 等 映射 ， 
则 显然 I 是 一 个 “1-1” 对 应 的 到 “上 ”的 映射 . 并 且 ， Oe 
事实 上 , 对 任意 zo e C, e > 0, 不 难 找到 一 自然 数 N, 使 得 2 2 pe 于 是 , 当 
取 6=e/2(50%_i 去 ), 并 取 (C,w) 空间 的 zo 点 邻 域 


Uw (x0,6)=U(zo; f?,-…- ,fN;6) NC 
= {7: |f2(z) — fe(zo)| <5,1<kgN;reE}NC 


时 , 只 要 ze Uw(zo,6), 从 上 面 取 法 则 有 


1 [fo(z — zo)| 
d(z, 70) = > Z0)| 


1 |fn(x — zo)| E 
i 


也 即 ze Oa(zo,e) ( 即 (C,d) 中 zo 的 球 域 ), 从 而 得 出 映射 了 的 连续 性 . 最 后 , 注意 
到 C 为 (C,w) 空间 的 紧 集 , 故 由 点 集 拓扑 的 知识 知 (C,w) 与 (C,q) 是 同 胚 的 . 口 

注 1 从 引 理 1 证 明显 然 可见 : 当 马 是 一 个 局 部 凸 空间 时 , 如 果 C 是 巴 中 按 
弱 拓扑 的 紧 集 , 并 且 思 * 中 存在 可 数 子 集 三 , 其 可 分 离 C 中 的 点 , 则 该 引 理 结论 依 
然 成 立 . 

注 2 注意 到 89.2 的 定理 3(Alaoglu-Bourbaki 定理 ) 及 其 推理 , 我 们 不 难 导 出 
下 面 的 有 关 EB* 的 子 集 , 其 弱 * 拓扑 可 以 距离 化 的 两 个 推理 . 

命题 1 设 马 为 一 个 可 分 的 局 部 凸 空间 , A 为 B* 内 一 弱 * 闭 “ 等 度 连续 ”的 
子 集 , 则 A 在 (请 导 的 ) 弱 * 拓扑 下 是 一 个 紧 距 离 空间 . 

命题 2 设 马 为 赋 范 线性 空间 , 则 下 面 三 条 性 质 是 等 价 的 : 

1) E* 中 的 单位 半球 BY 的 弱 * 拓扑 是 可 以 距离 化 的 ; 

2) E* 中 每 个 闭 球 的 弱 * 拓扑 是 可 以 距离 化 的 ; 

3) 书 是 可 分 的 . 

证 明 1) 今 2): 显然 . 

3) 僵 站): 由 39.2 的 定理 3(Alaoglu-Bourbaki 定理 ) 的 推理 3 可 知 . 
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1) 僵 3): 由 1) 知 : B* 中 的 单位 闭 球 BY 在 原点 9 处 在 弱 * 拓扑 下 有 可 数 邻 域 
基 . 即 存在 BB 的 有 限 子 集 族 { 瑟 } 使 得 {Fe 门 BY: ne N} 是 Bt 在 9 点 的 弱 * 邻 域 
基 (这 里 , Fr 为 的 “ 极 ”(8§9.2 中 定义 2)). 令 G = Usen fn, 显然 G 是 可 数 集 . 

然后 , 我 们 来 证 明 珊 硬 G = EB. 事实 上 , 若 此 式 不 成 立 , 由 Hahn-Banach 定理 
知 , 存在 非 零 连续 线性 泛 函 fe E*, 使 得 上 fl| = 1 和 且 f(x) =-0, (Vz € G), 从 而 得 到 


ferm, vneN. 


由 于 { 噩 门 Bf: ne N} 是 Bi 在 9 点 的 邻 域 基 , 由 f 取 0( 泛 函 ), 故 应 存在 no e NN， 
使 得 f 4 F%,, 而 此 与 上 式 矛 盾 ! 

显然 , 可 数 集 G 中 元 的 有 理 系数 线性 组 合 在 五 中 稠密 , 由 此 导出 可 分 . 口 

有 了 上 述 引 理 , 我 们 可 得 到 下 面 的 一 个 重要 结果 : 

定理 1 设 媚 为 赋 范 线性 空间 , C 为 媚 中 任 一 子 集 , 则 当 C 是 弱 紧 集 时 , 亦 
必 是 弱 自 列 紧 的 . 

证 明 设 {zn} 为 C 中 任 一 无 穷 点 列 . 令 Bo = 本 玉 {Zn}. 显然 Bo 为 一 可 分 的 
闭 赋 范 线性 空间 , 并 且 由 83.2 的 定理 5(Ascoli-Mazur 定理 ) 可 知 其 也 是 弱 闭 的 , 因 
而 从 假设 我 们 导出 Cn Eo 亦 是 Eo 中 的 弱 紧 集 . 这 样 , 直接 从 引 理 可 推出 : Cn Eo 
的 弱 拓 扑 是 可 距离 化 的 . 而 再 注意 到 在 距离 空间 中 , 集 的 紧 性 与 自 列 紧 性 是 等 价 的 ， 
因此 {zn} 必 有 一 子 列 {zn}, 使 其 按 上 述 距 离 收敛 于 CN Eo 中 一 元 xo, 也 即 在 子 
空间 Bo 中 有 zn i 从 而 此 式 在 原 空间 五 中 也 成 立 口 


注 3 在 拓扑 学 中 我 们 已 知 , 对 于 一 般 的 拓扑 空间 , 紧 性 未 必 强 于 ( 自 ) 列 紧 性 ， 
因此 , 定理 1 结果 对 于 弱 * 拓扑 而 言 是 不 能 断言 的 . 而 下 面 的 反例 则 正好 说 明 对 弱 ” 
拓扑 而 言 , 定理 1 的 结论 未 必 成 立 . 

反例 ” 设 忆 = (lo)(= (m)), 我 们 考虑 E* 中 单位 闭 球 BY. 首先 , 从 89.2 的 定 
理 3(Alaoglu-Bourbaki 定理 ) 已 知 , 其 必 为 一 个 弱 * 紧 集 . 但 另 一 方面 , 当 令 羽 上 泛 
函 列 {zZx} 如 下 定义 时 : 


rn,({én}) = én, v{én} EE (vn € N), 


显然 Z* 为 (m) 上 的 线性 泛 函 . 且 从 空间 (m) 的 范 数 定义 还 知 : zt < 1(n € N)， 
也 即 有 {zc} C B+. 然而 , 由 于 对 其 任 一 子 列 {zx 我 们 均 可 找到 一 元 


—1)*, 一 ) 
| 


使 得 zo € (m). 但 是 {Zz% (ZT0)} = {( 一 1)*} 不 收敛 , 故 导出 : BY 不 是 “ 弱 *”( 自 ) 列 
紧 的 . 口 
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为 了 导出 定理 1 的 逆 命 题 , 我 们 得 依靠 一 个 所 谓 “ 可 数 紧 ” 的 性 质 作 为 “桥梁 ? . 
为 此 , 我 们 先 给 出 其 定义 如 下 : 

定义 1 设 轧 为 一 拓扑 空间 , C 为 吾 中 一 子 集 . 称 C 为 (相对 ) 可 数 紧 的 , 是 
指 对 于 C 中 任 一 无 穷 “ 可 数 ” 点 集 , 其 在 C 中 (相应 地 , 在 五 中 ) 必 有 “ 聚 点 ” 存在. 

注 我们 显然 可 以 看 出 , 在 拓扑 空间 中 , 紧 、 自 列 紧 与 可 数 紧 三 个 概念 之 间 的 
关系 如 下 : 紧 坊 可 数 紧 , 自 列 紧 之 可 数 紧 . 

有 了 上 面 的 定义 , 我 们 将 给 出 有 关 在 赋 范 空间 中 的 弱 拓 扑 下 ，“ 弱 可 数 紧 ”与 
“ 弱 自 列 紧 ” 等 价 的 一 个 结果 . 

定理 2 万 为 赋 范 线性 空间 , C 为 媚 中 任 一 子 集 ， 则 下 面 的 五 个 性 质 是 等 价 
的 : 

1) C 为 “ 弱 自 列 暴 ” 集 ; 

2) C 为 “ 弱 可 数 紧 ” 集 ; 

3) 对 任意 {zn} CC, 存在 ro EC, 使 得 


lim inf Ref (zn) < Ref (zx0) 和 limsup Ref (zn), Vf Eb"; 


4) 对 妃 中 任 一 递减 ,用 凸 集 列 {Kn}, 若 有 Kn 由 C 了 关 2 (Yn € N), 则 必 有 
(Mi Kn)NC #8; 

5) 对 马 中 任 一 可 分 闭 线 性 子 空间 Bo, 以 及 任 一 列 亲 的 “半空 间 ” 9。( 即 5% = 
{z: Refn(Z) > an,Z EEE}, 这 里 fi 为 B* 中 某 一 元 , an 为 某 一 实数 , Vn < 时), 若 有 
(站 1 5i) NEonNC#8 (vn Ee N), 则 必 有 (站 1 Si 由 BoNC#2. 

证 明 1) 坟 2): 显然 . 

2) 坟 > 3): 对 任意 {zr} S C, 由 C 弱 可 数 紧 的 假设 , 知 存在 zo € C, 使 得 xo 6 
{znj , 故 从 弱 拓扑 的 定义 , 也 即 有 


f(z0) e {f(zn)}, Vf EB", 


因而 立即 可 得 3) 的 结论 . 

3) 僵 4 和: 反之 , 若 在 3) 的 假设 下 , 4) 的 结论 不 真 . 则 必 存 在 一 列 递 减 的 闭 凸 集 
{Kn}, 使 得 Kn C 了 2 (Vn ee N), 但 却 有 ( 门 2 Ko) 站 C = 2， 故 当 在 每 个 集 
KnC 中 取 一 元 zn、。(Yn € N) 时 , 由 3) 的 假设 , 对 此 {zn} 必 存 在 一 元 zo e C, 使 
得 

lim inf Ref (zn) < Ref(x0) < limsupRef(xn), Vf EE’; (9.6.1) 


及 O00 
ro¢ {| Ks, (9.6.2) 


n=1 
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因此 , 从 式 (9.6.2) 可 知 , 对 上 述 某 一 闭 凸 集 Kn。 必 有 zo 4 Kno, 因而 由 分 离 性 定理 
可 得 , 存在 fo e E*, 使 得 


Rejo(zo) > sup Refo(y). 
yEKno 


再 注意 到 {Ka} 的 递减 性 假设 , 以 及 {zw} 的 取 法 , 我 们 可 导出 


Rejo(zo) > Pu np. Refo(y) > lim sup Refo(zn). 
oyEK. 


但 此 式 显 然 与 式 (9.6.1) 的 不 等 式 矛 盾 , 因此 , 归 廖 导 出 本 结论 (此 对 C 无 任何 弱 集 
或 弱 自 列 紧 假 设 )， 
4 全 5): 我 们 只 要 在 此 时 , 令 


就 不 难 从 4) 直接 导出 5) 的 结论 (此 时 闭 子 空间 Eo 的 可 分 性 假设 不 必用 ). 

5) 坟 1): 首先 , 注意 到 EE 中 的 集 C 与 其 “ 复 对 称 性 ”和 集 {ex*C: 0 < 0 < 27} 的 弱 
自 列 紧 性 是 相同 的 (事实 上 , 任 一 集合 C 与 其 均衡 包 acoC 的 弱 上 自 列 紧 性 是 等 价 的 ). 
因此 , 不 妨 设 这 里 的 集 C 是 “ 复 对 称 性 ”的 . 对 任意 {zn} 5 C, 令 Eo = 亚 玉 {Tn} 
则 Eo 显然 是 五 中 一 可 分 的 闭 线性 子 空间 , 故 由 89.2 的 定理 3(Alaoglu-Bourbaki 定 
理 ) 的 推理 4 知 存在 一 可 数 子 集 {pn} S 硬 , 使 得 {pn} = 硬 , 并 且 {pn} 还 是 全 
定 Bo 的 . 

然后 , 我 们 指出 {zn} 是 上 的 弱 有 界 集 . 事实 上 , 反之 , 如 有 一 fo € E*, 使 得 


sup |fo(zn)| = co， 
nEC 


则 , 由 C 的 复 对 称 性 , 有 
Sop Rejo(zn) = co. 
因而 , 当 令 一 列 闭 “半空 间 ” 
Sn = {x: Refo(z) > n,7 € E} (vn EN) 

时 , 则 {5%} 满足 5) 的 条 件 , 但 门 m1 Sn = @, 矛盾 ! 

由 于 {xn} 是 弱 有 界 的 结果 , 对 于 前 面 的 泛 函 列 {pn} 5 6, 我 们 可 知 : {pn (zk)}x 
均 是 有 界 数列 (vn es N). 因此 , 由 熟知 的 “Cantor 对 角 线 选择 法 ”, 我 们 可 以 得 到 一 
子 列 {Zk} C {zx}, 使 得 对 每 个 ne N, 极限 limi_oo pn(zu) 均 存 在 . 特别 地 , 可 设 


lim Repn(Tk;) = an, lim Im.pn(Tki) = Bn (vn € N). 


下 面 我 们 将 证 明 , 必 存 在 一 元 zo e C, 使 得 
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Rewn(zo) 二 CQm， Imwpn(zo) = bn (vn E N). 
事实 上 , 我 们 只 要 考察 四 列 闭 “ 半 空间 ” 


0 = { 士 (Repn(Z) — an) < ;, rE 可 


07 Ee {e 士 (Imoeol(z) — Bn) < ， TE 中 vn,i€N. 


并 且 不 妨 以 R,T, 十 ,一 相互 交错 ; n,i 以 “和 ”之 大 小 排序 , 并 当 其 “和 ” 数 相 同时 则 
以 “字典 排列 ” ) 它们 合 记 为 {Sm}, 则 从 {zx } 的 取 法 ， 由 于 {Zk} C Eo NC, 以 及 
前 面 两 极限 关系 式 , 显然 可 知 : 对 任意 ne N, 均 有 ( 门 %_1Sm) 阁 BonC 友 2, 从 而 
由 假设 5) 成 立 , 故 知 必 存 在 一 元 
XoE 名 on 门 马 站 CC， 
m=1 
也 即 有 
Rewn(zo) = on, Impn(X0)= Bn (YEN). 

最 后 , 再 来 证 明 上 面 找到 的 zo 即 为 {zn} 的 子 列 {zk;} 的 弱 极 限 . 为 此 , 只 要 

证 明 关 系 式 


lim sup Ref (zxx, — x0) < 0 < liminf Ref (zk, — zo0), 
4 一 CO 09 


及 


limsupImf (zx, — Xo0) < 0 <1liminfImf(zxr, — 7z0); Vf EE 
4 一 OO 4 


就 可 以 了 . 

下 面 先 证 明 lim supi,。 Rejf(zu 一 20) < 0 (Vf e E*). 事实 上 , 我 们 同样 用 反 
证 法 . 反之 , 若 存在 je B*,eo > 0 及 {zx,} 的 子 列 (不 妨 依旧 记 为 其 自身 ){zx;}， 
使 得 

Rejo(zk: 一 Zo) > e0, 
即 有 
Rejo(zk,) > Refo(Xz0) 二 so，Vi EN. 
则 当 令 闭 “半空 间 ” 
S = {7x: Refo(z) > Refo(x0) + e0,7 € E} 


时 , 由 上 式 知 {zk;} S 5, 故 联系 到 前 面 {Sm} 的 性 质 可 知 , 对 任意 < N, ( 门 %,_1 93m)n 
SnzEncC 均 含有 {zxk;} 中 的 元 ， 因 此 , 同样 由 5) 的 结论 我 们 可 以 得 到 一 元 
yo € (nn-isn)nsnmEoncC. 与 前 段 一 样 , 由 此 则 可 得 到 (注意 到 该 段 结果 ) 


Rewn(yo) = an = Repn (70), 
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及 

Impn (yo) = Bn = Impn(zo) (vn € N), 
从 而 , 当 注意 到 前 面 有 关 {pn} 是 全 定 Eo 的 结论 , 立即 导出 yo = zo. 然而 , 由 9 取 
法 显然 可 知 yo = zo #4 5. 矛盾 ! 此 即 验证 了 前 面 所 需 的 第 一 个 不 等 式 . 类 似 的 方 
法 , 我 们 容易 验证 余下 的 另外 三 个 不 等 式 . 因此 , 也 即 导出 了 


Jim f(zn) = f(z0), vf e BE", 


从 而 证 得 了 集 C 的 弱 列 紧 性 . 0D 

注 在 定理 2 中 , 当 五 换 为 一 般 的 局 部 上 西 (拓扑 线性 ) 空间 时 , 从 上 面 的 证 明 
不 难看 出 , 对 于 定理 中 的 五 个 性 质 必 亦 有 关系 式 : (1) 全 (2) 全 (3) (4) 之 (5). 

为 了 得 到 本 节 所 介绍 的 主要 结果 , 下 面 给 出 有 关 在 赋 范 线性 空间 中 的 任意 子 集 
“ 弱 可 数 紧 全 弱 紧 ”的 一 个 结论 , 为 此 , 我 们 必须 用 到 89.5 的 Whitley 结构 (定理 ) 
的 结果 . 当 将 “可 数 紧 ” 的 概念 引入 , 并 注意 定理 2 中 结果 :“ 弱 可 数 紧 今 弱 自 列 
紧 ”. 我 们 对 Whitley 结构 作 以 下 两 个 注 记 : 

注 1 当 C 为 巨 中 一 “相对 弱 可 数 紧 ” 集 时 , C 必 在 C” 中 弱 序 列 稠 . 事实 
上 , 对 任意 zi eE O”, 易 知 ,< J(C) ,由 定理 2 可 知 , 此 时 C 必 为 弱 列 紧 集 . 故 
从 Whitley 结构 可 知 , 存在 {yn} C C, 使 得 加 a E, 且 有 Jz。 = Jo, 由 此 导 


出 Xl1 一 TY0. 
注 2 特别 地 , 当 C 为 “ 弱 可 数 紧 集 “时 , C 必 为 弹 闭 集 . 事实 上 , 从 注 1 的 推 
导 以 及 注意 到 弱 可 数 紧 集 的 定义 , 在 那里 有 yn ee < C, 从 而 知 zi = zo EC. 也 


即 导出 C0” = C. 

利用 Whitley 结构 , 就 得 到 下 面 另 一 重要 结论 : 

定理 3 设 马 为 赋 范 线性 空间 , C 为 马 中 任 一 子 集 , 则 当 CO 是 弱 可 数 紧 集 时 ， 
其 亦 必 是 弱 紧 的 . 

证 明 由 C 弱 可 数 紧 的 假设 , 显然 可 知 : 对 任意 je E*, {f(z): ze C} 均 为 
数 域 中 的 紧 集 , 因此 也 是 有 界 集 , 即 有 


sup |f(z)| <+o0, vf E 五 . 
XE 
因此 , 由 共鸣 定理 可 知 : C 为 中 的 按 范 有 界 集 , 于 是 J(C) 为 E** 内 的 按 范 有 界 


集 . 此 外 , 由 89.5 中 的 定理 (Whitley 结构 ), 从 上 面 注 2 的 论述 可 知 : C 此 时 亦 为 弱 


NO)” = (0), 
总 上 得 知 J(C) 是 一 个 弱 * 闭 的 按 范 有 界 集 
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因此 , 从 $9.2 的 定理 3 (Alaoglu-Bourbaki 定理 ) 及 其 推理 , 知 J(C) 必 为 弱 * 紧 
集 . 由 于 典 则 映射 J 必 为 五 (在 弱 拓 扑 下 ) 到 J(E) (在 弱 * 拓扑 下 ) 的 满 线 性 同 胚 映 
射 . 故 从 上 段 的 等 式 可 知 : 由 .J(C) 在 弱 * 拓扑 下 的 紧 性 , 就 可 得 到 C 在 弱 拓扑 下 的 
紧 性 , 即 导出 C 为 一 个 弱 紧 集 . 品 

综合 上 面 的 定理 1~3, 我 们 立即 就 可 得 到 下 面 有 关 弱 拓扑 下 三 种 紧 性 等 价 的 一 
个 最 重要 的 命题 : 

Eberlein-Smulian 定理 ”在 赋 范 线性 空间 中 , 其 任意 一 个 子 集 的 弱 紧 性 与 弱 
自 列 紧 性 ( 弱 可 数 紧 性 ) 均 是 等 价 的 . 


89.7 用 基 序 列 的 方法 证 明 在 Banach 空间 中 的 
Eberlein-Smulian 定理 


在 89.6 中 , 我 们 证 明了 著名 的 Eberlein-Smulian 定理 , 即 : 在 任 一 赋 范 线性 空 
间 中 , 其 任意 一 个 子 集 的 弱 紧 性 与 弱 自 列 紧 性 是 等 价 的 . 

在 本 节 , 运用 基 序 列 的 方法 , 较 简 洁 地 仅 就 Banach 空间 来 证 明 这 个 著名 的 定 
理 (遗憾 的 是 , 在 下 面 的 证 明 中 , 空间 的 完备 性 不 可 去 掉 ). 为 此 , 我 们 先 引 出 下 面 几 
个 定义 : 

定义 1 设 马 为 Fréchet 空间 . 称 其 内 的 元 列 {ei} 为 基 序 列 , 是 指 : {ei} 构成 
了 闭 线 性 子 空间 Bo = 珊 王 {ei} 的 一 个 基 (Schauder 基 ). 

注 关于 基 (Schauder 基 ) 的 概念 可 参看 81.11. 

定义 2 设 B(E 一 忆 ) 为 赋 准 范 空间 马 到 Bi 内 的 连续 线性 算 子 的 全 体 . 称 
算 子 族 { 人 NM: 入 E A} C B( 一 1) 是 等 度 连续 的 , 是 指 : 对 任意 < > 0, 存在 6 > 0， 
使 得 


sup sup ||T\zl| < <. 
XeA llzll<5 


定义 3 设 马 为 赋 准 范 空间 , {ei} 为 吾 中 一 线性 无 关 元 列 , 若 对 任意 工 = 
D> &iei & 五, 定义 线性 算 子 列 {P} 如 下 : 


Pn 阳 sa = >》 6iei (vn € N), 
记 1 记 1 
则 称 {Pa} 为 {ei} 的 典 则 单 增 投影 列 . 
下 面 给 出 有 关 判 断 基 序列 的 两 个 引 理 : 
引 理 1 (Schauder-Grinblium 定理 ) 设 妃 为 Fréchet 空间 , {ei} 为 五 中 一 
非 零 元 列 , 则 {ei} 构成 基 序列 的 充分 必要 条 件 是 : {ei} 的 典 则 单 增 投影 列 { 甩 } 是 
等 度 连 续 的 . 
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证 明 必要 性 : 首先 令 Bo = 王 纹 {ei;}, 则 由 假设 可 知 , 对 于 任意 的 ze Bo, 必 
有 唯一 表达 式 x = ;21 &iei, 由 此 即 有 


Pi(z) = 》、6ei 一 > 一 oo)， 
1 一 1 


因而 人 i.(z) 刷 是 一 有 界 数列 . 下 面 , 在 Eo 中 重新 定义 一 个 准 范 : 
Dee 


，Vz= Se E Eo. (9.7.1) 


i=1 


lzlli = sup llFn (2)| = sup 
显然 可 知 
zl < llzlli, vz € Eo. (9.7.2) 


其 次 , 再 来 证 明 , 在 新 准 范 |‖ : 上! 下 Eo 亦 为 一 Fréchet 空间 . 事实 上 , 对 此 范 数 
下 的 任 一 Cauchy 列 {zm}, 由 于 


|zms — ZTmlli 一 0 (mi,m2 一 oo)， (9.7.3) 
故 当 设 zm = Ee (Ym EN) 时 , 则 由 式 (9.7.1) 和 (9.7.3), 有 
上 Er2) 一 上 ma))enli < | Po(zms — Tmi)lli + | Prim — Zmi)lli, vn e N. (9.7.4) 


另外 , 注意 式 (9.7.1), 还 有 


| Pno Cz) < sup 人 sa)|- je Dee ， Vno € N, 
因此 , 对 任意 的 n,n e N( 不 妨 令 n < m), 有 
Pool < liPy (DN sl> 6eil =|zlh, vreE. (9.7.5) 
i=1 1 


综合 以 上 (9.7.4), (9.7.5) 和 (9.7.3), 则 可 得 到 : 对 任意 的 ne N, 均 有 
上 (人 — én )enls < Dems — zm 一 0 (mi, m2» 00). 


而 当 注 意 到 准 范 的 性 质 则 知 : 对 任意 me N, {4 } 均 为 Cauchy 数列 . 今 设 : 对 
任意 ne N, 5) 二 £0)(m 一 oo), 则 先 由 式 (9.7.5) 知 : 对 任意 s > 0, 存在 mo e N,， 
当 m2 > m1 > mo 时 , 就 有 


> (El™?) 一 EC))ei 


i=1 


一 | Pn (Tm; 二 Zma)ll 
1 
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由 此 ， 令 m1 一 OO， 则 可 导出 


De 


4 


<e (neN). 
1 


特别 地 , 当 令 zo = 并 2 50e; 时 , 从 上 即 知 : 当 m > mo 时 , 均 有 


> -cp)e 


1 一 | 


|zm — zolli = 


1 
注意 到 zm e (Eo, ji), 且 后 者 为 线性 空间 , 从 上 即 知 : zo € Eo, 且 有 
lIzm — Zolli1 一 0 (m 一 oo). 


从 而 可 知 在 新 准 范 上 外 .1 下 Eo 亦 为 一 Fréchet 空间 , 另 记 其 为 五 . 

最 后 , 注意 到 恒 等 算 子 I: Bl1 一 Eo, 显然 其 为 从 Fréchet 空间 到 Bo 的 
“1 一 1” 对 应 的 满 线 性 算 子 , 上 且 由 (9.7.2) 还 知 其 是 连续 的 . 故 从 Banach 逆 算 子 定理 
可 知 171 亦 为 连续 算 子 ; 此 外 , 又 由 


IP(DN < zl = 1 (zh Vee Eo (vn N), 
因而 从 7? 的 连续 性 导出 : 对 任意 s > 0, 存在 6 > 0, 当 zl < 5 时 , 就 有 
PCz)l< IE 一 (ol <s (VneN) 


此 即 
sup a | P(z)| < <. (9.7.6) 
从 而 导出 了 {Ps} 是 等 度 连续 的 . 
充分 性 : 首先 证 明 , 在 上 述 Eo 中 的 元 > = 守 刀 :6iei, 其 表示 式 必 是 唯一 的 . 为 此 ， 
先 设 所 有 形 如 沁 疙 ] &iei; 的 Bo 中 元 之 全 体 为 Xo, 则 对 于 任意 元 z = Di biei < Xo， 
由 假设 {ei} | i } 人 故 从 式 (9.7.6) 可 知 : 对 任意 


化 
(总 | ee 


这 样 , 类 似 式 (9.7.1), 同样 可 在 Xo 中 定义 新 准 范 数 “|| 1”, 使 得 Xo 亦 构 成 Fréchet 
空间 . 由 此 , 不 难 导出 {ei} 是 “广义 线性 无 关 ” 的 . 即 有 : 如 果 >j;21 &iei = 0 必 有 


sup ||Pn (2))| < sup kz 
nN Nn 
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和 =0 (VieN). (事实 上 , 若 有 7z= i21&iei = 0, 则 由 新 范 数 ||zlli 的 定义 及 其 满 
足 三 角 不 等 式 可 知 


||énenll1 < PB, (x) 十 Ps-1i(z)| < 2||zlli =0 (vn N), 


因而 , 由 准 范 性 质 知 6 = 0 (Yn € N)), 也 即 Xo 中 元 的 表示 式 均 是 唯一 的 . 为 证 明 
{ei} 构成 Xo 的 一 个 基 , 下 面 仅 需 证 明 : 上 述 Xo 是 一 个 闭 线 性 子 空间 . 事实 上 , 设 
元 列 {zm} 如 下 : 


zm= > ee (VmeN). 


i=1 
并 设 
Zm 一 Z0 (7m 一 00). (9.7.7) 
由 Eo 的 定义 显然 可 知 zo € Eo, 且 此 时 {zm} 为 Xo 中 的 一 个 Cauchy 列 (在 
EB 原 准 范 数 下 ), 注意 到 假设 , 由 式 (9.7.6) 及 (9.7.1) 有 


zl = 0 lzlh = 0, vz € Xo S Ei, 


故 知 {zm} 亦 为 Xo 中 在 新 准 范 数 “| : 1” 下 的 Cauchy 列 . 且 从 Xo 在 “| ”下 
的 完备 性 还 知 ， 必 存 在 一 Z0 < Xo， 使 得 


lzm -zol 一 0 (nm 一 oo)， 
从 而 得 到 
zm 一 zol 一 0 (m=»— 0%0). 


再 由 极限 的 唯一 性 立即 导出 : zo = xz6 € Xo. 由 此 证 得 {es} 构成 一 基 序 列 . 口 
由 上 3 引 理 不 难 导 出 下 面 引 理 : 
引 理 2 (Hrkompcra 放 定理 ) 设 马 为 Banach 空间 , {ei} 为 瑟 中 一 非 零 元 列 , 则 
{ei} 为 基 序列 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 KK > 0, 使 得 
nm 十 ms 


2 80 >》， es 
?一 1 4 一 1 
证 明 ”必要 性 : 由 引 理 1 证 明 的 开始 可 知 : 对 任意 z € Eo, {i|Pa(z) 川 均 为 有 


界 数列 . 注意 到 Eo 是 Banach 空间 EB 的 闭 线性 子 空间 , 故 由 “共鸣 定理 ”立即 得 
到 : K = supn 上 || < +oo, 因而 导出 


也 也 十 9 
> Eiei PP, (> sa 


<K ， V& ER,1 <i<n+m;n,meN. 


n+m 


3 


i=1 


<K 


》 
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VvVéi: EK,1 <i<n+ti+m;, Vn,meN. 


充分 性 : 由 设 可 知 , 对 任意 的 z = 盖 这 1 人 iei 均 有 
Co +m 
F, > sa 
1 一 1 


>》， ies 
i=1 
特别 地 , 取 m 一 oo, 则 有 
IPa(D)N < Kllzll, Vre E (VneN). 


也 即 {P} 为 等 度 连 续 的 , 从 而 由 引 理 1 直接 导出 {ei} 为 基 序 列 . 品 
引 理 3 ( Bessaga-Pelczyniski 选择 原理 ) 设 瑟 为 Banach 空间 , {zn} 为 也 
的 单位 ( 原 心 ) 球面 5S1() 上 的 一 列 元 , 若 Zn 二 则 {zn} 存在 一 子 列 为 基 序列 ， 


证 明 取 {enjn>o 为 (0,1) 中 的 数列 , 且 满 足 


<K ,Vn,m €N. 


[[( -en)>1-eo>0. (9.7.8) 
也 一 1 
下 面 , 我 们 用 归纳 法 来 选取 {zn} 的 子 列 (作为 基 序 列 ). 先 任 取 {zn} 中 一 元 为 
zm. 然后 , 若 设 zn, Tns，… ,Znm 已 选 好 (ni < na <… < nx), 则 令 上 维 线性 子 空 
间 Ya 为 
Yk) = span{fZni Zn , Tnx} 

并 从 81.5 可 知 , 其 单位 ( 原 心 ) 球面 Sr) 是 紧 的 , 故 S(y,,) 上 存在 有 限 “ 竺 网 ”: 21， 
Zz2，,… ,Zm. 由 Hahn-Banach 定理 存在 z*, 双 ,… ,z* E S1(B*), 使 得 


zt (zi)=1 (i=1,2,...,m). (9.7.9) 
此 外 , 当 注 意 到 {zn} 弱 收 敛 于 0 的 假设 , 则 可 找到 一 元 zn。j1 (nk+1 > nk), 使 得 
[2 (Zn)| < 二 (i = 1,2,... ,m). (9.7.10) 
下 面 证 明 : 
y+ Mznenll > (1 -er)lyll, vye Se) NEK. (9.7.11) 


事实 上 , 可 分 两 步 来 证 明 : (1) 当 | 和 | < 2 时 , 取 一 个 zi(1 < i < m), 使 得 
ly 一 有 | < 符 , 从 而 由 式 (9.7.9) 和 (9.7.10), 有 
ly + Azneni > 12 (y+ ATner)| 
>| 受 (zz) 一 | 用 (一 2)| 一 | 宫 (Nzngri)| 
>1—|y— zi — 2|2 (zn) 


Ek 268 
之 1 一 一 一 一 二 (1 一 . 
1 一 和 -一 (1 一 en)llyl 
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(2) 当 |A| > 2 时 , 则 从 元 y 及 znk+: 的 范 数 均 为 1, 直接 可 得 
ly 二 Xzncn ll > [ANlznenll — llyll = 2 -12 (1 -er)lyl. 


由 此 两 步 , 我 们 得 到 了 式 (9.7.11). 此 外 , 值得 注意 的 是 : 上 面 的 关系 式 (9.7.11) 当 
然 对 任意 的 ye Yix) 也 是 正确 的 (只 要 用 |lyl| 除 以 两 边 则 知 ). 

最 后 证 明 , 上 面 选 出 的 子 列 {zn} 即 为 一 个 基 序 列 . 事实 上 , 对 任意 一 个 数列 
{$i} C KK 及 k,m € N, 当 连 续 使 用 式 (9.7.11), 并 注意 到 式 (9.7.8), 就 可 得 到 


m+k 7 十 太一 工 
>》 ， EiTns = > 上 Zn 十 EmTRZnmA 
1 一 1 4 一 1 


m+k—1 


>》 EiTn; 
2 一 1 


之 (1 Em+k-1) 


m+k—2 


2 EiTns 


> (1—éem+k-1)(l — em+k-2) 


3 EiTns; 


、"T 1 


> TI (1 — ei) 


i=m 
>TJa Ei) Ss 
i=1 “一 1 


> (1— eo) i : 
i=1 
也 即 导 出 
m+k 
Zn | < I | 2 se" , VE EK,1 <i< m+k;(vVm,k ee N). 
由 此 , 从 上 面 引 理 2 即 知 {zn,} 必 为 五 中 的 基 序列 . 品 


作为 引 理 3 的 深化 , 我 们 有 

引 理 4 设 马 为 Banach 空间 , M 为 百 中 的 有 界 子 集 , 则 如 果 BE J(M) 
满足 条 件 

上 天 一 JJ 50>0, vyeMm, 

则 必 存 在 一 元 列 {yn} CM 和 开刀 ,使 得 

1) limn ,oo 28 (Yn) = B(z8) > 下. 

2) {J(yn) 一 再 } 为 B** 中 的 一 个 基 序列 . 

3) 如 更 关 0, 则 更 尖 噩 56{.J(yn) — B}. 


证 明 首先 , 同样 选 一 正 数列 {en}n>o ES (0,1), 使 得 式 (9.7.8) 成 立 , 即 


ITa 一 sn)>1 一 so>0 (9.7.12) 
n=1 
然后 , 取 一 元 世 e B*, 使 得 
B (zt) > (9.7.13) 
注意 到 B € J(M)” 的 假设 , 从 弱 * a 存在 妨 & M, 使 得 
[zt (2) — (ze)| = Ion) ~ Bz)| < 1. (9.7.14) 


今 

X01) = span{J (yi) — ®}, 
则 其 显然 为 B* 中 的 一 维 线性 子 空间 . 故 其 单位 ( 原 心 ) 球面 5(X(1)) 必 是 紧 集 , 因 
而 它 存 在 有 限 WY 网 ” 为 : e1”, 人 ,Em(1): 由 范 数 的 定义 可 知 : 存在 Z1， 人 Tm(1) E 
S(E*), 使 得 


ex*(z*)| > 1— 过 (1 <igm(1)). (9.7.15) 
再 次 注意 到 B & J(M)” 的 假设 , 类 似 前 面 可 知 : 存在 yz e M, 使 得 
zs (ya) — Bz) = |[7() -到 (cl < 3 (9.7.16) 


0 
zy (y2) — B(z)| = |[J(y2) — BI(z*)| < 一 一 ~ 


下 面 , 将 要 证 明 关系 式 (类 似 引 理 3 的 式 | 
le™ + A(J(y2) — )| > (1 — elle™l, ve** € S(Xa)), MEK. (9.7.18) 


事实 上 , 类 似 引 理 3 的 相应 证 明 , 我 们 分 为 两 步 来 验证 之 : (1) 当 | 和 | < 部 时 , 对 任 
意 e* e S(XX(1)), 由 网 的 性 质 , 可 取 一 个 ex*( 其 中 1 < i < m(1)), 使 得 


le -ee < (9.7.19) 


(1 <i<m(1)). (9.7.17) 


由 此 , 从 式 (9.7.15)、(9.7.17)、(9.7.19), 则 可 得 到 
le** + A(J(y2) — B)z |e™ + A(J(y2) — B®)](z?)| 
>|er* (zi)| — |A[J(y2) — £)](z})| — lle** — ei*| 
> ( _ ) _ 2 6&1 


>(1— ey)lle™. 
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(2) 当 IA| > 名 时 , 注意 到 本 引 理 的 假设 , 我 们 亦 有 
ew tA) — D> E12) = Bl le™| 
> 元 和 一 1> (ele"™l, 
0 


此 即 证 得 了 式 (9.7.18). 
然后 , 类 似 地 令 
KX) = span{J(y1) — ®, J(y2) 一 再 }， 
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则 其 显然 为 B™ 中 的 二 维 线性 子 空间 . 故 类 似 可 知 5(X2)) 存在 的 有 限 “ 持 网 ”为 


dl drm(2) 及 相应 2 ,Zim(2) E S(E*), 使 得 
ar*(z*)| > 1— 宇 (1 < i < m(2)). 
同样 由 更 < 7(M)”, 可 知 存在 ys < M, 使 得 
1 
is) -sc < 3 
六 Toe 
(2 (y3) —B(2)| < 一 一 


这 样 , 类 似 可 以 导出 关系 式 


(1 < i< m(2)). 


le + A(J(ys) 一 本 | > (1—e2)le™l, ve eX(», 和 EK. 


如 此 做 下 去 , 我 们 便 可 得 到 一 元 列 {ys} C M, 使 其 满足 
zs (gn) — Bb)| < = (Yn € N), 


及 


|e* + A(J(yn41) 一 更 > (1 — en)le**l, Ve” € Xo,), ME K, (vn N), 


其 中 
Xn) = span{ J (1) — B, Ty2) — B,J (Yn) — B}. 


(9.7.20) 


(9.7.21) 


(9.7.22) 


(9.7.23) 


(9.7.24) 


这 样 , 从 式 (9.7.23) 和 (9.7.13), 我 们 就 容易 导出 本 引 理 的 结论 1), 并 且 类 似 引 理 3 


证 明 的 最 后 部 分 , 由 式 (9.7.24) 有 
m+k 


2 én(J (yn) 一 再 )| > Ia 一 en) 


外- én(J(yn) — E) 
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> (1 一 6o) 


> én(J (yn) — E) 
n=1 


VvVéi: EK,1 <i<m+k; (vm,k €N). 


) 


故 同样 从 引 理 2 立即 可 知 {J(yn) 一 更 } 必 为 五” 中 的 基 序 列 , 即 导出 了 本 引 理 的 结 
论 2). 
最 后 , 让 我 们 来 导出 本 引 理 的 结论 3). 首先 , 注意 到 : 对 任意 的 


TE 门 span{J (yk+n) — Bhn, 
k=0 


由 于 {J(yn) 一 畦 } 为 基 序 列 , 故 从 


T= én(J yn) — B) = YMm(I yn) — B) = hn(Jyn) — ®) = 
n=1 n=2 n=3 
立即 可 以 导出 
如 三 0 (vn € N), 


也 即 有 xz* = 0. 由 此 即 有 


NN) shan{T yern) — B}n = {0}. 
k=0 


当 设 更 夭 0 时 , 则 有 


DF (1 SPpan{J (yk+n) ~— Bhn, 
k=0 


从 而 , 存在 非 负 整数 ko, 使 得 
B ¢ han{J (yrorn) 一 再 }，. 


这 样 , 当 取 元 列 为 子 列 {yn}w>ko+1 时 , 其 即 为 所 求 之 元 列 . 口 
下 面 给 出 本 节 所 需 的 重要 定理 : 
Eberlein-Smulian 定理 设 马 为 Banach 空间 , M 为 媚 中 的 “有 界 ” 子 集 ， 
则 下 面 四 个 结论 是 等 价 的 : 
1) 7” 非 “ 弱 紧 ” 集 . 
2) M 中 存在 一 基 序 列 {yn}, 使 得 对 某 zz E EE*, 有 


lim inf x¢ (yn) > 0. 
也 一 OO 
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3) M 中 存在 一 可 数 集 C, 其 在 妃 中 无 弱 极 限 点 . 

4) M” 非 “ 弱 自 列 紧 ” 集 . 

证 明 (Pelczyiiski 方法 ) 1) 全 2): 首先 , 注意 到 Alaoglu 定理 , 由 M 有 界 可 知 
J(M)” 是 弱 * 紧 的 ; 而 从 假设 显然 可 知 J(M”) 必 不 是 弱 * 紧 的 , 从 而 知 J(M)” 关 
J(M"). 故 在 E** 中 必 存 在 一 元 

zi € JM) \J(M”) c E*\I(E). 


(这 里 , 注意 zy* 4 J(B) 是 明显 的 . 否则 , 当 zi = J(zo0) 时 , 由 ze€ JJ 则 知 
zo € M" ,由 此 导出 z** = J(zo) e J(M ") 忒 盾 !) 
注意 到 为 Banach 空间 , 从 上 可 知 J(E) 必 为 B* 中 一 个 闭 的 真 线性 子 空间 , 从 
而 有 

d(zxr, J(M)) > dtzi*,J( 盏 ) > 0. (9.7.25) 


这 样 , 直接 从 引 理 4 的 结果 可 知 : 存在 一 元 列 {yn} C M 及 嘻 e 玖 * 使 得 

(1) limn oo 2Z6(yn) = 26* (26) > 二 

(i) {J(yn) 一 zy} 为 B* 中 的 一 个 基 序列 . 

(ii) z 节 天 且 55fJ(on) 一 xY} (注意 : 由 x J(B) 故 z 太 关 0). 

令 线 性 子 空间 

X = han{{J(yn)}, zi， 
由 式 (9.7.25) 以 及 (ii) 可 知 
ze” ¢ span{J(yn)} 有 ro” ¢ pan{ J (yn) — 76°}. 

由 于 闭 线性 子 空间 可 am{J(yn)} 与 古本 {J(yn) 一 6*} 在 Banach 空间 艾 中 的 “ 余 维 
数 ” 均 为 1, 故 类 似 89.3 中 定理 2 前 的 引 理 , 可 得 到 从 区 到 其 一 维 子 空间 span{zx8*} 
上 的 投影 算 子 T, 且 其 以 而 而 {J(yn)} 为 “ 零 空间 ”. 注意 到 当 XX 到 其 有 限 维 子 空 
间 的 的 投影 为 工时 , 则 I 一 工 为 的 “ 零 空 间 ” 上 的 投影 , 故 当 令 已 了 -全 时, 我 
们 得 到 了 一 个 从 鞍 到 王 王 {J(yn)} 的 投影 算 子 P, 使 得 其 “ 零 空 间 ” 为 span{z#*}. 
同样 , 我 们 可 以 得 到 一 个 从 区 到 机 afJ(yn) 一 zi)} 的 投影 算 子 @, 使 得 其 “ 零 空 
间 ” 亦 为 span{fz##}. 于 是 , 我 们 找到 了 两 个 从 区 到 蔷 中 的 有 界线 性 算 子 P 和 Q@， 
使 得 


P(%) = han{J(yn)}, Q(F) = 5pan{J(yn) 一 zt 


而 且 满 足 条 件 
P(g = 0 ) =0; (9.7.26) 


并 且 , 对 任意 y* € 区 ,存在 61,é2 e 区 , 使 得 


yy — PY)=&70, YY — Q(Y) = 和 oz0 (9.7.27) 


人 


因此 , 如 果 w* € 5pan{J(yn) 一 2Zt#} 从 式 (9.7.27) 和 (9.7.26), 则 有 


ut 一 Qu = Q[P(ur) + 和 zi] = QP(ur); (9.7.28) 
如 果 v** e 55a5afJ(yn)]}, 同样 从 式 (9.7.27) 和 (9.7.26) 有 
ut* = Plv**) = PIQ(or 二 名 zt] = PQ(or)， (9.7.29) 


由 (9.7.28) 和 (9.7.29) 两 式 , 我 们 立即 可 知 : P 为 将 Banach 空间 5pan{J (yn) 一 20*} 
映射 到 Banach 空间 亚 疆 {J(yn)} 的 “1-1” 对 应 和 “ 满 ” 的 有 界线 性 算 子 , 因而 由 
Banach 逆 算 子 定 理 立 即 可 知 , 这 两 个 空间 是 线性 同 胚 的 , 从 而 注意 到 前 面 (i 的 结 
果 , 则 知 P 把 基 序 列 {J(yn) 一 x 六 *} 变 为 基 序列 (注意 p 为 到 亚 玉 {J(yn)} 的 投影 ) 


{P(J(yn) 一 20 计 ={PCGn)) = {7 (yn)}, 


因此 {ys} 必 为 刀 的 一 个 基 序列 ; 且 从 前 面 结果 (i) 立即 导出 定理 的 结果 3) 
2) 僵 3): 设 {yn} C M 为 基 序 列 , 且 存 在 x € EB* 使 得 


lim zo(yn) > 0. 
人 一 OO 


取 M 中 可 数 集 为 C = {yn}. 注意 到 {yn} 是 基 序列 , 故 知 当 其 有 一 弱 极 限 点 yo 时 ， 
由 Ascoli-Mazur 定理 , 必 有 


yo E 人 span{yk+n: n € N}, 
k=0 
而 当 回忆 到 引 理 4 中 结论 3) 证 明 的 开始 , 立即 类 似 可 得 yo = 0. 而 此 显然 与 开始 关 
系 式 矛盾 . 由 此 导出 了 结论 3). 

3) 全 1),4): 这 是 较 明显 的 . 

4) 全 3): 反之 , 若 设 1 ”为 非 “ 弱 自 列 紧 ” 集 , 但 3) 不 成 立 , 则 存在 一 元 列 
{yn} S M, 使 得 其 在 EB 中 无 弱 收敛 的 子 列 , 但 是 其 有 弱 极 限 点 yo. 由 此 可 知 , 存在 
no E N, 使 得 

Af | 一 zol > 0; 


(和 否则 由 存在 收敛 系列 则 导出 存在 弱 收 敛 子 列 ) 且 当 令 Mo = {yn: n > no} 时 , 还 有 
yo € Mo . 这 样 , 直接 从 引 理 4 可 知 存在 子 列 {yn。}C {yn}, 使 得 {yn 一 yo} 为 一 
基 序 列 . 注意 到 现 设 3) 不 成 立 , 故 对 {yn。} S M 而 言 , 其 在 五 中 亦 具 有 弱 极限 点 ， 
从 而 {yn 一 yo} 在 五 中 也 具有 弱 极 限 点 . 但 从 2) = 3) 的 证 明 中 可 知 , 基 序列 只 能 
以 零 元 为 弱 极 限 点 , 由 此 导出 


yn. — Yo (Ek — 00). 


( 弱 ) 
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而 此 显然 与 {yn} 前 面 取 法 矛盾 . 由 此 定理 得 证 . 口 
注意 到 上 面 定 理 要 求 集合 是 “有 界 ” 的 , 而 当 结合 数 域 中 的 紧 集 与 列 紧 集 都 是 
有 界 集 的 性 质 , 由 “共鸣 定理 ”, 从 上 面 定理 就 可 直接 得 到 下 面 十 分 实用 的 推理 : 
推理 ”在 Banach 空间 中 , 任意 一 个 集 的 弱 紧 性 与 弱 自 列 紧 性 是 等 价 的 . 
注 而 从 89.6 显然 还 知 , 事实 上 , 上 推理 中 赋 范 空间 的 完备 性 是 可 以 取消 的 ， 
但 必须 用 另外 的 证 明 方法 来 验 明 . 
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9.1 设 互 为 线性 空间 , EB# 为 媚 上 线性 泛 函 之 全 体 . 更 = {px: 入 EA} 为 E# 的 子 集 , 其 
是 “全 定 ”B 的 . 试 证 明 : 

1) 在 亚 所 产生 的 拓扑 Ww( 轧 , 亚 ) 下 , 忆 构成 一 个 满足 To 公理 的 局 部 西 空间 ， 

2) 对 任意 的 p、 E 亚 , 其 必 为 妃 在 拓扑 ww( 忆 , 亚 ) 下 的 连续 线性 泛 函 . 

3) 拓扑 w(, 亚 ) 是 使 更 的 所 有 渤 函 均 连 续 的 媚 上 之 最 弱 拓 扑 . 
9.2 {er} 为 吾 上 的 一 可 数 基 , {fk} G EB* 为 与 {ek} 对 应 的 双 正 交 组 , 证 明 : {fi} 构成 EE* 
的 一 可 数 基 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 f E EB*，5 ?1 f(exr)f 均 收敛 . 
9.3 设 妃 为 由 拟 范 数 族 下 = {pa: 入 E Al 所 确定 的 局 部 西 空间 . 斌 证明: 

1) 忆 上 线性 泛 函 了 连续 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 有 限 个 拟 范 数 Pi …… ,px E 里 及 
常数 a, 使 得 


|f(z)| < oe pa (x), vr E 五. 


2) 集 M C EE 有 界 的 充分 作 要 条 件 是 


sup PA(Z) < 二 oo， vps € GB. 
EM 


3) 集 M C 马 完 全 有 界 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 p、E 亚 ,e > 0, 存在 4 的 有 限 子 
集 ho, 使 得 对 任意 ZE 4, 存在 ro € ho, 有 pa(X 一 xX0) < e( 此 性 质 称 为 A 具有 “有 限 的 
(e, pA) 网 ”). 
9.4 设 孔 为 线性 空间 , 下 = {pa: aEA} 和 亚 = {86: BeB 为 已 上 的 两 族 拟 范 数 ， 则 
GB 所 确定 的 拓扑 弱 于 更 所 确定 的 拓扑 之 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 ae A, 存在 5 > 0 及 
Bi1,… ,Bn € B, 使 得 
Palz) < 6 max, $er (7), Vr EE. 


9.5 ” 试 证 明 ; 由 泛 函 列 {fn} C B* 所 产生 的 弱 拓 扑 w(B, {fn}) 是 可 赋 准 范 的 . 


9.6 设 忆 为 具有 To 公理 的 局 部 凸 空间 ，M 为 妃 中 一 个 子 集 , 则 M 为 弱 完 全 有 界 的 充分 
必要 条 件 是 M 为 弱 有 界 的 . 


1.1 1) 由 站 的 凸 性 , 有 2a#zm < V, 从 而 由 


d< Tn 十 Tm < |zxll 二 |z|| 
2 2 
可 以 导出 结论 . 
2) 注意 
Tn 十 Tm = za||zm + ||zml|zn . ||znl| + ||zml| 
2 za|| + em | 2(||znl| : ||zm ll) 
||zxnl| + lzm 


>4d5( — 1(n,m 一 oo). 


||znll :llem ll) 


3) 当 d = 0 时 , 结论 成 立 的 例 : 在 及 中 设 WV = (0,1). 结论 不 成 立 的 例 : 在 到 
中 取 到 = (1,2), 则 由 zn = 乱世 (mn = 1,2,…), 可 得 结论 . 

1.3 例如 , 可 取 (2) 中 的 标准 基 {en} 构成 的 点 列 . 

1.4 从 Riesz 引 理 的 证 明 中 可 见 : 存在 {z0}, 使 得 


1 > |lznl|=|lzn — | 


2 |z2 —yl| > en 一 1(n 一 00). 


由 {zn} 的 列 紧 性 可 导出 结论 . 

1.5 首先 注意 到 在 “线性 同 构 ”下 , 基底 仍 对 应 基底 , 由 此 不 难 从 81.5 中 引 理 
1 通过 坐标 收敛 的 关系 导出 结论 . 

1.6 如 果 所 是 列 紧 集 , 则 由 归纳 法 可 以 证 得 : 对 任意 > 0(n = 1,2,…),F 
必 存 在 有 限 元 组 成 的 “去 网 ”Mn, 于 是 可 列 集 M = Url Mn 稠 于 F. 这 样 一 来 , 对 
于 的 任意 开 覆 盖 {G,: i,€ 中 ,以 M 中 的 元 为 中 心 , 以 有 理 数 为 半径 的 一 列 含 在 
某 个 G。 中 的 开 球 仍 覆盖 F， 由 此 可 得 FF 的 可 数 子 履 盖 {Gn} C {Gs: ee 站. 反 
之 , 震 此 可 列子 覆盖 中 不 存在 有 限 子 覆 盖 , 则 可 取 到 点 zn e F \Uk-1Gx(n € N). 
由 五 自 列 紧 的 假设 可 知 ，{zn} 中 含有 收敛 子 列 {xn} C {zn} 及 zo € 已 使 得 
Zn 一 Zo(k 一 00), 但 此 zo 必然 要 属于 某 个 Gno, 由 此 可 得 出 矛盾 . 反 过 来 , 如 果 
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下 是 紧 集 , 若 设 无 穷 点 列 {zn} CF 无 收敛 于 下 中 元 的 子 列 , 则 对 任意 ze 存在 
Jo > 0, 使 得 开 球 O(z, fc) 内 除 z 外 无 {zn} 的 其 他 的 点 . 这 样 , 由 下 的 紧 性 , 必 可 
从 互 的 开 履 盖 {O(z, jc): ze 大] 中 选 出 有 限 子 覆盖 , 由 此 可 导出 矛盾 . 

1.7 设 /是 已 上 的 连续 函数 , 其 开 覆 盖 {z e F， f(z) < nj}nen 必 存 在 有 限 子 
覆盖 , 由 此 可 知 f 有 上 界 . 故 其 必 有 上 确 界 , 设 其 上 确 界 为 a, 必 存 在 {zn} C 三, 使 
得 f(zn) 一 a (n 一 00). 由 于 下 是 自 列 紧 , 故 {zn} 有 收敛 子 列 收敛 于 某 点 zo E 五 
由 f 连续 可 知 f(zo) = a. 可 知 a 是 f(z) 的 最 大 值 . 同样 f 也 有 最 小 值 . 

1.8 不 妨 设 0<a = Vrai max |z()|. 对 任意 a >e>0, 令 0={te 


Q， |z(D)| > a 一 6}, 可 知 
oo) > (人 Pa > -aa 


令 < 充分 小 , 再 令 p 一 oo, 注意 到 s 的 任意 性 , 便 得 所 需 结果 . 

1.9 注意 到 复 变 函数 论 的 一 个 基本 定理 : 解析 函数 列 的 一 致 收敛 极限 仍 是 解 
析 函 数 . 

1.10 由 各 阶 导 函 数 的 Cauchy 列 各 收敛 于 一 连续 函数 ; 由 一 致 收敛 的 性 质 , 在 
积分 号 下 取 极 限 得 知 , 上 面 所 得 的 各 连续 函数 乃 是 同一 函数 之 各 阶 导 函 数 . 最 后 从 
Cauchy 列 的 不 等 式 中 对 一 序列 取 极 限 则 得 结果 . 

1.11 、 由 一 致 收敛 易 得 一 连续 函数 zo(). 再 由 Cauchy 列 假设 还 有 


|zo(b| < Jznod) — ToD + Ino D| < e+ |zno(d)), 


从 而 容易 验证 zo(t) 一 0(t 一 00), 即 zo(t) € Co( 一 00, 十 00). 

1.12 注意 yr = jp_i Yk 是 瑟 的 一 Cauchy 列 . 

1.13 ”由 于 直径 所 组 成 的 数列 {diam(On)} 是 不 增 有 下 界 的 , 故 存在 do > 0, 使 
得 diam(On) 4 do(n 一 oo). 取 一 球 On, 使 得 diam(O。) < 53do, 当 令 Oo 与 Ono 同 
心 , 并 以 备 为 直径 的 蒜 时 , 在 On。 内 任意 不 包含 Oo 的 球 的 直径 必 不 大 于 $do. 

1.14 可 取 各 球 心 组 成 元 列 {zn}, 并 且 注 意 : ||zn 一 Xm||<|diam(On) 一 diam(Om)j| 
一 0(n,m 一 oo) 以 及 空间 的 完备 性 . 

1.15 反例 如 下 : 在 C[0,1] 中 取 函 数列 {zn}, 使 得 


1 
zn(t) = te 1 


二 ， 当 <t<1IH (neN). 
nN 


作 集 列 {Vn} e Cl[0, 1], 使 得 
WV = {z(t) € Cl0,1]: 0 < z(t) < zn(t)(t € [0,1));7z(0) =0,7(1)=1} (vn N). 
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Wh={(éx): t=0(l<k<n), Og<ét 1k>n), dim é& = 1} (vn E N). 


(* 其 实在 非 “ 自 反 ” 空 间 中 均 能 举 出 反例 来 : 可 以 利用 James 定理 , 设 fo 是 非 
“ 自 反 ” Banach 空间 中 不 能 达 范 的 连续 线性 泛 函 , 令 Va = {x € Bi(E): fo(7z) > 
1 一直 则 WV 即 为 所 求 . ) 

1.16 是 可 分 的 . 事实 上 , 从 CI-m,+m] 可 分 , 设 空间 的 可 数 稠 集 为 Qn, (n = 
1,2,…). 将 Qn 中 的 函数 z(t) 连续 延 拓 , 使 之 成 为 Co( 一 00, +oo) 中 的 函数 zo(t), 且 


[zo(t)| < max{z(—n), z(n)}, Vte (—o0,+o0) \[—n,nl. 


这 样 得 到 的 函数 zo(t) 的 全 体 记 为 Qn, (n = 1,2,…). 令 2 = Uk=1 Qn, 则 知 : 9 可 
数 且 在 Co( 一 00, +oo) 中 称 . 

1.17 不 可 分 , 用 归 廖 法 验证 . 反之 若 Cs[0, co) 可 分 , 设 函 数列 {zn(t)} CC6l0, co) 
稠 于 Cb[0, co), 则 取 一 函数 yo(t) € Cs[0, oo0) 使 之 满足 

(i) 对 于 n= 0,1,2,…, (a) 当 zn(n) = 0 时 , 令 yo(n) =1,(b) 当 zn(n) 冯 0 时, 
令 yo(n) = 一 请 避让， 


(ii) 在 [0, co) 的 其 他 部 分 (线性 连接 ) 
yolt} = (ntjyon —1)+((t -nt+1)y(n), vtelno-1,n),neN, 
可 知 
lyo ~— znll= sup |yo(t) — zn(t)| ¥ jyo(n) — zn(n)| >1, 
0&t<o0 
对 7 一 1, 2, es? 成 立 . 此 与 函数 列 {zn(t)} C Cl0, oo) 稠 于 Cl0, oo) 矛盾 . 
另外 一 种 证 法 : 令 {zs} C Cs[0, oo)] 为 一 族 这 样 元 的 组 合 , 每 个 zs(t) 在 t=n 


上 仅 取 1 或 者 0 (vn e N). 从 实 变 可 知 , 此 集合 势 为 2” 的 势 , 不 可 列 ! 并 且 对 于 其 
任意 两 个 不 同 元 rs 与 rs， 显然 


||zs 一 Zez|| 这 1， Vsi #52. 


由 此 可 知 : {zs} 是 不 可 分 的 , 从 而 Cb[0, co) 必 亦 不 可 分 . 
1.18 令 DD = {(&x) € (s): &k 为 有 理 数 , 且 当 k >n 时 ,有 三 0}, 则 DD 为 
的 可 数 子 集 , 且 D 在 (s) 中 稠密 .事实 上 , 对 任意 z = {é&x} € (s),n € RN 
令 y = {fror2… 0 其 中 TH < (1 < k < n), 则 有 yeD 且 
和 z|| = 守 尼 1: 去 王仁 天 乞 二 十 击 . 由 到 的 任意 性 可 知 DD 在 (s) 中 稠密 . 
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1.19 类 似 于 证 明 L? 可 分 的 方法 , 对 任意 z(t) € L?( 一 00, +oo), 先 由 在 有 限 区 
间 [-m +m] 之 外 取 0 值 的 函数 “ 按 范 ” 通 近 , 然后 再 对 后 者 以 连续 函数 来 表 近 , 最 
后 由 连续 函数 在 有 限 区 间 上 的 积分 关于 平移 连续 可 推 得 结果 . 

1.20 其 一 , 类 似 K” 范 数 ||zl| = maxisksn |é&x| 下 完备 的 证 法 ， 其 二 , 类 似 
(lz)(p > 1) 的 证 法 . 

1.21 注意 到 当 p < d 时 , 对 任意 z = {&n} € (1?). 由 于 > >w |énl? < ez(< 1), 


则 有 
2 GD, 多 了 
n>N n>N 
et? 》 | 后 P <er. 
n>N 


而 对 于 任意 z(t) € L2(Q, 8B, 1), 由 


[ rn)= / ln) + 上 (biPaldg 
0 {tEQ: |z(t)|>1} {tEQ: |z(t)|<1} 
< | kOenlad) + uO) < o 

0 


便 可 得 结论 . 

1.22 充分 性 显然 . 在 必要 性 的 证 明 中 , 注意 如 果 |lzl 一 0 之 jzll> 一 0, 则 对 
e 二 1 而 言 , 存在 0 > 0, 当 ||zlh < 6o 时 , 有 ||zll2 < 1. 特别 地 , 对 任意 7x € EB,z 0. 
由 用 和 || < 60, 便 可 导出 


alls < zllelh 
(此 式 当 z = 9 时 , 亦 对 ). 类 似 证 明 不 等 式 的 另 一 端 . 
习 题 二 
2.1 例如 在 复 Cla, 9 空间 中 考虑 算 子 T(z) = z(t),Vx = z(t) € Cla, 4. 
2.2 反之 , 如 果 f(x) 在 zo 点 取 到 “局 部 极 小 ” 值 , 则 存在 闭 球 B(xo, 60), 使 得 
f(z) > f(z0), Vz € B(xo, 60). 
这 样 就 有 
f (mt 到 人 > f(z0), VT EE,7r@#K0. 


即 土 种 f(z) < 0 从 而 f((z) = 0(Yz e 可 . 当 f(z) 取 “ 局 部 极 大 ” 值 时 , 可 以 考虑 
-f(z) 
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2.3 由 k(s,t) 在 闭 区 域 上 的 连续 性 容易 导出 . 

2.4 [T(z)](z) 的 解析 性 可 以 从 其 在 |z| < 1 能 展 成 军 级 数 (Taylor 级 数 ) 而 得 . 
事实 上 , 由 于 > 人 Po(eez)* 一 Te 关于 上 是 一 致 收敛 的 , 因此 , 对 任意 s > 0, 存在 
NeN, 使 得 当 n > NN 时, 有 


J 一 一 一 | <e，Ve [0,27r]. 


于 是 ， 


人 名 27 
人 1 a 一 2 | (etz)*z(t)dt 
< 人 1 一 1 -ee 
故 对 任意 ze L1, 均 有 
二 “ ikt 
[T(z)](z) = 元 2 人 eik z(t) zh, yi < 1. 


至 于 其 作为 从 空间 L! 到 空间 hpo(po < 1) 的 算 子 是 连续 线性 算 子 , 则 只 要 注意 当 
lz|<po<1l1 时 ,由 |1 一 ze*|>1 一 |ze*|>1po, 有 


27 
zld < [ [z(t)lat, 


rol < 1-llll 
最 后 , 当 取 {zxn} = {e”!} 时 , 由 上 面 关 于 等 比 级 数 的 展开 式 以 及 一 致 收敛 的 级 数 可 
以 逐次 积分 , 故 可 以 算出 T(zn) = 0(n = 1,2,…). 因此 , 了 不 是 一 一 对 应 的 , 从 而 
IT: 不 存在 . 

2.5 1) 对 任意 ze 五 , 记 a = pn 则 zz 一 ari € Ny. 2) 2 al21 十 9 一 
a222 十 yz2, 则 由 (aa 一 Q2)zx1 = 位 一 ENf 知 al=a2， 从 而 = 

2.6 “ 僵 ”: 注意 上 面 习题 2.5 的 结果 可 得 : 对 任意 zo 4 NF,， 和 LE Ro E 
Ns = Nys(Yz ee 五 ), 由 此 可 知 


fo(z)fi(x0) = f(z)f2(70), Vr E 三. 


故 当 令 和 = 全 到 时 , 即 得 所 需 结 果 “ 后 ”此 是 显然 的 . 
2.7 “一 ”: 对 任意 Z0 E Hr 一 Hyp,, 容易 证 明 


Hp 一 Xo 二 Ne, Hj, 一 Y0 一 Nj, 
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故 有 Ny, = NP. 由 上 题 的 结果 得 : 存在 入 关 0, 使 得 户 (z) = 和 fo(z) (Yz € ). 将 zo 
代入 上 面 则 得 c1 = Xe“ 后 ”: 此 是 显然 的 . 
2.8 由 


OO 
Ini| < 中 | sup | 全 | (i= 1,2,.…), 
j=1 ' 


以 及 对 任意 ;ie N, 取 元 zi = {sgn aijjj € (m), 则 ||zil| = 1, 且 有 


T(z > mi = > leil. 


j=1 


n n 多 
NE 世 a \ 
2 一 1 ?一 1 j=1 


以 及 对 任意 1 < jn, 取 元 zj = (6i;)i; 则 有 |||T(z))]| = 30;21 1aisl. 
2.10 由 线性 代数 知识 可 知 , 当 了 人 为 自 共 罗 e 型 时 , 其 特征 值 和 (1 < i < nn) 均 为 
实数 , 且 存 在 两 两 直 交 的 由 特征 向 量 构成 的 基底 e1, e2,… ,en. 因而 由 


n nn 
IT(z2)|=|T(2 oiei) >》 Xiaiei 
“一 工 ?一 1 


nN n 
per < max, lh | > os 
i=1 ?一 1 


以 及 当 设 Xi = maxlixisn | 和 i| 时 , 令 zo = eio, 则 有 Tzo = Xioeio. 

2.11 分 三 步 证 明 : (1) 对 任意 ze EE\Bo, 存在 {yn} es Eo, 使 得 yn 一 Zn 一 00)， 
故 可 导出 {To(yn)} 为 Bi 的 Cauchy 列 , 从 而 由 Bi 完备 可 定 元 T(z). (2) 上 面 定 义 是 
一 意 确定 的 , 即 如 果 还 有 {y} C Bo, 使 得 y 一 z(n 一 00),; 则 ||To(yn) 一 To 一 
0(n 一 oo). (3) 工 是 线性 的 , 且 有 | = ||Tol|go. 

2.12 必要 性 是 容易 导出 的 , 我 们 只 要 注意 到 , 如 果 C(Q) 可 分 而 9 不 是 紧 的 ， 
那么 , 存在 eo > 0 及 {an} c 9, 满足 


d(ai;oj) > e0, (i #1; i,j €N). 


类 似 于 习题 一 第 17 题 的 方法 , 可 得 C(O) 中 一 函数 zo(t), 使 其 与 C(Q) 中 的 可 数 笛 
集 {zn(t)} 均 有 ||zo 一 znl| > 1(n e NN). 矛盾 ! 

【 注 *， 此 证 明 对 完备 空间 是 对 的 , 如 果 空 间 不 是 完备 的 , 可 以 使 用 下 面 的 方 
法 : 
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假设 空间 Q 不 是 紧 的 , 其 中 必 有 一 点 列 {tm: m & N} 不 含有 聚 点 . 由 于 C(Q) 
是 可 分 的 , 其 中 必 有 稠密 点 列 {xn} C C(Q). 对 任意 ;ie N, 由 于 女 不 是 {tm: m 关 让 
的 聚 点 , 故 存在 di(i e N), 使 得 


0<d; < min { 3, 2d fm mz 四 } 


取 a; € KK, 使 得 lw 一 zi(ti)| 之 1(Vi ee N). 由 Urysohn 定理 , 可 作 连 续 函 数 y; € C (0)， 
使 得 

yi(ti) = oi; Yilt)=0 (vie {dlt,ti) > di}). 
由 此 可 知 : yi(i e N) 的 支 集 {t: yi(t) 冯 0} 是 互 不 相交 的 . 故 当 令 zo = >i21 Wi 时 ， 
此 级 数 是 逐 点 收敛 的 . 下 面 我 们 来 说 明 zo 连续 . 事实 上 , 对 于 任意 to € go, 注意 {zn} 
没有 聚 点 以 及 di 一 0(i 一 oo), 可 知 : 存在 bo > 0, No € N, 使 得 球 域 


Bl(to, 60)f |\B(ti,di) = 2, Vi> No, 


于 是 当 zo 限制 在 B(to, 650) 上 时 , 有 


N 
rolt) = >》 yi(t), We Blto, do0). 

?一 工 
故 由 有 限 个 连续 函数 的 和 的 连续 性 可 知 zo 在 to 点 连续 , 而 由 to 任意 性 , 则 可 导出 
zo 是 连续 函数 . 最 后 , 显然 有 ||zo 一 zi |ai 一 zi(ti)| 之 1(VieE NN), 与 {zn} 让 中 
笛 矛 盾 ! 】 

充分 性 的 证 明 较为 困难 些 . 由 于 Q 是 紧 距 离 空 间 , 故 存 在 可 数 稠密 子 集 { C 

Q. 再 次 用 到 其 紧 性 , 对 任意 的 ke€ N, 存在 np e N, 使 得 开 球 域 U10O(tn, 计 ) = 


Es 
Ank=0O (m2 )\(Uo(s®)) (1 < n < nx), 


Fee {Sr Vrn € of 
n=1 
(其 中 : xa 表示 和 集 4 的 特征 函数 ), 则 及 是 可 数 集 ， 对 于 任意 y € Fx, 若 集合 
Bam={zeC(O): maxteo |z(t) — y(t)| < 去 } 2, 则 取 5y,m 为 其 一 单 点 子 集 ; 若 
Bym = 2, 则 取 Sy,m = 82. 再 令 9k = UX%_1Uyer, Sym. 显然 , Ge 是 C(O) 中 一 可 
数 集 , 故 9 = Uk19x 是 可 数 集 . 我 们 只 需 说 明 9 在 C(Q) 中 稠密 即 可 . 事实 上 , 对 
于 任意 的 ze C(O), 任意 的 e > 0, 取 mo e N, 使 得 却 5. 由 人 紧 可 知 , x 是 一 臻 
连续 的 , 故 存在 5 > 0, 使 得 当 d(t1,t2) < 5 时 ,有 |z(t1) 一 z(t2)| < 5 取 ioe RN 
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使 得 忘 < 0. 对 任意 1 < n < ngpo, 由 于 4 闫 2, 任 取 如 E hnro, 再 取 有 理 数 
rn € (Z(tn)— wr: T(tn) 十 zo)(l < ng ngo), 并 令 y= a TnX An,ko? 由 上 面 可 知 ， 
VE Fo, 而 且 |z(t) 一 yj < 记 ; 从 而 ZE By,mo, 故 By,mo 取 2. 由 前 面 做 法 , 其 所 
对 应 的 单 点 集 5,mo 中 含有 一 点 zi 可 知 z1E9 且 lz 一 zi< 启 < 

2.13 ”注意 到 对 中 的 任意 有 界 集 M, 对 于 M 中 任意 点 列 {zn}, 如 果 含有 子 
列 {zns}, 使 得 ||zni|| = 0(k es N), 显然 了 (zw) 是 收敛 子 列 ; 否则, 不 妨 设 ||znl| 汉 
0(vn < N). 由 假设 , 此 时 {T(T 侣 站 )} 含有 收敛 子 列 T(TE2J) 一 如 & 了 且 . 容易 知 
道 有 界 数 列 {||znil|} 含有 收敛 子 列 , 当 设 为 其 自身 时 , 那么 , 从 j|zni|| 一 Ao 即 得 
了 (Zn ) 一 No; (k 一 00). 

2.14 f= maxf{lal, IBl}. 

2.15 在 空间 (s) 中 , 显然 有 


Dérexr = 1, Vz = (€1,€2,..*) € (s). 
k=1 


由 其 上 连续 线性 省 函 f 的 连续 性 可 知 : f(z) = >Dk-1éxf (er), 而 且 存 在 6 > 0, 使 得 
f(z)| < 1(v|lzl* < 6). 取 no Ee N, 使 得 才 <5, 则 由 (s) 中 准 范 ||* 的 表达 式 


1 léx _C 
llzll -和 TT VE 2 ht E (s), 


我 们 得 到 ||é&kexj]* < 吉 < 6(Vk > no,&x € 区 ), 从 而 有 
|éxl|f (ex)| = |f(érer)| < 1, (VEk > no,éxr € K). 


故 导出 f(ek) = 0(Vk > no). 因此 , 当 令 fi = f(ek) 时 (Yk € N), 则 有 
f(z) = Si Vz = (6 人) € (8). 

k=1 

此 即 : f 对 应 于 有 限 项 非 零 的 复数 组 (fi, fo, ee 本 Se ). 
2.16 仅 需 注意 : 对 任意 je (Bi x EB2)*, 当 z 仅 在 刀 (i = 1,2) 中 变动 时 (z 

可 视 为 乘积 空间 中 的 元 (z,g) 或 (9,z)), 则 f 可 视 为 驾 (i = 1,2) 中 的 元 上 且 有 
j[(zi,za)] = 户 (z1) 十 户 (za), 从 而 易 得 

上 HI = max{l|fill, ||f2ll}. 


2.17 类 似 2.16 题 可 知 : 对 任意 fe EB*, 当 z 在 了 玖 中 变动 时 , f 便 成 为 B* 中 
的 元 , 记 为 f,, 且 有 表达 式 


f(z)] = 》 f(z,), V(zi) eE. 
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注意 到 当 p > 1 时 ， 
Flr < >》 | 天 (zols > El 


故 知 当 并 ,| < +oo 时 , 由 上 面 表达 式 确定 的 泛 函 f 在 Er 中 , 而 且 | < 
(3,1|f.9)z. 
另 一 方面 , 对 于 任意 有 限 个 指标 w e I(1 < kk < n), 取 元 z0，e 及 使 得 
llz0 =1 且 
f(z0 )| 2 (1 — oNfll (k=1,2,...,n). 


而 在 其 余 个 坐标 上 取 9 元 , 那么 ， 0 


1 


(1—e) Df < FL) < HAIN Nz) = 1 i ， 
天 一 1 大 一 1 


即 (E-as(rz ||f119) < 1. 注意 到 的 任意 性 , 可 知 上 面 f 的 表达 式 中 的 分 
量 泛 也 f, 必 满 足 
(Fr) < | 


由 上 面 两 部 分 则 可 导出 : ||f|| = (3D, ||f.1|9)a. 
2.18 注意 


SF 


| — 73)9](z)|=|9(7n(2)) — g(To(2)))| 
<|lT, — Toll :llgll :llzll, Vz € E,ge Bi. 


2.19 “<”， 是 显然 的 ; “ 僵 ，: 取 基 底 dr(1 <k < n), 设 gs 是 轧 中 的 坐标 
泛 函 , 由 有 限 维 空间 的 特征 , 可 知 


T(z) = > gr(T(7))dk, gk € Ei(l < k <n). 
k=1 
由 此 得 了 T(z) = ki[7*(g9xr)](z)dx. 显然 式 中 T*(gx) € BE*. 
2.20 首先 , 由 D(T) 稠 于 2 知 7T* 存在 . 如 果 g e D(7T*), 则 由 T*(g) = 
(22)* = 2, 必 有 f(z) = [T*(9)](z) =g(T(z)), 即 


十 oo 十 oo 
人 z(t) f(t)dt = 人 tr(t)g(t)dt, vz(t) € D(T). 
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故 当 取 z(t) 为 区 间 [a, s] 上 的 特征 函数 , 并 取 导 数 时 , 可 得 到 
f(s) = sg(s), a.e. s € (—00,+o0). 


也 即 导 出 T*(g) = tg( 引 . 另外 , 显然 有 D(T*) = D(T), 从 而 知 T=T*. 
2.21 类 似 上 面 的 分 析 我 们 可 得 


1 1 1 
上 z(t)f (dt = [ sy/(0)g(t)dt, valt) € D(T). 


特别 地 , 取 空 间 中 一 元 加 人, 使 得 局 yo(t)dt = 0, 并 取 z(t) = zo( = i 有 0 vo(s)ds. 
则 z0(0) = zo(1) = 0, 且 上 式 变 为 


1 1 

| sodat= | yt 

0 0 
再 令 h(t) =ih f(s)ds, 由 
| eo vlna = | rot 0) — zh)R(Ot = F200) ROB =0, 
可 得 记 yo(t)[g(t) - h(t)]at = 0. 最 后 , 由 上 述 yo(t) 的 任意 性 则 可 导出 : g(t) = 
a+i 羽 f(s)ds, 即 T*(g) = tg'(t)(Yg e D(T*)) (形式 上 与 了 相同) 然而 , 注意 到 : 
为 了 g(t) e D(T*) 必须 且 只 须 有 

1 1 
| z(t) g(t)dt = | w(t)g(t)db Vz € D(T), 


从 而 (由 分 部 积分 法 可 得 ) z(1)g(1) - z(0)y(0) = 0. 特别 令 z(t) = at 十 6, 则 可 推出 
9(0) = g(1) = 0, 因而 


D(T*) = {2(#): z(0) = 7(1) = 0,7 € D(T)} § DT). 


2.22 当 令 


时 ， 易 见 limn oo J0 zn(t)dg(t) = J0 yolt)dg(t) (vg(t) € (CI0,1])*). 然而 由 上 面 
yo(t) 天 Cl[0,1], 故 对 任意 z(t) € Cl[0,1], 存在 to 承 天 使 得 z(to) 关 y(to). 特别 


地 , 当 取 
Co 0，0<t<to, 


1, fote1 
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时 , 易 见 fo(t) e (Cl[0,1])*, 且 对 于 {zw} 的 任意 的 子 列 {zw}, 有 
1 1 
上 zs (Efolt) = yolto) # z(t0) = 上 人 
0 0 
2.23 注意 此 处 假设 及 82.5 中 的 引 理 2 
习 题 三 


3.1 任 取 zl e E\ Eo, 先 在 El = span{zl, Eo} 上 定义 泛 函 fi(y + azl) = 
fo(y) +a (Vy € yo, a € 区 ), 再 用 Zorn 引 理 即 可 . 

3.2 “=>”; 取 杞 = Eo, 忆 Bo 为 Bo 上 的 “单位 算 子 ”, 保 范 延 拓 于 加 上 的 算 子 
P 即 为 所 求 . “< ”: ToP 即 To 在 上 的 保 范 延 拓 算 子 . 

3.3 “ 僵 ” : 由 五 自 反 , 存在 自然 映射 了 = J(z) (Vz € 万 ), 使 得 J(E) = EE**. 
对 任意 有 ne EB**, 在 已 中 定义 泛 函 fo(z) = 万 全 (vz e EE). 由 此 不 难 导 出 f0(&) = 
z(fo) (YX € E*), 从 而 得 到 E* 的 自 反 性 .“ 和 后” : 仍 用 自然 映射 J: 一 B*, 仅 需 证 
明 J(E) = E**. 由 Hahn-Banach 定理 可 知 , 此 仅 需 证 明 : 对 任意 fo = J(fo) e BE***， 
如 果 有 fo[J(z)] 三 0 (Vz e EE), 则 有 训 = 0. 为 此 , 注意 到 E* 的 自 反 性 , 则 有 
fo(z) 三 0(Vz EeE B), 故 有 fo=0. 

3.4 当 n 和 m 奇偶 性 相同 时 , 不 妨 假设 n < m, 由 于 EE* C Emt2* CC 
Em™, 因此 , 若 在 “自然 映射 ” 下, 当 Em”* = Em* 时 , 我 们 可 导出 在 “自然 映射 下 ”有 
Em™ 二 Elm+2)*, 即 En* 为 自 反 . 从 而 由 习题 3.3 可 以 导出 马 为 自 反 . 故 矛盾 ! 而 当 
n 和 mm 奇偶 性 不 相同 时 , 我 们 设 m =m 十 2 十 1 若 有 瓦 ("+2k+D* = Em*, 则 由 假设 
有 (在 等 价 意义 下 ) En™* = E(t+2k+1)* Ss E(t+4k+2)* 到 El(n+6kt+3)* 当 n 是 偶数 时 ， 
注意 第 1 项 等 于 第 3 项 ; 当 n 是 奇数 时 , 注意 第 2 项 等 于 第 4 项 , 则 知 上 式 与 上 段 
已 证 “五 的 偶数 次 共 斩 空 间 互 不 等 价 ” 的 结论 矛盾 ! 

3.5 2) 注意 Hahn-Banach 定理 . 

3.6 在 Bo = {zo: &€ € 区 } 上 定义 fo(&xz0) = aotl|zoll. 用 Hahn-Banach 定理 
即 得 结论 . 

3.9 1) 反 之, 如 果 存 在 数 Xo, 使 得 ||Xozi +(1- Xo)zz|| < 1 则 注意 此 点 Xozl 十 
(1- Xo)zz 在 zi 和 zs 连 线 的 外 部 , 从 而 由 中 间 一 点 可 表 为 两 端点 的 凸 组 合 , 易 得 
出 此 中 间 点 (zl 或 z2) 的 范 数 严格 小 于 1 的 结果 . 2) 当 a+B 姑 0 时 , 令 入 =a+A， 
注意 ||azi + 6zal| = | 和 lz1 十 (1 一 人)z2|| 即 可 . 

3.10 1) 注意 本 章 附 录 中 定理 5 证 明 中 的 式 (3.7.4)~(3.7.6) 则 可 得 到 


c(Zl) 一 c(Z1l — nz) ,cc(z1)— ce(z1— m7) 


< 


n m 
; c(Z1 + mz) 一 c(Z1) c(Zl + nz) 一 c(Z1) 
SS mm n 》 
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而 代 zi = zo,z = 时 , 不 难看 出 sot+ruw=cezo) 当 一 0+ 时 , 是 不 增 且 有 下 界 的 ， 
因而 可 得 结论 . 2) 由 凸 性 可 得 

f(s) f(s) < 
<f(r+y)— f(r) (0<A<1). 


由 前 一 不 等 式 可 知 并 叶 潜 -A 对 入 有 下 界 , 由 后 一 不 等 式 可 得 , 对 任意 0<0<1 
有 


(z+ 8) — f(z) 
和 


jz 二 by) = f(r) fr + NW) f(7) 
OA 入 ， 
从 而 知 了 十 和 9 一 9) 当 》 -0+ 时 不 增 , 因而 可 得 结论 
3.11 由 zo e V", 故 存在 球 B(zo,60) CY", 此 io 即 为 所 求 (否则 , 或 有 E 
B(zo0,60) CV°, 或 有 yo € B(zo,60) CT", 矛 盾 ! ). 
3.12 反之 , 存在 一 开 球 B(b,r) C V, 当 设 二 <r 时, 对 任意 zo € S10,1], 令 


nzo(t), el 和 区 “时 
zk(t) = n n 
0， ” 当 t € [0,1] 为 其 他 值 时 (vk e N)， 


则 有 ||zxkl| < 芋 <7. 从 而 知 zk e B(9,7) CV, (k=1,2,…,n) 及 z= i=l EV, 
也 即 导出 凸 集 Y_ 与 全 空间 5[0,1] 重合 , 显然 此 与 V 的 做 法 矛盾 ! 
3.13 ”只 要 由 Ascoli-Mazur 定理 证 明 点 zo 4 covMM 时 必 有 


ro¢ (| {reE: f(r) < sup f(y)}. 
fEB* VEM 

3.15 当 厂 = BE* 时 显然 ; 如 果 三 B*, 则 必 有 jg 大 使 得 djo,F) >0. 由 
分 离 性 定理 及 EE 的 自 反 性 不 难 导出 结论 . 

3.16 例如 三 取 为 [?[a, 可 内 的 多 项 式 的 全 体 . 

3.17 反之 ,车 有 4, 由 正则 闭 可 以 导出 一 元 FE Mo, 但 4 本 , 故 巴 盾 ! 

3.19 注意 本 章 第 6 节 的 引 理 (Helly 定理 ). 

3.20 注意 E* = U71B*(0,n). 

3.21 注意 到 范 数 | 中 的 定义 , 也 可 以 直接 利用 Hahn-Banach 定理 再 注意 到 空 
闻 的 自 反 性 得 到 . 

3.23 注意 一 致 凸 的 定义 , 用 归 廖 法 证 明 . 

3.25 先 考虑 函数 f(A) = llz 一 和 yl 一 (1 一 入 lyl| ( 当 lzl| < llyll 时 ) 或 f(c) = 
ly 一 czl| 一 (1 一 ollzll ( 当 Ilyll < llzll 时 ), 从 而 得 到 提示 的 关系 . 然后 做 : 


To= (7—cy)/(l -ollyll, y= (1— oy/(l— ollyll, 
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由 此 , 利用 上 面 习题 3.23 的 结果 , 对 zo 和 yo 计算 ||zo 一 yol| 与 |lzo 二 加 ||. 
3.27 利用 习题 3.24, 然后 将 


i 
El | 0 
(其 中 上 = 2,… ,mn; y= P-L: zk)“ 通 分 " 后 加 起 来 整理 即 可 
3.28 1) 对 p 用 微分 法 . 
2) 不 妨 设 |m| < |m2l, 用 lma|? 除 两 端 得 形 如 


| 2(1 寺 从 Pe 
的 不 等 式 , 由 1) 只 考虑 6= pe*(0 < p < 1,w = 0) 的 情形 . 做 变换 


1— 


$= 


由 此 , 我 们 只 需 验证 不 等 式 
5G +o) + (pr] (1+o)! >0 


是 否 成 立 . 此 不 等 式 确实 是 成 立 的 . 其 实 , 从 Taylor 展开 式 可 知 , 其 左 端 为 
oo 下 pK?)/ (PY) ] 一 六 


Do (2k—p)/(p—1) 28/p 一 1 pi 


k=1 
其 中 : ck = 20 如 全 (k = 1,2,…). 最 后 , 利用 微分 法 证 得 (1 一 p4)/t (t > 
0,0 < pi <1) 是 t 的 减 函 数 , 从 而 得 出 该 式 大 于 0. 
3) 不 妨 设 0<as 8B, 用 6? 除 不 等 式 两 端 可 得 


2(p+1)? <2 (P+1) (0g<ps1). 


令 有 H(p) = 22-23/p 多 后 ,注意 用 微分 法 验 明 万 (p) 在 p = 1 取 最 小 值 H(1) = 1 
4) 对 于 空间 (4?) 利用 上 面 2) 和 3) 的 两 不 等 式 , 取 极 限 则 得 . 至 于 空间 Zefo,]] 
可 先 由 等 分 [0,1] 做 阶梯 形 函 数 类 似 地 有 上 面 的 不 等 式 , 而 由 此 种 阶梯 形 函 数 稠 于 
LP?[0, 1] 空间 , 且 范 数 连续 , 从 而 可 得 出 所 需 结论 ， 
5) 设 只 =》Xaok+(1-A》Bk (0< 入 <1), 做 


1/s 
J() = (> | , 


利用 Cauchy 不 等 式 证 明 f”() 与 s 一 1 同 号 以 及 凸凹 关系 便 可 得 出 结论 . 
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6) 对 于 空间 ( 包 ), 可 在 上 面 的 5) 中 设 
s=p/g, ox = |ék+ nl Be = |ék — nel®; 
再 利用 2) 的 不 等 式 , 然后 取 极 限 则 得 . 至 于 空间 L?[0, 1] 可 类 似 于 4) 的 做 法 . 
习 题 


4.1 定义 积 空间 El = {y = {y.|4 ET} sup, 上 yj| < o0,y, € Bi ET}. 其 内 范 
数 为 yl = sup, yl, 则 Bl 亦 为 Banach 空间 . 再 定义 从 五 中 第 二 纲 线性 子 空间 
D(T) 到 Banach 空间 轧 内 的 线性 算 子 T: z 一 > {T(z): ee 刀 ，YzeDOT). 可 验 
证 了 为 闭 算 子 . 最 后 , 由 闭 图 像 定理 不 难 导出 结论 . 

42 作 积 空间 x Eo, 定义 算 子 工 : 


(zl Z2) — T1 十 To2，VIZ1 € bi,72 € Ey. 


易 验 证 了 为 人 Ei x Ez 到 玉 上 的 一 一 对 应 的 有 界线 性 算 子 , 因此 , 由 Banach 逆 算 
子 定理 可 以 得 出 这 里 的 结论 . 
4.3 注意 考虑 从 互 到 (c) 内 的 线性 算 子 了 为 


T(z) ER (fi(z), fo(7),: Ee f(D) “* :)， vrEE. 


容易 验证 其 为 闭 算 子 , 从 而 为 连续 线性 算 子 , 因此 由 (c) 空间 收敛 的 定义 导出 本 
题 所 求 的 结论 . 

44 注意 W(7T*) = DI(T”) .由 (7T*)7 连续 可 知 7T* 为 闭 的 , 从 而 (T*) 
闭 , 最 后 由 EY 完备 以 及 84.2 的 定理 和 84.1 的 命题 5 可 得 出 DP[(7*)] 的 闭 性 . 


习 题 五 


5.1 1) 只 需 注 意 到 p(0) = 2(20) 及 p(z) 的 7 次 加 性 ; 

2) 利用 1) 的 方法 可 得 p(0) < 0, 又 注意 到 p(z) = p(z 二 9), 利用 p(x) 的 7 次 加 
性 即 可 得 所 求 的 结论 ; 

3) 只 需 利 用 p(z) = p(z 十 9) 以 及 p(z) 的 7 次 加 性 . 

5.2 ”直接 由 范 数 的 三 角 不 等 式 可 得 p(z) 的 次 加 性 和 正 齐 性 . 此 外 , 验证 {z: p(XY) < 
Qa} (Ya e 避 ) 的 闭 性 即 可 知 p(x) 是 下 半 连 续 的 . 

5.3 由 条 件 知 Mx = {x € EB: |p(z)| < k} (k € N) 为 闭 集 , 又 由 Baire 网 定理 
知 : 某 一 个 Mk。 中 必 含有 某 一 球 B(zo,60), 从 而 由 p(x) 的 次 加 正 齐 性 可 知 p(z) 为 
强 有 界 的 . 
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5.4 ”对 于 次 加 正 齐 性 泛 函 列 {pm,n(7)} = {Tm,n(7) 咱 使 用 共鸣 定理 可 知 


Am = {7 € E: limsup|l7mn(z)l| < 00} 
N00 


为 第 一 纲 集 , 则 8 = 了 NUm-i 4m 即 为 所 求 . 

5.5 构造 无 穷 窍 阵 4 = (ai;) 如 下 : 对 任意 i € N, 当 7 = 1,2,… ,i 时 , 有 
aij = 当 了 >1i+1T 时 ,有 oaij =0, 则 由 Steinhaus-Toeplitz 定理 可 知 4 为 
“保存 矩阵 ”. 因此 {22t=2a} 的 “4- 极限 ”等 于 通常 意义 的 极限 , 此 即 得 到 Stolz 


Ynt+1— Yn 
定理 . 
5.6 只 需 取 “保存 矩阵 ?4 = (Gij) 如 下 : 当 j < i 时 ,有 iy =0; 当 7 >i 时 ,有 
Ci = QI 一 
5.7 设 泛 也 


jz)= >》 antk, Vr= {tr}e (ce) (neN). 
k=1 
再 利用 共鸣 定理 即 得 所 需 结论 . 
5.8 取 
b(t), | (| < n; 
bat)= 1 nb) >n. 
—n b(t) < —n. 


再 做 L2[0, 1] 上 的 连续 线性 泛 函 列 f(z) = /5 bn(t)z(t)dt (Vz(t) € L210,1]),vne N 
则 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 可 知 {fn} 是 逐 点 有 界 的 , 再 利用 共鸣 定理 即 可 得 到 
{fn} 在 L2[0,1] 的 单位 球面 上 是 一 致 有 界 的 , 从 而 bb) e L?[0,1]. 
5.9 利用 反 证 法 可 知 : 存在 {zn} c S1(B), 使 得 | (za) 一 co. 故 在 G+ 上 定 
义 线性 连续 泛 函 
Fn(g) = g[T(xn)], Vg€EGi. 
并 由 共鸣 定理 可 知 存在 p > 0, 使 得 T(z% 首 = | < p。 (ne N), 此 即 为 矛盾 


习 题 六 


6.1 设 {fex: 入 eA+ 为 Hilbert 空间 瑟 中 的 标准 正 交 基 , 则 (ea,ep) = bape, 且 
当 a 关 B 时 , ea 一 epl| = V2. 故 若 A 不 可 数 , 则 与 B 可 分 相 矛 盾 . 

6.2 易 证 {en} 为 卫 ?(-oo,+oo) 的 标准 正 交 系 . 又 由 于 {en} 是 由 {1 志 这， 
t",…} 标准 正 交 化 而 得 到 , 由 此 即 可 证 得 所 需 的 结论 . 

6.3 由 已 知 条 件 容易 验证 : (4z,y) = (z, Ay) 是 成 立 的 , 故 4 为 自 伴 算 子 . 
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6.4 由 入 一 A = [I 一 (hn 一 A)( 和 AT 一 4A)-1](AT 一 4) 即 可 知 . 
习 题 九 


9.1 注意 此 拓扑 下 邻 域 的 定义 则 易 验 之 . 

9.2 必要 性 显然 . 充分 性 : 只 需 注 意 到 此 时 {9x_1 f(ex)fr}hn 为 BP* 的 一 Cauchy 
列 , 故 > 已 1 f(ek)fr 在 B* 中 收敛 , 再 从 {en} 是 马 中 的 基 即 可 导出 . 

9.3 1) 充分 性 : 用 f 在 零点 某 一 邻 域 有 界 可 以 导出 . 必要 性 : 由 f 连续 , 故 
V = {xz EB |f(z)| < 1} 为 零点 一 开 邻 域 . 再 注意 到 更 的 拓扑 的 定义 可 知 , 存在 
一 邻 域 WW= {Zz EB: yp.(7) <e,1<k< nj), 使 得 W CV, 从 而 不 难 导出 . 

2) 和 3) 直接 从 有 界 集 和 完全 有 界 集 的 定义 以 及 拟 范 数 族 拓扑 的 定义 导出 ， 

9.4 充分 性 : 从 设 , 对 任意 有 限 个 ai …… ,an € A, 存 在 $6>0 及 Bi,… ,Ore 有 B， 
使 得 maxl<i<n ai (2Z) 和 0 maxl<j<m 06; (z)(Yz € E). 由 此 从 更 和 亚 所 定 的 拓扑 定 
义 容易 导出 . 必要 性 : 由 设 , 对 下 拓扑 下 的 邻 域 Vo = {z EB: ypa(7) < 二}, 必 存 在 
Bi,… ,Bn 及 > 0, 使 得 站:_1{7z E EE: yes(z) <e} C Ua. 由 此 不 难 导出 结论 . 

9.5 令 zl = 2 去 区 Si 可 证 即 为 所 求 . 

9.6 仅 证 充分 性 . 由 弱 有 界 可 知 : supzexm |f(z)| < +oo (Vf e E*). 作 积 空 间 
下 = Tljes: Ky(Ky = 区 ) 并 定义 忆 到 下 的 一 个 算 子 工 为 : T(z) = {f(z)， je EE*}. 
可 证 在 弱 拓 扑 下 了 连续 , 此 外 T-! 存在 并 连续 , 即 工 为 到 T(E) 的 同 胚 映射 . 而 
注意 到 : 投影 集 Jj(T(M)) 均 有 界 , 故 由 Tychonoff 定理 可 知 [jeg Jf(T(M)) 亦 为 
F 中 的 紧 集 , 故 T(M) 也 是 紧 集 , 由 此 M 亦 在 弱 拓 扑 下 完全 有 界 . 
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